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Résumé

Le but est d’établir la normalité asymptotique des statistiques associées à la fonction de répartition empirique pert
la convergence en loi d’uneU -statistique multivariée. On généralise les résultats de Sun (1993) du cas de variables al
identiquement distribuées, absolument régulières au cas de vecteurs aléatoires non stationnaires, absolument régPour
citer cet article : M. Harel, E. Elharfaoui, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotic behavior of the perturbed empirical distribution functions for nonstationary absolutely regular processes.
The object is to study the asymptotic normality of the statistics associated to the perturbed empirical distribution func
the slow convergence of multivariateU -statistic. We extend the results of Sun (1993) from the case of identically distribute
solutely regular random variables to the case of nonstationary absolutely regular random vectors.To cite this article: M. Harel,
E. Elharfaoui, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

On considèreX1, . . . ,Xn, . . . une suite de vecteurs aléatoires à valeurs dansR
g (g � 2), où Xn =

(X
(1)
n , . . . ,X

(g)
n ) a pour fonction de répartition (f.r.)Fn (n ∈ N

∗), absolument régulière de tauxβ(m) (m � 1).
Supposons qu’il existe deux nombres réelsδ et δ′ (0< δ′ < δ � 2

5) tels que :
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β(m) = O(m−(2+δ′)/δ′
). (1)

Pour toutγ (1 � γ � g) considérons un entierm(γ ) (� n), soitΦ(γ ) une application de(Rg)m(γ ) dansR appelée
noyau de degrém(γ ) c’est-à-direΦ(γ )(x1, . . . ,xm(γ )) est invariante pour toute permutation sur lesm(γ ) indices
desxn (∈ R

g), n = 1, . . . ,m(γ ). Si la suite de f.r.Fn converge pour une certaine norme vers une f.r.F de densitéf,
on définit le paramètre fonctionnel par :

ξ = (ξ (1), . . . , ξ (g)) ; g � 2, (2)

où pour toutγ ∈ {1, . . . , g},

ξ (γ ) =
∫

(Rg)m(γ )

Φ(γ )(x1, . . . ,xm(γ ))

m(γ )∏
j=1

dF(xj ). (3)

On considère laU-statistiqueUn comme estimateur deξ , basée sur l’échantillonX1, . . . ,Xn définie par :

Un = (U(1)
n , . . . ,U

(g)
n ),

où

U
(γ )
n =

(
n

m(γ )

)−1 ∑
1�i1<···<im(γ )�n

Φ(γ )(Xi1, . . . ,Xim(γ )
) ; γ = 1, . . . , g. (4)

On considère la fonction de répartition perturbéeF̂n définie par :

F̂n(x) = 1

n

n∑
j=1

Kn(x − Xj ) ; x = (x(1), . . . , x(g)) ∈ R
g (5)

où {Kn}n�1 est une suite de fonctions de répartition continues qui converge faiblement vers la fonction de
tion s(x) définie par :

s(x) =
{

1; x � 0,

0; sinon,

où 0 = (0, . . . ,0) ∈ R
g et x = (x(1), . . . , x(g)) ∈ R

g . Soit k une densité de probabilité surR
g , et {an} une suite de

nombres positifs telle que :an → 0, lorsquen → +∞. En utilisant l’estimateur à noyaûfn de la densitéf (voir
Rosenblatt [3]) défini par :

f̂n(x) = 1

na
g
n

n∑
j=1

k
(

x − Xj

an

)
; x = (x(1), . . . , x(g)) ∈ R

g, (6)

on obtient un estimateur deFn défini par

F̂n(x) =
x(1)∫

−∞
· · ·

x(g)∫
−∞

f̂n(t)dt ; x = (x(1), . . . , x(g)) ∈ R
g. (7)

On s’intéresse au comportement asymptotique de l’estimateurF̂n(Un). Dans ce qui suit, nous allons propos
une généralisation du théorème limite central établi par Sun [4] dans le cas univarié pour des variables a
réelles identiquement distribuées et absolument régulières au cas des statistiques multivariées pour des
non stationnaires et absolument réguliers. Le principe consiste à étudier la normalité asymptotique des st
liées à la fonction de répartition empirique, en utilisant les propriétés asymptotiques deU .
n
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2. Préliminaire

Pour étudier la normalité asymptotique deF̂n(Un), on utilise une généralisation de la décomposition de Ho
ding définie ci-dessous :

U
(γ )
n = θ

(γ )
n +

m(γ )∑
p=1

(
m(γ )

p

)
U

(γ )
p,n, (8)

où

θ
(γ )
n =

(
n

m(γ )

)−1 ∑
1�i1<···<im(γ )�n

∫
(Rg)m(γ )

Φ(γ )(x1, . . . ,xm(γ )) × dFi1(x1) · · ·dFim(γ )
(xm(γ )),

U
(γ )
p,n =

(
n

m(γ )

)−1 ∫
(Rg)p

∑
1�i1<···<ip�n

Φ
(γ ),(i1,...,ip)
p,n (x1, . . . ,xp) ×

p∏
j=1

d
(
s(xj − Xij ) − Fij (xj )

)

et

Φ
(γ ),(i1,...,ip)
p,n (x1, . . . ,xp) =

∑
(ip+1,...,im(γ ))∈Ip,n(i1,...,ip)

λ(γ )(x1, . . . ,xp), (9)

avec

λ(γ )(x1, . . . ,xp) =
∫

(Rg)m(γ )−p

Φ(γ )(x1, . . . ,xm(γ ))dFip+1(xp+1) · · ·dFim(γ )
(xm(γ ))

et

Ip,n(i1, . . . , ip) = {
(ip+1, . . . , im(γ )) ; 1� ip+1 < · · · < im(γ ) � n, il /∈ {i1, . . . , ip}, p + 1� l � m(γ )

}
,

∀p : 1 � p � m(γ ) − 1 et pour touti1, . . . , ip des entiers arbitraires tels que : 1� i1 < · · · < ip � n. On note
Hi,j la f.r. conjointe du vecteur aléatoire(Xi ,Xj ) et on suppose qu’il existe une suite de vecteurs aléatoireX∗

i

strictement stationnaire, de f.r.F, absolument régulière et de même taux que la suiteXi telle qu’en notantH∗
l la f.r.

conjointe définie surRg × R
g de(X∗

i ,X∗
j ), l = j − i on ait

‖Hi,j − H∗
j−i‖V = O(τ i) ; 0< τ < 1, 1� i < j (i, j ∈ N

∗), (10)

où‖ ‖V est la norme de variation totale voir Harel et Elharfaoui [1].
On définit

µn,l = E
(
Kn(ξ − Xl )

) =
∫
Rg

Kn(ξ − x)dFl(x) � 1, 1� l � n, (11)

aussi

µn = 1

n

n∑
l=1

µn,l (12)

et

Al = s(ξ − X∗
l ) − F(ξ) +

g∑(
m(γ )

)2(
Φ

(γ )

1 (X∗
l ) − ξ (γ )

) ∂F
∂x(γ )

(ξ), (13)

γ=1
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quences,
où

Φ
(γ )

1 (X∗
l ) =

∫
(Rg)m(γ )−1

Φ(γ )(X∗
l ,x2, . . . ,xm(γ ))dF(x2) · · ·dF(xm(γ )).

D’après la condition (10),µn converge versF(ξ) quandn tend vers+∞. On définit aussi

σ 2 = E(A2
1) + 2

∞∑
k=1

E(A1Ak+1). (14)

On suppose qu’il existe un nombre réelδ′′ (0< δ′′ < δ) tel que :∑
m�1

(
β(m)

)δ′′/(2+δ′′)
< +∞. (15)

Pour une définition de l’absolue régularité dans le cas non stationnaire voir Harel et Puri [2].

3. Convergence faible de la fonction de répartition empirique perturbée

En supposant que les conditions introduites dans le paragraphe 2 sont satisfaites, on établit queF̂n(Un) est un
estimateur convergeant versF(ξ ) et la normalité asymptotique nous permettra d’établir des intervalles de con
pourF(ξ ). Enfin, en utilisant les notations introduites dans le paragraphe 2, on peut donc écrire le résultat

Théorème 3.1. On suppose que

(i) Il existe un nombre réelδ (0< δ′′ < δ′ < δ � 2
5) et il existeM0 > 0 tels que:

sup
n∈N∗

sup
1�i1<···<im(γ )�n

E
∣∣Φ(γ )(Xi1, . . . ,Xim(γ )

)
∣∣2+δ � M0 < +∞.

(ii) Le taux d’absolue régularité vérifie: (1) et (15).
(iii) La condition(10)est vérifiée.

(iv)
∫
Rg

‖t‖k(t)dt < +∞, ‖t‖ = sup
1�γ�g

|t (γ )|.

(v) Fn et F sont de classeC2 à dérivées partielles premières et secondes bornées.

Alors
√

n{̂Fn(Un)−F(ξ )} converge en loi vers une loi normaleN (0, σ 2), quandn tend vers+∞ oùσ 2 est définie
en(14).
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