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Résumé
Nous établissons différersteconditions nécessaires et suffisantes donnaobhapacité des opérateurs de Dunford—Pettis

positifs sur les treillis de BanacRour citer cet article: B. Aqzzouz et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Compactness of positive Dunford—Pettis operators on Banach lattices. We establish some sufficient and necessary con-
ditions which give the compactness of positive Dunford—Pettis operators on Banach laticksthisarticle: B. Aqzzouz et
al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In [3], Aliprantis and Burkinshaw studied the domination problem for positive Dunford—Pettis operators on
Banach lattices. They asked whether a result similar to the Dodds and Fremlin theorem [5] is true for this class of
operators. Kalton and Saab ([6], Theorem 4.4) answered positively this question and Wickstead ([8], Theorem 2)
proved the converse of Kalton and Saab theorem. Also, Aliprantis and Burkinshaw proved in [3] Ehist &

Banach lattice such that its norm and the norm of its topological Buake order continuous, then each positive
Dunford—Pettis operator frorf into E is compact ([3], Theorem 2.7). It is natural to study the converse of this
last result.

In the first theorem of this Note, we prove thatfifand F are Banach lattices such th&t is discrete and has
an order continuous norm, then each positive Dunford—Pettis operatorAromo F is compact. In the second
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theorem, we show that if the Banach latti€és ordero -complete, then each positive Dunford—Pettis operator from
E into E is compact if and only if the norms d@f and of its dualE’ are order continuous. In the third theorem, we
establish that for each positive Dunford—Pettis oper&térom E into E, the operatof’? is compact if and only if
the norm ofE’ is order continuous. We give some consequences and examples.

1. Introduction et principaux résultats

Dans [5], Dodds et Fremlin ont étudié le probléme de datiim des opérateurs compacts positifs sur les treillis
de Banach. Puis, Aliprantis et Burkinshaw ont montré, dans [2], qiessit un treillis de Banach tel que la norme
de E ou celle de son dudl’ est continue pour I'ordre, et §i, T : E — E sont deux opérateurs tels quel® < T,
avecT compact, alors 'opérateus? est compact. Ils ont aussi traité des questions similaires pour les opérateurs
de Dunford—Pettis positifs dans [3]. En particulier, Aliprantis et Burkinshaw ont montré quesi un treillis de
Banach admettant une norme continue pour l'ordre ét i: E — E sont deux opérateurs tels quec®s < T,
avecT de Dunford—Pettis, alors I'opérates# est de Dunford—Pettis (Théoréme 3.3 de [3]). Par la suite, Kalton et
Saab ([6], Théoréme 4.4) ont établi, avec les mémes hypothéses que dans [3], I'ofEestaidr Dunford—Pettis.

La réciproque du résultat de Kalton et Saab a été établie par Wickstead dans [8].

Dans [3] un autre résultat généralisant le Théoreme 4.5 de Dodds et Fremlin [5] est resté sans suite. En effet
Aliprantis et Burkinshaw ont établi que &i est un treillis de Banach tel que la norme BEeet celle de son dual
E’ sont continues pour I'ordre, et §i T : E — E sont deux opérateurs tels quel® < T, avecT de Dunford-
Pettis, alors I'opérateus est compact ([3], Théoréme 2.7). En particulier, sous les mémes hypothegessisi
un opérateur de Dunford—Pettis positif, alors il est canipMais la réciproque de ce dernier résultat n'a pas été
étudiée jusqu’a présent.

L'objectif de cette Note est de donner d’abord une condigaffisante, différente de celle du Théoréme 2.7
de [3], pour qu'un opérateur de Dunford—Pettis positit sompact. Ensuite, nous établisons une réciproque du
Théoréme 2.7 de [3]. Si le treillis de Banach estomplet pour I'ordre, nous donnons une condition nécessaire
et suffisante pour que tout opérateler Dunford—Pettis positif soit corapt. Nous établisons aussi que pour tout
opérateur de Dunford—Pettis posilif I'opérateurZ? est compact si et seulement si, la normefdest continue
pour I'ordre. Enfin, nous donnons quelques remarques et exemples.

Avant d’énoncer les principaux rdsats de cette Note, nous rappelonsdessous quelques définitions. Un
treillis de Banach est un espace de Ban@ch| - ||) avecE un treillis vectoriel et la norme dE vérifie : pour tout
x,y € E telsquelx| < |y[,ona|x|| < |lyll. La norme]|| - || d’'un treillis de BanaclE est dite continue pour I'ordre
si pour toute suite généraliség,) telle quex,, | 0 danskE, la suite(x,) converge vers 0 pour la nornjje ||, ou la
notationx, | O signifie que la suitéx,) est décroissante et iaf,) = 0. Notons que le duat’ de E, muni de la
norme duale, est aussi un treillis de Banach. Pour plus d’informations sur les treillis de Banach, voir Schaefer [7].

Nous énoncons maintenant les principaux résultats de cette Note.

Théoréme 1.1. SoientE et F des treillis deBanach. SiE’ est discret et de norme continue pour I'ordre, alors tout
opérateur de Dunford—Pettis positif devers F' est compact.

Théoréme 1.2. Soit E un treillis de Banachr-complet pour I'ordre. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes:

(1) Tout opérateur de Dunford—Pettis positif dedans lui méme est compact.

(2) La norme deE et celle deE’ sont continues pour I'ordre.

(3) Pour des opérateurS et T de E dansE tels que0 < S < T etT de Dunford—Pettis, alors 'opérateuf est
compact.
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Théoreme 1.3. Soit E un treillis de Banachalors les assertions suawntes sont équivalentes

(1) Pour tout opérateur de Dunford—Pettis posififde E dansE, 'opérateurT? est compact.

(2) La norme deE’ est continue pour 'ordre.

(3) Pour des opérateur§ et T de E dansE tels qued < S < T et T de Dunford—Pettis, alors 'opérateus® est
compact.

2. Méthode de démonstration

Un opérateuf : E — F entre des treillis de Banach est une application linéaire continue; il est dit positif si,
pourx > 0, T (x) > 0. Notons que toute application linéaire positive définie sur un treillis de Banach est nécessai-
rement continue.

Un opérateufl : E — F entre des treillis de Banach est dit de Dunford—Pettis si I'image de toute partie faible-
ment compacte d€ est une partie compacte dafisll est clair que tout opérateur compact est de Dunford—Pettis,
cependant I'opérateur identitélidl1 — [ est de Dunford—Pettis mais n’est pas compact. Enfin, si le treillis de
BanachE est réflexif, alors la classe des opérateurs de Dunford—Pettis coincide avec celle des opérateurs compact

Pour établir les Théoremes 1.1 et 1.3, nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 2.1. SoientE, F des treillis de Banach &, T deux opérateurs d€ dansF tels qued < S < T avecT de
Dunford—Pettis. Si la norme du dual' de E est continue pour I'ordre, alors pour tout> 0, il existe uny € E*
tel queS(Bg N ET) C eBr + S([0, y]), oU By estlaboule unité d&f = E, F etET ={x € E: 0< x}.

Démonstration. La démonstration résulte du Théoréme 2.7 et du Théoréme 2.8 derj3].

Rappelons qu’un élément non nul d'un treillis vectoriglest dit discret si I'idéal d’ordre engendré par
coincide avec le sous-treillis vectoriel engendréipdre treillis vectorielE est dit discret, s'il admet un systéme
disjoint complet d’éléments discrets.

Démonstration du Théoréme 1.1. Soit T: E — F un opérateur de Dunford—Pettis positif, il résulte du
Lemme 2.1 que pour tout> 0, il existe uny € E* tel que

T(BENEY) CeBp+T([0, y]). 1)

Or T ([0, y]) est relativement compact pour la topologie faibléF, F’) (Théoréeme 1.2 de [3]), il s’ensuit
que S =Tig,: Ey — F est faiblement compact, ofi, est I'idéal engendré par muni de la norme|x|joc =
inf{A > 0: |x| < Ay}.

Si on désigne pa# I'enveloppe solide dé’(Bf/), ou B est la boule unité dé”, il résulte du Théoreme 21.10
de [1] que toute suite disjointe deest convergente pour la norme Hé.

D’autre part, le treillis de Banach’ est discret,A est alors contenu dans la bande engendrée par ses élé-
ments discrets (Théoréme 5.6 de [1]). Par conséquerst relativement compact pour la normeﬂge (Théo-
réeme 21.15(ii) de [1]) et don§’(Bf) I'est aussi. Ce qui montre que 'opératerE, — F est compact; alors
T([0, y]) est relativement compact dafs Le résultat se déduit donc de I'inclusion (1)x

Remarque 1. Il existe un treillis de Banaclt dont la norme n’est pas continue pour I'ordre et dont le difal
n’est pas discret alors que tout opérateur de Dunford—Pettis posiifaBnsE est compact, comme le montrent
les exemples suivants :

Exemple 1. Considérons le treillis de Banagh= c & L? et soitS = (. ,2) un opérateur de Dunford—Pettis positif

de E dansE, ol c est le treillis de Banach de toutes les suites convergentes.
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Comme la norme dé.2 est continue pour I'ordre, il résulte du Théoréme 2.8[8le que les opérateurs de
Dunford—Pettis positifa : L2 — ¢ etas: L2 — L? sont compacts.

D’autre part, comme le dual de c, est discret et de norme continue pour I'ordre, alors il découle du Théo-
réme 1.1 que les opérateurs: c — ¢ etas:c — L? sont compacts. Donc I'opérateur de Dunford—Pettis positif
S: E — E est compact. Cependant la normefi@’est pas continue pour I'ordre &' n’est pas discret.

Exemple 2. Plus généralement, sol; un treillis de Banach daorme non continue pour I'ordre dont le dual
(E1)" est discret et de norme continue pour I'ordre (par exenfiple- ¢). Soit E2 un treillis de Banach de norme
continue pour I'ordre dont le dudlE,)’ n’est pas discret mais de norme continue pour I'ordre. Considérons le
treillis de BanachkE = E1 @ E>, alors la norme dé& n’est pas continue pour I'ordre &' n’est pas discret, mais
tout opérateur de Dunford—Pettis positif Hevers lui méme est compact.

Maintenant, nous donnons une condition suffisaptejr que la norme du dual diutreillis de Banach soit
continue pour 'ordre.

Proposition 2.2. Soit E un treillis de Banah. Si tout opérateur de Dunford—Pettis positif Herers E est compact,
alors la norme du duaE’ de E est continue pour l'ordre.

Démonstration. Sinon, il résulte de la preuve du Théoréme 1 de [8], qu'ils existent un sous-treillis vedtoriel
de E isomorphe d? et une projection positiv® de E sur H qui est un opérateur de Dunford—Pettis positif, mais
n'est pas compact. O

On dit que les opérations de treillis d'un treillis de Bandtlsont séquentiellement faiblement continues si la
suite (Jx,|) converge vers 0 pour la topologie failéE, E’) lorsque(x,,) est une suite qui converge vers 0 pour
o(E,E").

Maintenant, nous établissons un résultat donnant une réciproque du Théoréeme 1.1 ci-dessus.

Théoreme 2.3. Soit E un treillis de Banach dans lequel les opérations de treillis sont séquentiellement faiblement
continues. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(1) Tout opérateur de Dunford—Pettis positifde E dansE est compact.

(2) L'une des conditions suivantes est vérifiée
() Le treillis de Banacht’ est discret et de norme continue pour I'ordre.
(i) La norme dek et celle deE’ sont continues pour I'ordre.

Démonstration. Pour 'implication (ii)= (1) c’est le Théoréme 2.7 d’Aliprantis et Burkinshaw [3]. Poue{i)(1)
c’est le Théoréme 1.1 ci-dessus.

Enfin, pour l'implication (1)= (2), soientS et T des opérateurs dé dansE tels que 0< S < T etT compact.
CommeT est de Dunford—Pettis, il découle du Théoreme 2 de Wickstead [8] que I'opésasatrde Dunford—
Pettis. Donc, il est compact et le résultat découle Hacféme 1 de Wickstead [8] et de la Proposition 2.2.

Le résultat suivant donne la réciproque du Théoréme 2.7 d’Aliprantis et Burkinshaw [3].
Théoreme 2.4. Soit E un treillis de BanachAlors les assertions suantes sont équivalentes
(1) Pour des opérateurS etT de E versE vérifiant0 < § < T ettel queT soit de Dunford—Pettis, I'opérateuf

est compact.
(2) L'une des conditions suivantes est vérifiée



B. Agzzouz et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 37-42 41

(i) Le treillis de BanaclE’ est discret et de norme continue pour I'ordre.
(i) La norme dek et celle deE’ sont continues pour I'ordre.

Démonstration. (2) = (1). SoientS et T des opérateurs d& vers E tels que 0< S < T et T de Dunford-
Pettis. D’apres le Théoréme 1.1 de cette Note ou le Théoreme 2.7 d’Aliprantis et Burkinshaw [3], 'opEraseur
compact. Le résultat découle alors du théoréme de Dodds et Fremlin [5].

(1) = (2). Si la condition 1 est vraie, alors elle I'est en particulier lors@uest compact. Comme dans le
Théoreme 2.3, le résultat découle du Théoréme 1 de Wickstead [8] et de la Propositiom 2.2.

La démonstration du Théoréme 1.2 utilise le lemme suivant :

Lemme 2.5. Soit E un treillis de Banach dont laorme n’est pas continue pour I'orerAlors il existe un opérateur
de Dunford—Pettis positi§ de/*> versE qui n'est pas compact.

Démonstration. Le lemme résulte du Corollaire 3.5 de [4], du Théoréme 1 de [8], de la Proposition 7.6 de [7]
ainsi que du Théoréme 2 de [8]O

Rappelons qu'un treillis vectoriet est dito-complet pour I'ordre si toute partie dénombrable non vide et
majorée deE admet une borne supérieure.

Démonstration du Théoreme 1.2. Pour (1)= (2), la continuité en ordre de la norme fié a été établie dans la
Proposition 2.2.

D’autre part, la norme d& est continue pour I'ordre. Sinon, comme le treillis vectoHedsto-complet pour
I'ordre, E contient un sous-treillis vectoriel fermé isomorphi&a Le résultat découle alors du Lemme 2.5.

L'implication (2) = (3) est I'objet du Théoréme 2.7 de [3].

Enfin, 'implication (3)= (1) est évidente. O

Remarque 2. Dans le Théoréeme 1.2, I'hypothése decomplétion pour 'ordre sur le treillis de Banadh est
nécessaire pour que sa norme soit continue pour I'ordre, comme le montre I'Exemple 2.

Avant de démontrer le Théoréme 1.3, notons que I'opérateur id@hitéd,s : I* — [* est de Dunford—Pettis et
positif mais quel’? n’est évidemment pas compact.

Démonstration du Théoréme 1.3. Pour (1)= (2), si la norme deE’ n’est pas continue pour I'ordre, alors il
existe une projection positiv® : E — [ qui est de Dunford—Pettis maR? = P n’est pas compact. Dol la
contradiction.

Pour (2)= (3), soientS et T des opérateurs de versE tels que 0< S < T et T de Dunford—Pettis. Comme
la norme deE’ est continue pour I'ordre, il résulte alors du Lemme 2.1 que pourstoud, il existe uny € E™ tel
que

S(BgNEY) ceBg +5([0, y1),

ou Bg est la boule unité ouverte de.
CommesS([0, y]) est relativement compact pour la topologie faiblez, E’) (Théoreme 1.2 de [3)), il résulte
ques?([0, y]) est relativement compact pour la normefd_a compacité de I'opérate? résulte de l'inclusion :

S?(Be N E™) € S(eBg) + S%([0, y1).

Enfin, 'implication (3)= (1) est évidente. Ainsi, le Théoréme 1.3 est étabifi.
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Comme conséquence du Théoréme addis obtenons le résultat suivant d’Aliprantis et Burkinshaw ([2], Théo-
reme 2.2).

Corollaire2.6. SoitE un treillis de Banah. Sila norme de&’ est continue pour I'ordre, alors pour des opérateurs
SetT deE verskE tels qued < S < T et T compact, I'opérateus? est compact.
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