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Résumé

Nous présentons une étude des schémas particulaires renormalisés. La renormalisation est une technique introduite afin d
corriger le défaut de consistance caractéristique des méthodes particulaires de type SPH. Un schéma conservatif, le schém
faible renormalisé, est construit a partir de la formulation faible des lois de conservation générales. Nous appliquons ce schéma
aux systéemes de Friedrichs. Le schéma faible renormalisé étant instable, nous procédons a l'introduction d’'une viscosité nu-
mérique avant d'appliquer une discrétisation en temps de type Euler explicite, et ainsi obtenir le schéma numérique dont nous
démontrons la convergence en norfrfe Pour citer cet article: N. Lanson, J.-P. Vila, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Publié par Elsevier SAS pour I'’Académie des sciences.

Abstract

Convergence of renormalized particle methods for Friedrichs systems. We present a study of the renormalized patrticle
scheme. Renormalization is a tool introduced in order to alleviate the SPH particle methods’ lack of consistency. A conservative
scheme, the weak renormalized scheme, is derived from the general conservation laws weak formulation. We apply this scheme
to Friedrichs systems. The weak renormalized scheme being unstable, we introduce a numerical viscosity before applying an
explicit Euler time discretization, and thus construct the numerical scheme whose convergeﬁcm)'rm is studiedTo cite
thisarticle: N. Lanson, J.-P. Vila, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abridged English version

Introduction.Mesh-free methods have recently been developed for the approximation of conservation laws in
various fields of applications. We focus on weighted particle methods of the SPH kind, whose consistency is
increased by the use oénormalization[7]. In [7], this tool, although very effective seems to make the global

Adresses e-mailnlanson@math.uwaterloo.ca (N. Lanson), vila@gmm.insa-tlse.fr (J.-P. Vila).

1631-073X/$ — see front mattdrl 2005 Publié par Elsevier SAS pour I'’Académie des sciences.
doi:10.1016/j.crma.2004.10.021



466 N. Lanson, J.-P. Vila/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 465-470

conservation property of the original method disappear. We proposed in [2] a conservative weak scheme based on
renormalization: the weak renormalized mesh-free scheme. We present in this paper the convergence analysis 0
this scheme applied to Friedrichs systems (cf. [3]), whose particularity arises from the linearity of the flux operator.
The PDE is given in Eq. (1), where we denoteudthe solutionu the initial condition,S and B the source term
parameters an@® the symmetric flux matriceg; =1,...,d.

Numerical scheme for the renormalized particle scheme applied to Friedrichs sys@éenimitroduce the La-
grangian coordinate&s, ¢), and letx(&,) be the characteristic curve afissued fromé at time 0, such that
% =a(x, ). Consider a sef of moving particles with coordinates(§;, r) = x;(¢), volumess2; and weights
w; (1), whose variations depend anWe introduce theenormalizednesh-free derivatives defined in Egs. (2) to
improve the SPH approximate derivatives. We prove that the renormalized mesh-free derivatives approach deriv-
atives with an error only depending on the smoothing leragfB). Applying these new approximate derivatives
to the weak form of the Friedrichs systems, we get the conservative time continuous scheme (5), whose solution
is denoted:”. The weak renormalized scheme requires some stabilization. We stabilize it by introducing some
numerical viscosity by analogy with Finite Volume. We first consider the Riemann problem at the interface be-
tween two particles and j (6). We obtain a stable numerical scheme for each interaction (7). By summing over
all the interactions for a particle each multiplied by some weight, we deduce the numerical scheme that we will
study (8).

Methodology of the convergence proof and main reslitte L2 convergence proof of SPH methods for
Friedrichs systems uses abstract comparison resuéistablished in [10]. The strong convergencejf, 7 to-
ward D, F is crucial. Our transposed operator (4) does not satisfy this property. Thus, we use a Kruzkov method,
consisting in comparing the entropy inequalities of the exact solutiand of the numerical solution”. The
sketch of the proof (see [5]) is:

— We first prove thd.2 stability as well as thé/! in space and time stability of".

— Preliminary results regarding the local energy dissipation [9] are the basis to establish the entropy inequal-
ity (10), with the entropy;(v) = ||v — c||?, satisfied by the solution” of the scheme (8).

— We then transform the entropy equation satisfied by the exact solytsmthat the obtained entropy inequality
(11) can be compared to (10). The highlighted term in (11) represents the transformed term, and implies that
u must be regular enough in order to control the error term of the opm— Du that appears in the measure
termv.

— Finally, we sum the integrals overndy of inequality (10) withc = u(y, s) and the integrals overandx of
inequality (11) withc = u” (x, 1). A judicious choice of the test functian= ¢(x, y, s, ) used in both entropy
inequalities leads to the? error estimate betweenandu”.

Under the assumptions (12), (13), #hand By, the assumptions of Theorem 5.1 regardiggand S and the CFL
condition (9), the solution” of the scheme (8) converges toward the exact solutionith 21/8 convergence rate.

1. Introduction

Les méthodes sans grille ont été développées pour I'approximation des lois de conservation dans divers champs
d’applications. Nous nous intéressons aux méthodes particulaires de type SPH, dont nous améliorons la consistanc
grace a laenormalisatior{7]. Dans [7], cet oultil, bien que performant, fait disparaitre la propriété de conservativité
de la méthode originale. Nous présentons dans [2] un schéma conservathélma faible renormalisélous
proposons d’'analyser la convergence de ce schéma appliqué aux systemes de Friedrichs (cf. [3]) du type :

d d
3 ~
= Y " Do(a“u)+ Y Do(Fu)+ Bou =S, ¥(t,x) € [0, T] x R, u(0,x)=up(x), VxR, (1)
o~

a=1
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ou D, = % Nous notons::[0, 7] x R? — R? la solution du systémey:R? — R” la condition initiale,
S:[0,T] x RY — R” etBy:[0, T] x RY — L(RP) les termes sourcé&® : [0, T] x R? — L(RP), Ya € {1,...,d)}
les matrices de flux, supposées symétriquesletchamps de transport régulier.

2. Schémafaible renormalisé et systemes de Friedrichs

Introduisons les coordonnées lagrangient§es) et x (&, r) la courbe caractéristique issue @@ r = 0, satis-
faisant% =a(x,t). Soit un ensemblg de particules mobiles de coordonnég$;, ) = x;(t), volumess2;(r)
et poidsw; (1), dont les variations dépendent deet tels ques2; N 2; =¥, Vi # j, (0, j) € J2. L'approximation
particulaire régularisée des dérivées partielles sont définies par, pour toute foh¢lemdépendances en temps
ne sont pas explicitées)D* f (x) = Zjej wj f(x;)Dg¢®(x — xj), OUZ® est un noyau régularisant approchant
une masse de Dirac, etla taille du support de¢, appelée longueur de régularisation, et est proportionhella
distance caractéristique entre particules.

Il est prouvé dans [6,8] que I'erreur d’approximation des dérivées dépend du rappoitamélioration de la
consistance est donc réalisée en considérant un autre opérateur d’approxidjatidas derivées :

Dhaf(x) =Y wi(f(xj) = f@)A*(x,x)), Ya=1,....d, @)
jed
oU A%(x, x;) est la coordonnée du vecteurA(x, x ;). Considérons cette approximation & x;, i € J.
En choisissant;; = A(x;,x;) = B; - V;“fj = B(x;) - V¢®(x; — xj), et en calculant la matricB; comme suit

pour toute particule‘:Ef”g =DhexP — xBDM1, Y(a, B) € {1,...,d)? et B; = (E;)~L, on montre que, dés que
h/e = O(1), I'erreur d'approximation dépend uniquement du parametre

Vo € W2 RY) || Dpp — Dol oo (ray < Cell D3¢l oo gy ®)

Dans la suite, nous remplagoBs par B;; = (B; + B;)/2, ce qui ne change pas l'erreur d’approximation (3). Le
vecteurA;; est donc antisymetriquélous pouvons donc introduire I'opérateur adjoint :

Dy o f) =Y wi)(f&))+ fx)AL, Ya=1,....d. 4
jelJ
Considérons la formulation faible associée a (1). En remplagant dans la formulation faible I'opéraederiva-
tion par Dy, et 'intégrale sur I'espacR? par le produit scalaire discrét -), défini par(p, @), = Y i wigi®;, on
dérive le schéma faible renormalisé conservatif continu en temps suivant (cf. [5,2]), dont la solution esf notée
avecu” (x) =ul Vx € 2; .

d d .
g N = x;(0) =§;, awi:widw(ai)a w; (0) = w;,

d d N %)
a(wiuf’) +w; Y DEy(Fou)i +wiBoul =wiSi,  u](0) =u’(&),

a=1

olla; = a(xi, 1), ul =u"(x;,1), S; = S(xi, 1), Bo; = Bo(xi, 1) €t (Ful); = (F*u")(x;, 1).

3. Construction du schéma numérique

Nous construisons dans cette section le schéma numérique discrétisé en temps stabilisé et expliquons la fagol
dont la viscosité numérique est introduite, en s'inspirant des volumes finis [1].

Soit le vecteum;; = A;;/||A;i;|l, et considérons le point miliey; entre deux particuleset j (voir Fig. 1).
Nous introduisons le probleme de Riemann associé au schéma auw;paians la directiom;;
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Fig. 1. Le schéma numérique discrétisé.

av
o + £|:<Z]: (xij, t" )nl/>vj| + Bo(xij, t")v — S(xij,t") =0, (6)

v(x,t”):uj’ six > xjj, v(x,t”):u?‘" six < xjj.

NotonSuf””“” la solution du probléme de Riemann entre les particukds (i.e. I'influence dej suri), on ale
schéma décentré classique :

d +
; At ~
Mﬁl,n—&-l,] — ulh,n _ _ |:(Z]_-ln/,an7/,a> (Z]_-n @, n, 04) h, n:| + Al(Sn . (B )n h, n) (7)

Axi ]

ol ul™ = uh (x2, "), J?"’“ = ﬁ“(x” "), SP = S(x'.1"), By, = Bo(x!'.") et la notation(M)~ (resp.+) re-
présente la partie negatlve (resp. positive) de toute matficélous chomsson&x =1/, will AL, avec
wi =w(t"), Al = A, x}'), xI' = x;(+"). Nous multiplions chaque mteractloﬁ' ntlJ par Ax w; ||A” | et

sommons toutes les interactions pour la parti¢ulee résultat obtenu est multiplié pggﬂ— et nous déduisons le
schéma (écrit de facon a expliciter la viscosité numérnge) :

n+1 h,n+1 n. h,n n,a not hn n,o. n,o h,n n
wi " =l — WAy w! ((Z}' g ) (Z}‘ij n; )uj >||A,.j||

JjeP
_w?AtZw;l<<Z]:na na) (Z]“_'-;;a na) )(Lt N h”)”A ”
jepP a=1
o
+ Arw! (ST — (Bo)jul"™"). ®)

Une condition CFL du schéma est :

(Z]_-not noz)

<1-8, 0<pB<1. 9)

l‘,jEZd Ax ,
nAt<T

4. Méthodologie de |’ étude de conver gence

L'analyse des méthodes SPH appliquées aux systémes de Friedrichs établit un taux de convergencd @n norme
grace a umésultat abstrait de comparaisdi0]. Dans [10], la convergence forte de I’opératéljxa]? versDy F
est fondamentale. Notre opérateur (4) ne satisfait pas cette propriété. Nous ne pouvons donc pas appliquer le résulte
de [10]. Nous utilisons donc une méthodedigloublement des variablds type Kruzkov [4] pour démontrer la
convergence en normk? du schéma faible renormalisé. L'idée est de comparer les inégalités d’entropie de la
solution approchée” et la solution exacte, avec pour fonction entropiqugv) = %Hv — c||?. Les principes de la
démonstration (cf. [5]) sont les suivants :
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e Les résultats de stabilité? et H1 faible en espace et en temps pour le schéma sont établis.

o Des résultats relatifs a la dissipation d’énergie locale (cf. [9]) nous permettent d'établir, grace a la condition
CFL (9), que la solution” du schéma satisfait une inégalité d’entropie, avec pour fonction entropiglip=
lu” — || : Vo & support compadt C R? x R,

/||uh — ¢||?8,¢ dx dt —f(z(uh —o)Tu" — u" — ¢||?) div(a)g dx dr
K
@ b

+Z/(u — o) (F*Dyg — D} ]:“gz))(u —c)dxdr — ZZ/(M —of D* f“cgodxdt

alK alK

© (d)
+2/(u —ol(s- Bouh)tpdxdt—f—[”u (x, 0)—c|| o(x,0dx > (un, @), (20)
R4
G ®

ouD; ]—'O‘(x ty=D} J—""(x” ) pour (x, 1) € £2; (") x [, "1, etu, — 0 quandz — 0.
. Nous transformons I megallte d’entropie de la solution exacte en une inégalité comparablevay(2@upport
compactk Cc RY x R

/ llu — c||28s<p dyds — /(Z(M —Tu—lu— c||2) divapdyds
K

@) ')

+Z/(u—c) (F*Dgyop — f“go)(u—c)dyds—ZZ/(u—c) D*h]:‘" copdyds

a= lK o= 1K
©) ()
+2/(u —of(s - Bou)wdyder/Hu(y,O) — [Py, 00dy = (v, 9, (11)
K Rd

€) )

ou v — 0 quandh — 0. La transformation est effectuée sur le terme coloré de (d’). La solution appro-
chéeu” n’étant pas suffisamment réguliére, nous avons transformé l'inégalité d’entropie satisfaite par la
solution exacte. Il faut cependant suppaser C%(0, T; (H*(R%))?) N €10, T; (H3(R%))?) puisque la me-
surev comprend certains termes d’erreur nécessitant une estimati@n,de- Du, dont la majoration en
norme L> (3) fait intervenir la normeL>®(K) de D?u. D'aprés les injections de Sobolev, nous avons
(H*(RY))P — (W2>(£2))P pour tout compack2. La régularité de: choisie ci-dessus est donc suffisante
pour I'estimation d€v, ¢).

¢ Les deux inégalités sont sommeées en choisissani(y, s) et en intégrant suy € R¢ ets € 10, T[ dans (10),
etc=u"(x,t) eten intégrant sur € R¢ ett € 10, T[ dans (11). La fonction tegt = ¢(x, y, t, s) nous permet
d’approchery dex ets der : o(x, y,t,s) = ¥ (x, )Y (t — s)¢¥ (y — x), avecy a support compact dans
R? x Ry, supp;” = [—y, y] et supg? = [—y, O] de sorte que(x, y, 1, 0) = 0, ce qui élimine le terme’(f
En supposant les régularités (12) et (13) et celle du Théoréme 5.1, les terme§ @sicque(b) + ()
conduisent & des termes d’énergie|l@h — u||%. Grace au caractére Llpscht|2|enD§ h]-" (d) + (d) donne
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un quatrieme terme d’énergie. De ménm®,+ (€) permet d’éliminer le terme e et d’obtenir un cinquieme
terme d’énergie a partir de@ — c)” Bo(u — ¢). Le terme (f) est majoré par un terme d'énergie=20.
e Seuls des termes d’énergie farf* — u||2 sont apparus. Un choix judicieux ge(x, 1) permet donc d’éliminer
tous ces termes, par le biais d’'une technique de Gronwall, et d’obtenir ainsi une estimation d’erreur en norme
L? entreu etu”.

5. Résultat principal

Les matrices* =a®l + F*, o =1,...,d, sont supposées symétriques définies positives et vérifiant :

() Poura=1,...,d, F* e L®(0,T] xR L{RP)) N C®([0, T] x RY; L(RP)),
(i) 3C(T) >0, Y(x,y) € )2, Vt €[0,T], Vo, | F*(x,1) — F(y, )| < Cllx — ],

(i) Y¢_, Do F* € L®([0, T] x R?; L(RP)), (12)
(iv) 3C(T) >0, V(x,y) € RY)?, V1 € [0, T], | Xi_y DaF*(x, 1) = Do F*(y, )| < Clix — ylI.

On suppose également que la matiigeest symétrique et qu’elle vérifie des hypothéses similaires :
() Boe L¥(10, T] x RY; L{RP) N C(0, T] x RY; L(RP)), (13)

(i) 3C(T) >0, V(x,y) € RY)?, Vt €[0,T], || Bo(x, 1) — Bo(y, )| < Cllx — yll.

Théoréme5.1. On suppose que les donnéEsBg vérifient les hypothésé€s2), (13)et que le pas de temps véri-
fie la condition CFL(9). On note u la solution du problén{&) avecug € (H*(R4))?, S € (C1([0, oo[, H*(R%)))?,

etu” la solution du schém¢8). Alorsu” converge vers dansLZ (R? x R.) et on a I'estimation d’erreur sui-

vante: pour tout compack deR? x R, il existe une constant@ ne dépendant que d€, F, S, Bo etug telle
que: [ llu'(x, 1) — u(x, 0)||>dr dr < ChY4.

Remarque 1. La convergencé.? est em: /8. Dans le cap = 1 (cas scalaire), la convergence est optimalé’éh
(cf. [10]).

Remarque 2. Les hypothéses de régularité s S, ainsi que (12) et (13) nous permettent d’obtenir la régularité
requisex € C%(0, T; (H*(R?))?) N CL(0, T; (H3(R?))P) (cf. [10]).
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