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Résumé

Nous présentons une étude des schémas particulaires renormalisés. La renormalisation est une technique introd
corriger le défaut de consistance caractéristique des méthodes particulaires de type SPH. Un schéma conservatif,
faible renormalisé, est construit à partir de la formulation faible des lois de conservation générales. Nous appliquons c
aux systèmes de Friedrichs. Le schéma faible renormalisé étant instable, nous procédons à l’introduction d’une vis
mérique avant d’appliquer une discrétisation en temps de type Euler explicite, et ainsi obtenir le schéma numérique
démontrons la convergence en normeL2. Pour citer cet article : N. Lanson, J.-P. Vila, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Publié par Elsevier SAS pour l’Académie des sciences.

Abstract

Convergence of renormalized particle methods for Friedrichs systems. We present a study of the renormalized parti
scheme. Renormalization is a tool introduced in order to alleviate the SPH particle methods’ lack of consistency. A con
scheme, the weak renormalized scheme, is derived from the general conservation laws weak formulation. We apply th
to Friedrichs systems. The weak renormalized scheme being unstable, we introduce a numerical viscosity before ap
explicit Euler time discretization, and thus construct the numerical scheme whose convergence inL2 norm is studied.To cite
this article: N. Lanson, J.-P. Vila, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Publié par Elsevier SAS pour l’Académie des sciences.

Abridged English version

Introduction.Mesh-free methods have recently been developed for the approximation of conservation
various fields of applications. We focus on weighted particle methods of the SPH kind, whose consist
increased by the use ofrenormalization[7]. In [7], this tool, although very effective seems to make the glo
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conservation property of the original method disappear. We proposed in [2] a conservative weak scheme
renormalization: the weak renormalized mesh-free scheme. We present in this paper the convergence a
this scheme applied to Friedrichs systems (cf. [3]), whose particularity arises from the linearity of the flux op
The PDE is given in Eq. (1), where we denote byu the solution,u0 the initial condition,S andB0 the source term
parameters and̃Fα the symmetric flux matrices,α = 1, . . . , d .

Numerical scheme for the renormalized particle scheme applied to Friedrichs systems.We introduce the La
grangian coordinates(ξ, t), and letx(ξ, t) be the characteristic curve ofa issued fromξ at time 0, such tha
dx
dt

= a(x, t). Consider a setJ of moving particles with coordinatesx(ξj , t) = xj (t), volumesΩj and weights
wj(t), whose variations depend ona. We introduce therenormalizedmesh-free derivatives defined in Eqs. (2)
improve the SPH approximate derivatives. We prove that the renormalized mesh-free derivatives approa
atives with an error only depending on the smoothing lengthε (3). Applying these new approximate derivativ
to the weak form of the Friedrichs systems, we get the conservative time continuous scheme (5), whose
is denoteduh. The weak renormalized scheme requires some stabilization. We stabilize it by introducing
numerical viscosity by analogy with Finite Volume. We first consider the Riemann problem at the interfa
tween two particlesi andj (6). We obtain a stable numerical scheme for each interaction (7). By summing
all the interactions for a particlei, each multiplied by some weight, we deduce the numerical scheme that w
study (8).

Methodology of the convergence proof and main result.The L2 convergence proof of SPH methods f
Friedrichs systems uses anabstract comparison resultestablished in [10]. The strong convergence ofD∗

h,αF̃ to-

wardDαF̃ is crucial. Our transposed operator (4) does not satisfy this property. Thus, we use a Kruzkov m
consisting in comparing the entropy inequalities of the exact solutionu and of the numerical solutionuh. The
sketch of the proof (see [5]) is:

– We first prove theL2 stability as well as theH 1 in space and time stability ofuh.
– Preliminary results regarding the local energy dissipation [9] are the basis to establish the entropy

ity (10), with the entropyη(v) = ‖v − c‖2, satisfied by the solutionuh of the scheme (8).
– We then transform the entropy equation satisfied by the exact solutionu, so that the obtained entropy inequal

(11) can be compared to (10). The highlighted term in (11) represents the transformed term, and imp
u must be regular enough in order to control the error term of the formDhu − Du that appears in the measu
termν.

– Finally, we sum the integrals overs andy of inequality (10) withc = u(y, s) and the integrals overt andx of
inequality (11) withc = uh(x, t). A judicious choice of the test functionϕ = ϕ(x, y, s, t) used in both entropy
inequalities leads to theL2 error estimate betweenu anduh.

Under the assumptions (12), (13), onF andB0, the assumptions of Theorem 5.1 regardingu0 andS and the CFL
condition (9), the solutionuh of the scheme (8) converges toward the exact solutionu, with h1/8 convergence rate

1. Introduction

Les méthodes sans grille ont été développées pour l’approximation des lois de conservation dans diver
d’applications. Nous nous intéressons aux méthodes particulaires de type SPH, dont nous améliorons la co
grâce à larenormalisation[7]. Dans [7], cet outil, bien que performant, fait disparaitre la propriété de conserva
de la méthode originale. Nous présentons dans [2] un schéma conservatif : leschéma faible renormalisé. Nous
proposons d’analyser la convergence de ce schéma appliqué aux systèmes de Friedrichs (cf. [3]) du type

∂u

∂t
+

d∑
Dα(aαu) +

d∑
Dα(F̃αu) + B0u = S, ∀(t, x) ∈ [0, T ] × R

d, u(0, x) = u0(x), ∀x ∈ R
d, (1)
α=1 α=1
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. Nous notonsu : [0, T ] × R
d → R

p la solution du système,u0 :Rd → R
p la condition initiale,

S : [0, T ]×R
d → R

p etB0 : [0, T ]×R
d → L(Rp) les termes source,̃Fα : [0, T ]×R

d → L(Rp), ∀α ∈ {1, . . . , d}
les matrices de flux, supposées symétriques eta le champs de transport régulier.

2. Schéma faible renormalisé et systèmes de Friedrichs

Introduisons les coordonnées lagrangiennes(ξ, t) et x(ξ, t) la courbe caractéristique issue deξ à t = 0, satis-
faisant dx

dt
= a(x, t). Soit un ensembleJ de particules mobiles de coordonnéesx(ξj , t) = xj (t), volumesΩj(t)

et poidswj(t), dont les variations dépendent dea, et tels queΩi ∩ Ωj = ∅, ∀i �= j, (i, j) ∈ J 2. L’approximation
particulaire régularisée des dérivées partielles sont définies par, pour toute fonctionf (les dépendances en tem
ne sont pas explicitées) :Dh,ε

α f (x) = ∑
j∈J wjf (xj )Dαζ ε(x − xj ), où ζ ε est un noyau régularisant approcha

une masse de Dirac, etε la taille du support deζ ε, appelée longueur de régularisation, et est proportionel àh, la
distance caractéristique entre particules.

Il est prouvé dans [6,8] que l’erreur d’approximation des dérivées dépend du rapporth/ε. L’amélioration de la
consistance est donc réalisée en considérant un autre opérateur d’approximationDh,α des dérivées :

Dh,αf (x) =
∑
j∈J

wj

(
f (xj ) − f (x)

)
Aα(x, xj ), ∀α = 1, . . . , d, (2)

oùAα(x, xj ) est la coordonnéeα du vecteurA(x,xj ). Considérons cette approximation àx = xi , i ∈ J .
En choisissantAij = A(xi, xj ) = Bi · ∇ζ ε

ij = B(xi) · ∇ζ ε(xi − xj ), et en calculant la matriceBi comme suit

pour toute particulei :Eαβ
i = Dh,ε

α xβ − xβDh,ε
α 1, ∀(α,β) ∈ {1, . . . , d}2 et Bi = (Ei)

−1, on montre que, dès qu
h/ε = O(1), l’erreur d’approximation dépend uniquement du paramètreε :

∀ϕ ∈ W2,∞(Rd) ‖Dhϕ − Dϕ‖L∞(Rd ) � Cε‖D2ϕ‖L∞(Rd ). (3)

Dans la suite, nous remplaçonsBi parBij = (Bi + Bj )/2, ce qui ne change pas l’erreur d’approximation (3).
vecteurAij est donc antisymétrique. Nous pouvons donc introduire l’opérateur adjoint :

D∗
h,αf (xi) =

∑
j∈J

wj (t)
(
f (xj ) + f (xi)

)
Aα

ij , ∀α = 1, . . . , d. (4)

Considérons la formulation faible associée à (1). En remplaçant dans la formulation faible l’opérateurD de dériva-
tion parDh, et l’intégrale sur l’espaceRd par le produit scalaire discret(·, ·)h défini par(ϕ,Φ)h = ∑

i wiϕiΦi , on
dérive le schéma faible renormalisé conservatif continu en temps suivant (cf. [5,2]), dont la solution est nuh,
avecuh(x) = uh

i ∀x ∈ Ωi :
d

dt
xi = ai, xi(0) = ξi,

d

dt
wi = wi div(ai), wi(0) = wi,

d

dt
(wiu

h
i ) + wi

d∑
α=1

D∗
α,h(F̃αuh)i + wiB0,iu

h
i = wiSi, uh

i (0) = u0(ξi),

(5)

oùai = a(xi, t), uh
i = uh(xi, t), Si = S(xi, t), B0,i = B0(xi, t) et (F̃αuh)i = (F̃αuh)(xi, t).

3. Construction du schéma numérique

Nous construisons dans cette section le schéma numérique discrétisé en temps stabilisé et expliquon
dont la viscosité numérique est introduite, en s’inspirant des volumes finis [1].

Soit le vecteurnij = Aij /‖Aij‖, et considérons le point milieuxij entre deux particulesi et j (voir Fig. 1).
Nous introduisons le problème de Riemann associé au schéma au pointx dans la directionn :
ij ij



468 N. Lanson, J.-P. Vila / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005) 465–470

e

norme

le résultat
a
de la
Fig. 1. Le schéma numérique discrétisé.

∂v

∂t
+ ∂

∂x

[(
d∑

α=1

F̃α(xij , t
n)nα

ij

)
v

]
+ B0(xij , t

n)v − S(xij , t
n) = 0, (6)

v(x, tn) = u
h,n
j si x > xij , v(x, tn) = u

h,n
i si x < xij .

Notonsu
h,n+1,j
i la solution du problème de Riemann entre les particulesi et j (i.e. l’influence dej sur i), on a le

schéma décentré classique :

u
h,n+1,j
i = u

h,n
i − �t

�xn
i

[(
d∑

α=1

F̃n,α
ij n

n,α
ij

)+
u

h,n
i +

(
d∑

α=1

F̃n,α
ij n

n,α
ij

)−
u

h,n
j

]
+ �t

(
Sn

i − (B0)
n
i u

h,n
i

)
, (7)

où u
h,n
i = uh(xn

i , tn), F̃n,α
ij = F̃α(xn

ij , t
n), Sn

i = S(xn
i , tn), Bn

0,i = B0(x
n
i , tn) et la notation(M)− (resp.+) re-

présente la partie négative (resp. positive) de toute matriceM . Nous choisissons�xn
i = 1/(

∑
l w

n
l ‖An

il‖), avec

wn
l = wl(t

n), An
il = A(xn

i , xn
l ), xn

i = xi(t
n). Nous multiplions chaque interactionuh,n+1,j

i par �xn
i wn

j ‖An
ij‖ et

sommons toutes les interactions pour la particulei. Le résultat obtenu est multiplié par
wn+1

i

wn
i

et nous déduisons l

schéma (écrit de façon à expliciter la viscosité numériqueQn
ij ) :

wn+1
i u

h,n+1
i = wn

i u
h,n
i − wn

i �t
∑
j∈P

wn
j

((
d∑

α=1

F̃n,α
ij n

n,α
ij

)
u

h,n
i +

(
d∑

α=1

F̃n,α
ij n

n,α
ij

)
u

h,n
j

)
‖An

ij‖

− wn
i �t

∑
j∈P

wn
j

((
d∑

α=1

F̃n,α
ij n

n,α
ij

)−
+

(
d∑

α=1

F̃n,α
ij n

n,α
ij

)+)
(u

h,n
j − u

h,n
i )︸ ︷︷ ︸

Qn
ij

‖An
ij‖

+ �twn
i

(
Sn

i − (B0)
n
i u

h,n
i

)
. (8)

Une condition CFL du schéma est :

sup
i,j∈Z

d

n�t�T

�t

�xi
n

∥∥∥∥∥(

d∑
α=1

F̃n,α
ij n

n,α
ij

)−∥∥∥∥∥ � 1− β, 0< β < 1. (9)

4. Méthodologie de l’étude de convergence

L’analyse des méthodes SPH appliquées aux systèmes de Friedrichs établit un taux de convergence enL2

grâce à unrésultat abstrait de comparaison[10]. Dans [10], la convergence forte de l’opérateurD∗
h,αF̃ versDαF̃

est fondamentale. Notre opérateur (4) ne satisfait pas cette propriété. Nous ne pouvons donc pas appliquer
de [10]. Nous utilisons donc une méthode dedédoublement des variablesde type Kruzkov [4] pour démontrer l
convergence en normeL2 du schéma faible renormalisé. L’idée est de comparer les inégalités d’entropie
solution approchéeuh et la solution exacteu, avec pour fonction entropiqueη(v) = 1

2‖v − c‖2. Les principes de la
démonstration (cf. [5]) sont les suivants :
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• Les résultats de stabilitéL2 etH 1 faible en espace et en temps pour le schéma sont établis.
• Des résultats relatifs à la dissipation d’énergie locale (cf. [9]) nous permettent d’établir, grâce à la co

CFL (9), que la solutionuh du schéma satisfait une inégalité d’entropie, avec pour fonction entropiqueη(uh) =
‖uh − c‖2 : ∀ϕ à support compactK ⊂ R

d × R+∫
K

‖uh − c‖2∂tϕ dx dt

︸ ︷︷ ︸
(a)

−
∫
K

(
2(uh − c)T uh − ‖uh − c‖2)div(a)ϕ dx dt

︸ ︷︷ ︸
(b)

+
d∑

α=1

∫
K

(uh − c)T (FαDαϕ − D∗
α,hF̃αϕ)(uh − c)dx dt

︸ ︷︷ ︸
(c)

−2
d∑

α=1

∫
K

(uh − c)T D∗
α,hF̃αcϕ dx dt

︸ ︷︷ ︸
(d)

+ 2
∫
K

(uh − c)T (S − B0u
h)ϕ dx dt

︸ ︷︷ ︸
(e)

+
∫
Rd

∥∥uh(x,0) − c
∥∥2

ϕ(x,0)dx

︸ ︷︷ ︸
(f)

� 〈µh,ϕ〉, (10)

oùD∗
α,hF̃α(x, t) = D∗

α,hF̃α(xn
i , tn) pour(x, t) ∈ Ωi(t

n) × [tn, tn+1[, etµh → 0 quandh → 0.
• Nous transformons l’inégalité d’entropie de la solution exacte en une inégalité comparable à (10) :∀ϕ à support

compactK ⊂ R
d × R+∫

K

‖u − c‖2∂sϕ dy ds

︸ ︷︷ ︸
(a′)

−
∫
K

(
2(u − c)T u − ‖u − c‖2)divaϕ dy ds

︸ ︷︷ ︸
(b′)

+
d∑

α=1

∫
K

(u − c)T (FαDαϕ − F̃αϕ)(u − c)dy ds

︸ ︷︷ ︸
(c′)

−2
d∑

α=1

∫
K

(u − c)T D∗
α,hF̃α cϕ dy ds

︸ ︷︷ ︸
(d′)

+ 2
∫
K

(u − c)T (S − B0u)ϕ dy ds

︸ ︷︷ ︸
(e′)

+
∫
Rd

∥∥u(y,0) − c
∥∥2

ϕ(y,0)dy

︸ ︷︷ ︸
(f′)

= 〈ν,ϕ〉, (11)

où ν → 0 quandh → 0. La transformation est effectuée sur le terme coloré de (d’). La solution a
chéeuh n’étant pas suffisamment régulière, nous avons transformé l’inégalité d’entropie satisfaite
solution exacte. Il faut cependant supposeru ∈ C0(0, T ; (H 4(Rd))p) ∩ C1(0, T ; (H 3(Rd))p) puisque la me-
sureν comprend certains termes d’erreur nécessitant une estimation deDhu − Du, dont la majoration en
norme L∞ (3) fait intervenir la normeL∞(K) de D2u. D’après les injections de Sobolev, nous avo
(H 4(Rd))p ↪→ (W2,∞(Ω))p pour tout compactΩ . La régularité deu choisie ci-dessus est donc suffisa
pour l’estimation de〈ν,ϕ〉.

• Les deux inégalités sont sommées en choisissantc = u(y, s) et en intégrant sury ∈ R
d et s ∈ ]0, T [ dans (10),

et c = uh(x, t) et en intégrant surx ∈ R
d et t ∈ ]0, T [ dans (11). La fonction testϕ = ϕ(x, y, t, s) nous perme

d’approchery de x et s de t : ϕ(x, y, t, s) = ψ(x, t)ζ̄ γ (t − s)ζ γ (y − x), avecψ à support compact dan
R

d × R+, suppζ γ = [−γ, γ ] et supp̄ζ γ = [−γ,0] de sorte queϕ(x, y, t,0) = 0, ce qui élimine le terme (f′).
En supposant les régularités (12) et (13) et celle du Théorème 5.1, les termes (c), (c′) ainsi que(b) + (b′)
conduisent à des termes d’énergie en‖uh − u‖2. Grâce au caractère Lipschtizien deD∗ F̃ , (d) + (d′) donne
α,h
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un quatrième terme d’énergie. De même,(e) + (e′) permet d’éliminer le terme enS et d’obtenir un cinquième
terme d’énergie à partir de(u − c)T B0(u − c). Le terme (f) est majoré par un terme d’énergie àt = 0.

• Seuls des termes d’énergie en‖uh − u‖2 sont apparus. Un choix judicieux deψ(x, t) permet donc d’élimine
tous ces termes, par le biais d’une technique de Gronwall, et d’obtenir ainsi une estimation d’erreur e
L2 entreu etuh.

5. Résultat principal

Les matricesFα = aαI + F̃α , α = 1, . . . , d , sont supposées symétriques définies positives et vérifiant :

(i) Pourα = 1, . . . , d, Fα ∈ L∞([0, T ] × R
d ;L(Rp)) ∩ C∞([0, T ] × R

d;L(Rp)),

(ii) ∃C(T ) > 0, ∀(x, y) ∈ (Rd)2, ∀t ∈ [0, T ], ∀α, ‖Fα(x, t) −Fα(y, t)‖ � C‖x − y‖,
(iii)

∑d
α=1 DαFα ∈ L∞([0, T ] × R

d;L(Rp)),

(iv) ∃C(T ) > 0, ∀(x, y) ∈ (Rd)2, ∀t ∈ [0, T ], ‖∑d
α=1 DαFα(x, t) − DαFα(y, t)‖ � C‖x − y‖.

(12)

On suppose également que la matriceB0 est symétrique et qu’elle vérifie des hypothèses similaires :

(i) B0 ∈ L∞([0, T ] × R
d;L(Rp)) ∩ C∞([0, T ] × R

d ;L(Rp)),

(ii) ∃C(T ) > 0, ∀(x, y) ∈ (Rd)2, ∀t ∈ [0, T ], ‖B0(x, t) − B0(y, t)‖ � C‖x − y‖. (13)

Théorème 5.1. On suppose que les donnéesF , B0 vérifient les hypothèses(12), (13)et que le pas de temps�t véri-
fie la condition CFL(9). On note u la solution du problème(1) avecu0 ∈ (H 4(Rd))p , S ∈ (C1([0,∞[,H 4(Rd)))p ,
et uh la solution du schéma(8). Alors uh converge versu dansL2

loc(R
d × R+) et on a l’estimation d’erreur sui

vante: pour tout compactK deR
d × R+, il existe une constanteC ne dépendant que deK , F , S, B0 et u0 telle

que:
∫
K

‖uh(x, t) − u(x, t)‖2 dx dt � Ch1/4.

Remarque 1. La convergenceL2 est enh1/8. Dans le casp = 1 (cas scalaire), la convergence est optimale enh1/2

(cf. [10]).

Remarque 2. Les hypothèses de régularité suru0, S, ainsi que (12) et (13) nous permettent d’obtenir la régula
requiseu ∈ C0(0, T ; (H 4(Rd))p) ∩ C1(0, T ; (H 3(Rd))p) (cf. [10]).
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