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Résumé

Nous nous intéressons aux inégalités discrètes d’entropie pourune classe de schémas de relaxation. Après une brève de
cription de la méthode, nous proposons une démonstrationdirectepour établir les inégalités discrètes d’entropie. Ces inégalité
sont, en fait, la conséquence d’un principe de minimisation de l’entropie satisfait par le modèle de relaxation considéré.
résultats sont ensuite étendus au modèle aux 10 moments.Pour citer cet article : C. Berthon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340
(2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Entropy inequalities for a relaxation scheme. This work is devoted to the discrete entropy inequalities when conside
relaxation schemes. After describing the numerical method, we propose adirect proof to establish the discrete entropy inequ
ities. In fact, we show that the considered relaxation model satisfies a minimum principle on the entropy. This principle
the expected inequalities. The work is concluded when applying the above results to the 10 moment model.To cite this article:
C. Berthon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We consider the numerical approximation of the weak solutions of the usual 3× 3 Euler equations:

∂tv + ∂xf(v) = 0, v = t (ρ, ρu,ρE), f(v) = t
(
ρu,ρu2 + p, (ρE + p)u

)
, (1)

with ρE = ρu2/2 + ρe wheree > 0 denotes the internal energy. The state lawp := p(ρ, e) > 0 is assumed to b
associated with a convex entropyρs(ρ, e) which satisfies the following inequality:

∂tρs + ∂xρsu � 0. (2)

The mape → s(ρ, e) will be decreasing. In the present work, we will not consider the vacuum problem.

Adresse e-mail :berthon@math.u-bordeaux1.fr (C. Berthon).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.10.008
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To approximate the weak solutions of (1) and (2), we propose to consider a suitable extended first orde
with singular perturbations. The aim of this system is to restore the initial system in the regime of an infi
relaxation parameter. Several choices can be considered [1,8,11] to define the first order system with
perturbations, denotedrelaxation systemin the sequel. Motivated by [5,10], we consider a relaxation system
that most of the nonlinearities of the Euler equations are kept for the sake of accuracy. We propose to releva
modify the pressure law [11]:

∂t wλ + ∂xg(wλ) = λR(wλ),

wλ = t (ρλ, ρλuλ,ρλEλ,ρλπλ), R(wλ) = t (0,0,0,p(ρλ, eλ) − πλ),

g(wλ) = t
(
ρλuλ,ρλ(uλ)2 + πλ, (ρλEλ + πλ)uλ,ρλπλuλ + a2uλ

)
.

(3)

For the sake of clarity in the notations, we will omit the exponentλ. The relaxation parametera > 0 must satisfy
the sub-characteristic Whitham condition [13]:

a2 > ρ2∂ρp(ρ, e) + p(ρ, e)∂ep(ρ, e). (4)

This condition is actually needed to prevent the relaxation approximation procedure from instabilities asλ goes
to infinity. Let us note from now on that the system(11)λ=0 is nonlinear hyperbolic. All the fields of the syste
are linearly degenerated. The Jacobian matrix of the flux functiong admits as eigenvalues:u, u ± a/ρ. As a
consequence, the solution of the Riemann problem is made of constant states separated by contact disco
In addition, as soon as the relaxation parametera is assumed to be large enough, the density and the internal e
of the Riemann solution remain positive. In the sequel, this condition to ensure the positiveness of the den
the internal energy, will be systematically assumed:a is large enough to satisfy,

1

ρL

+ u� − uL

a
> 0,

1

ρR

+ uR − u�

a
> 0, eL + π2

� − π2
L

2a2 > 0, eR + π2
� − π2

R

2a2 > 0, (5)

with u� = uL+uR

2 + πL−πR

2a
andπ� = πL+πR

2 + a
2(uL − uR), wherewL andwR denote the left and right states

the initial Riemann problem.
Now, based on the relaxation system (3), we propose a relaxation scheme to approximate the solutions of

and (2) and we recall the aim of the method [1,3,4]. Let an approximation of the equilibrium solution at th
tn: vn(x) = vn

i if x ∈ (xi−1/2, xi+1/2) be given. We propose to evolve this approximation at the next time leve
two steps.

Evolution: tn → tn+1,−. With 0 < t < �t , we solve the Cauchy problem(11)λ=0 with the initial data
given by wn(x) = wn

i if x ∈ (xi−1/2, xi+1/2) where the approximation at the equilibrium is ensured bywn
i =

t (ρn
i , (ρu)ni , (ρE)ni , (ρπ)ni ) with πn

i = p(ρn
i , en

i ). As soon as the following CFL condition is satisfied:

�t

�x
max
i∈Z

(|u|, |u ± a/ρ|) � 1

2
, (6)

the solutionwh(x, t) is made of the juxtaposition, with no interaction, of the Riemann problem solutions set at e
interfacexi+1/2. Then, we definewn+1,−

i = 1
�x

∫ xi+1/2
xi−1/2

wh(x,�t)dx. In this first step of the method, let us no
that the parametera can be locally evaluated on each Riemann problem. This evaluation must satisfy the Whitha
condition (4) and the positiveness condition (5). As a consequence, weimmediately obtainρn+1,−

i > 0.

Relaxation: tn+1,− → tn+1. A projection of the vector statewn+1,−
i is done on the equilibrium manifold{π =

p(ρ, e)}. Put in other words, we solve∂t w = λR(w) with wn+1,−
i as the initial data and we consider the solut

asλ tends to∞. We obtainvn+1
i = t (ρ, ρu,ρE)

n+1,−
i andπn+1

i = p(ρn+1
i , en+1

i ).
To conclude the presentation of the relaxation scheme,we recall that this scheme typically enters the framew

of the usual conservative finite volume method:
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vn+1
i = vn

i − �t

�x
(fn

i+1/2 − fn
i−1/2), (7)

wherefni+1/2 = f(vn
i ,vn

i+1) denotes the numerical flux function.
Now, we state the stability result.

Theorem 0.1. Assume the conditions(4), (5) and (6). The internal energyen+1
i = e(vn+1

i ), evaluated by the relax
ation scheme(7), stays positive. For alli ∈ Z, the approximated solution satisfies the following entropy inequality:

ρn+1
i sn+1

i − ρn
i sn

i

�t
+ (fρs)

n
i+1/2 − (fρs)

n
i−1/2

�x
� 0, sn

i = s(ρn
i , en

i ), (8)

where(fρs)
n
i+1/2 = (fρs)(vn

i ,vn
i+1) is the numerical flux function associated with the entropyρs. In addition, the

following maximum principle[12] is satisfied: sn+1
i � max(sn

i−1, s
n
i , sn

i+1) for all i ∈ Z.

Next, we establish the above result and we apply this scheme to the 10 moment model.

1. Introduction

Nous nous intéressons à l’approximation numériquedes solutions faibles des équations d’Euler :

∂tv + ∂xf(v) = 0, v = t (ρ, ρu,ρE), f(v) = t
(
ρu,ρu2 + p, (ρE + p)u

)
, (9)

avecρE = ρu2/2+ ρe, oùe > 0 désigne l’énergie interne. La loi de pressionp := p(ρ, e) > 0 est associée à un
entropie strictement convexeρs(ρ, e) qui satisfait l’inégalité :

∂tρs + ∂xρsu � 0. (10)

Nous supposerons que l’applicatione → s(ρ, e) est une application strictement décroissante. Dans la pré
Note, le cas du vide ne sera pas considéré.

Afin d’approcher les solutions faibles de (9) et (10), nous considérons un système adéquat du premier o
perturbations singulières et conduisant au système d’EDP initial dans la limite infinie d’unparamètre de relaxation
Différents choix peuvent être adoptés [1,8,11] pour le système du premier ordre avec perturbations sin
nommésystème de relaxation. Motivé par [5,10], nous considérons un système de relaxation qui préserve la p
des non-linéarités du système initial et qui repose sur une modification de la loi de pression [11] :

∂t wλ + ∂xg(wλ) = λR(wλ),

wλ = t (ρλ, ρλuλ,ρλEλ,ρλπλ), R(wλ) = t
(
0,0,0,p(ρλ, eλ) − πλ

)
,

g(wλ) = t
(
ρλuλ,ρλ(uλ)2 + πλ, (ρλEλ + πλ)uλ,ρλπλuλ + a2uλ

)
.

(11)

Sans ambiguïté et afin d’alléger les notations, nous omettrons l’exponantλ. Le paramètrea doit satisfaire la condi
tion sous-caractéristique de Whitham [13] :

a2 > ρ2∂ρp(ρ, e) + p(ρ, e)∂ep(ρ, e), (12)

afin d’éviter des instabilités dans la procédure de relaxation, lorsqueλ tend vers l’infini. Notons, dès à prése
que le système(11)λ=0 est hyperbolique non-linéaire avec seulement des champs linéairement dégéné
valeurs propres de la jacobienne du fluxg sont :u, u ± a/ρ. En conséquence, la solution du problème de Riem
est constituée par des états constants séparés par des discontinuités de contact. De plus, dans un p
Riemann, en choisissant le paramètrea > 0 assez grand, la densité et l’énergie interne restent positives. Dans
la suite,a sera toujours supposé vérifier cette condition (5) de positivité de la densité et de l’énergie interne.

Nous déduisons de ce système de relaxation une méthode numérique de type volume fini qui présen
tanément précision et robustesse. Concernant cette méthode, une question reste délicate : les inégalités disc
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d’entropie. Une première démonstration est proposée dans [3] pour les gaz parfaits. Pour les gaz réels, un
tration est établie dans [4]. Cette démonstration repose sur un autre modèle de relaxation pour lequel l’énergie to
joue le rôle d’une entropie et va donc décroître. En imposant la conservation de l’énergie totale, les aut
blissent les inégalités d’entropie recherchées et montre que le schéma numérique qu’ils obtiennent coïn
le schéma numérique utilisant (11). Nous proposons une nouvelle démonstration qui utilise une approchedirecte
pour laquelle nous établissons un principe de minimisation de l’entropie pour le modèle de relaxation (11)

2. Méthode de relaxation

Pour approcher les solutions faibles de (9), (10), nous considérons le système hors équilibre (11). Nous rappe
brièvement le principe de la méthode [1,3,4]. Considérons connue à la datetn une approximation de la solution d
(9), (10) :vn(x) = vn

i si x ∈ (xi−1/2, xi+1/2). On propose de faire évoluer en temps cette approximation pa
méthode à deux pas.

Evolution : tn → tn+1,−. Pour 0< t < �t , nous résolvons le problème de Cauchy(11)λ=0 avec pour
donnée initialewn(x) = wn

i si x ∈ (xi−1/2, xi+1/2) où l’approximation à l’équilibre est donnée parwn
i =

t (ρn
i , (ρu)ni , (ρE)ni , (ρπ)ni ) avecπn

i = p(ρn
i , en

i ). Sous la condition CFL :

�t

�x
max
i∈Z

(|u|, |u ± a/ρ|) � 1

2
, (13)

la solutionwh(x, t) est constituée de la juxtaposition sans interaction de la solution des problèmes de R
posés à chaque interfacexi+1/2. On définit alorswn+1,−

i = 1
�x

∫ xi+1/2
xi−1/2

wh(x,�t)dx. Notons que dans ce premi
pas de la méthode, le paramètrea peut être choisi localement pour chaque problème de Riemann, de m
à vérifier la condition de Whitham (12) ainsi que la condition de positivité (5). Ceciimplique immédiatemen
ρ

n+1,−
i > 0.

Relaxation: tn+1,− → tn+1. Le vecteurwn+1,−
i est projeté sur la variété d’équilibre{π = p(ρ, e)}. Ceci revient

à résoudre∂tw = λR(w) avecwn+1,−
i pour donnée initiale et considérer la solution pourλ qui tend vers∞. On en

déduitvn+1
i = t (ρ, ρu,ρE)

n+1,−
i etπn+1

i = p(ρn+1
i , en+1

i ).
Pour conclure la présentation de la méthode, nous soulignons que ce schéma s’inscrit dans le cadre

schémas de type volume fini conservatif à trois points. En effet :

vn+1
i = vn

i − �t

�x
(fn

i+1/2 − fn
i−1/2),

fn
i+1/2 = g|(ρ,ρuρE)

(
wh(xi+1/2,�t)

)
,

(14)

où g|(ρ,ρuρE) désigne la restriction deg à ses trois premières composantes. De plus, par définition dewh,
wh(xi+1/2,�t) ne dépend que dewn

i et wn
i+1. Enfin, pour touti ∈ Z, wn

i définit un état à l’équilibre qui ne dépen
que devn

i . Il en résulte que le flux numérique peut se réécrire sous la formefni+1/2 = f(vn
i ,vn

i+1). Concernant la
précision de la méthode, il est aisé de montrer que le schéma de relaxation (14) préserve les discontinuités
contact stationnaires [6].

3. Inégalités d’entropie

Nous énonçons à présent le résultat de stabilité.

Théorème 3.1. Sous les conditions de Whitham(12), CFL (13) et de positivité(5), le schéma de relaxation(14)
vérifie la positivité de l’énergie interneen+1

i = e(vn+1
i ) ainsi que l’inégalité d’entropie suivante pour touti ∈ Z :

ρn+1
i sn+1

i − ρn
i sn

i + (fρs)
n
i+1/2 − (fρs)

n
i−1/2 � 0, sn

i = s(ρn
i , en

i ), (15)

�t �x
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n
i+1/2 = (fρs)(vn

i ,vn
i+1) désigne le flux numérique associé à l’entropieρs. De plus, le principe du maximum

[12] suivant est satisfait: sn+1
i � max(sn

i−1, s
n
i , sn

i+1), pour touti ∈ Z.

La démonstration de la positivité de l’énergie interne est une conséquence directe de l’inégalité de Jens
quée à la fonction concavew → e(w) = ρE−(ρu)2/(2ρ). En effet, pour touti ∈ Z, en+1

i = e
n+1,−
i = e(wn+1,−

i ) �
1

�x

∫ xi−1/2
xi−1/2

{ρE − (ρu)2/(2ρ)}h(x, tn+1,−)dx, ce qui implique, sous la condition (5), la positivité deen+1
i . La

preuve des inégalités d’entropie repose sur le résultat suivant :

Lemme 3.2. PosonsI = π + a2/ρ et X = a2e − π2/2. Les solutions du problème de Riemann pour(11)λ=0
vérifient sans condition∂tρI + ∂xρIu = 0 et ∂tρX + ∂xρXu = 0. De plus, sous la condition(12), il existe une
fonctionρ̄(X, I) et une fonction̄e(X, I) telles queρ̄(X, I)|{π=p(ρ,e)} = ρ et ē(X, I)|{π=p(ρ,e)} = e. Enfin, la fonc-
tion w → s(ρ̄(X, I), ē(X, I)) vérifie ∂tρs(ρ̄, ē) + ρs(ρ̄, ē)u = 0 et satisfait le principe du minimum suivan:
minπ∈R s(ρ̄, ē) = s(ρ, e).

Utilisant ce résultat, nous établissons (15). Au cours de l’étape d’évolution en temps, la solutionwh vérifie
sous la condition (13) :∂tρ

hs(ρ̄h, ēh) + ∂xρhs(ρ̄h, ēh)uh = 0 avecρ̄h = ρ̄(Xh, Ih) et ēh = ē(Xh, Ih) où Ih =
πh +a2/ρh etXh = a2eh − (πh)2/2. En intégrant cette relation sur(tn, tn+1,−)× (xi−1/2, xi+1/2), nous obtenons

1

�x

xi+1/2∫
xi−1/2

{
ρhs(ρ̄h, ēh)

}
(x, tn+1,−)dx − ρn

i sn
i + �t

�x

(
(fρs)

n
i+1/2 − (fρs)

n
i−1/2

) = 0.

En appliquant successivement le principe de minimisation surs(ρ̄, ē) puis l’inégalité de Jensen, nous avons :

1

�x

xi+1/2∫
xi−1/2

{
ρhs(ρ̄h, ēh)

}
(x, tn+1,−)dx � 1

�x

xi+1/2∫
xi−1/2

{
ρhs(ρh, eh)

}
(x, tn+1,−)dx � ρn+1

i sn+1
i .

L’inégalité (15) est alors établie. Concernant le principe du maximum, il suffit de remarquer que sur(xi−1/2, xi+1/2),
s(ρ̄h, ēh) prend au plus deux valeurs :sn

i etsn
i+1. On en déduitρn+1

i sn+1
i � 1

�x

∫ xi+1/2
xi−1/2

{ρhs(ρ̄h, ēh)}(x, tn+1,−)dx �
ρn+1

i max(sn
i−1, s

n
i , sn

i+1), ce qui achève la démonstration.

4. Modèle aux 10 moments

Nous étendons les résulats précedents àune formulation tensorielle anisotrope des équations d’Euler [3,7,9] :le
modèle aux 10 moments. Ce modèle est gouverné par le système d’EDP suivant :

∂tv + ∂xf(v) = 0, v = t (ρ, ρu1, ρu2, ρE11, ρE12, ρE22),

f(v) = t
(
ρu1, ρu2

1 + p11, ρu1u2 + p12, (ρE11 + p11)u1, (ρE12 + p12)u1 + p11u2, ρE22u1 + p12u2
)
,

avecp11 = 2(ρE11 − ρu2
1/2) > 0 etp12 = ρE12 − ρu1u2. Le système est hyperbolique et il admet pour vale

propres :u1, u1 ± √
3p11/ρ etu1 ± √

p11/ρ. Les solutions faibles satisfont les inégalités d’entropie suivante

∂tρF(s) + ∂xρF(s)u1 � 0, s(v) = p11/ρ
3,

∂tρG(σ ) + ∂xρG(σ )u1 � 0, σ (v) = (p11p22 − p2
12)/ρ

4,

où nous avons introduitp22 = 2(ρE22 − ρu2
2/2). Les fonctions régulièresF et G sont telles que les application

v → F(s(v)) etv → G(σ (v)) sont convexes. Afin d’approcher les solutions faibles de ce modèle, nous consi
le schéma de relaxation précédemment développé. Nousproposons un système de relaxation similaire à (11) e
repose sur une modification des pressionsp11 etp12 :
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8)
∂tw + ∂xg(w) = λR(w), w = t (ρ, ρu1, ρu2, ρE11, ρE12, ρE22, ρπ11, ρπ12),

g(w) = t
(
ρu1, ρu2

1 + π11, ρu1u2 + π12, (ρE11 + π11)u1, (ρE12 + π12)u1 + π11u2,
(16)

ρE22u1 + π12u2, ρπ11u1 + a2u1, ρπ12u1 + a2u2
)
,

R(w) = t (0,0,0,0,0,0,p11− π11,p12 − π12).

Le paramètrea > 0 doit satisfaire la condition de Whitham :a2 > 3ρp11.
Ce modèle de relaxation admet les mêmes propriétés que le système (11). Les valeurs propres sontu1, u1±a/ρ.

Tous les champs sont linéairement dégénérés. Enfin, sia satisfait la condition (5) en remplaçantu paru1, π par
π11 et e parE11 − u2

11/2, la solution du problème de Riemann de(16)λ=0 satisfait la positivité de la densité et d
la pressionp11.

Sur la base du modèle (16), nous développons un schéma de relaxation en tout point similaire à celui dé
le cadre des équations d’Euler. Ce schéma de relaxation vérifie les propriétés suivantes [2] :

Théorème 4.1. Sous les conditions de CFL�t
�x

maxi∈Z(|u1|, |u1 ± a/ρ|) � 1/2, de Whithama2 > 3ρp11 et de

positivité(5), le schéma de relaxation vérifie la positivité deρn+1
i et (p11)

n+1
i ainsi que les inégalités d’entropi

suivantes pour touti ∈ Z :

ρn+1
i F(sn+1

i ) − ρn
i F(sn

i )

�t
+ (fρF(s))

n
i+1/2 − (fρF(s))

n
i−1/2

�x
� 0, sn

i = s(vn
i ),

ρn+1
i G(σn+1

i ) − ρn
i G(σn

i )

�t
+ (fρG(σ ))

n
i+1/2 − (fρG(σ ))

n
i−1/2

�x
� 0, σ n

i = σ(vn
i ),

où(fρF(s))
n
i+1/2 = (fρF(s))(vn

i ,vn
i+1), respectivement(fρG(σ ))

n
i+1/2 = (fρG(σ ))(vn

i ,vn
i+1), désigne le flux numériqu

associé à l’entropieρF(s), respectivementρG(σ ).
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