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Résumé

En utilisant la théorie de solutionC1 par morceaux semi-globale, nousétablissons la contrôlabilitéexacte frontière de l’écou
lement du fluide non-stationnaire dans un réseau du type d’arbre de canaux ouverts avec topologie générale.Pour citer cet
article : T.T. Li, B.P. Rao, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Exact boundary controllability of unsteady flows in a tree-like network of open canals.Using the theory of semi-globa
piecewiseC1 solution, we establish the exact boundary controllability of unsteady flows in a tree-like network of open cana
with general topology.To cite this article: T.T. Li, B.P. Rao, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let ai0 andai1 be thex-coordinates of two ends of thei-canal andLi = ai1 − ai0 its length. Suppose that the
is no friction and the canal is horizontal and cylindrical, the Saint-Venant system for unsteady flows in a n
composed ofN open canals can be written as (cf. [12,2,3]):{

∂Ai/∂t + ∂(AiVi)/∂x = 0,

∂Vi/∂t + ∂Si/∂x = 0,
t � 0, ai0 � x � ai1 (i = 1, . . . ,N), (1)

where, for theith canal,Ai = Ai(t, x) stands for the area of the cross section atx occupied by the water at timet,
Vi = Vi(t, x) the average velocity over the cross section andSi = V 2

i /2 + ghi(Ai) + gYib, whereg is the gravity

Adresses e-mail :dqli@fudan.edu.cn (T.T. Li), rao@math.u-strasbg.fr (B.P. Rao).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.09.023
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constant,Yib denotes the altitude of the bed andhi = hi(Ai) with h′
i (Ai) > 0 is the depth of the water. Whenai0

(resp.ai1) is a simple node, we have the flux boundary condition:

x = ai0: AiVi = qi0(t)
(
resp.x = ai1: AiVi = qi1(t)

)
. (2)

However, whenai0 (resp.ai1) is a multiple node, atai0 (resp.ai1) we have the energy-type interface conditions

Si = Sj , ∀j ∈J i0 (resp.∀j ∈ Ji1) (3)

and the total flux interface condition:∑
j∈Ji0

±AjVj = Qi0(t)

(
resp.

∑
j∈Ji1

±AjVj = Qi1(t)

)
, (4)

whereJi0 (resp.Ji1) denotes the set of indices corresponding to all the canals jointed atai0 (resp.ai1).
The exact boundary controllability asks to construct a piecewiseC1 solution to Saint-Venant system (1) on t

time interval 0� t � T , which satisfies any given initial condition att = 0 and any given final condition att = T ,
all the energy-type interface conditions (3), a part of flux boundary conditions (2) and a part of total flux interfa
conditions (4). Once this solution is obtained, we put itinto the rest of the flux boundary conditions (2) to get
flux boundary controlsqi0(t) (resp.qi1(t)), and into the rest of the total flux interface conditions (4) to get the
flux interface controlsQi0(t) (resp.Qi1(t)).

A network is called to have atree-likeconfiguration, if any two nodes in the network can be connected
unique path of canals. In this work, using a result on the extension of piecewiseC1 solution and the exact bounda
controllability of unsteady flows for some kinds of networks of open canals withspecial topology (cf. [4,5]), we es
tablish the exact boundary controllability of unsteady flows in a tree-like network of open canals with general top
ogy. The main principle in the procedure consists in making the number of controls or the controllability timT as
small as possible. In general, for a smaller number of controls, we need a larger controllability time, and vic

1. Introduction

Le système de Saint-Venant est utilisé fréquemmemt par les ingénieurs hydrauliciens pour modéliser l’écou
ment d’un fluide non-stationnaire dans un canal ouvert (voir [12,2,3]). Par la théorie de solutionC1 par morceaux
semi-globale et la controlabilité exacte frontière des systèmes hyperboliques quasi-linéaires (cf. [6–11]), nou
avons établi la contrôlabilité exacte frontière de l’écoulement du fluide dans des réseaux de canaux ouv
une topologie spéciale (cf. [4,5]). Dans cette Note, nous allons généraliser les résultats précédents sur un rés
du type d’arbre de canaux ouverts avec topologie générale. L’idée principale consiste à utiliser le flux total comm
un contrôle d’interface sur les noeuds multiples. Dans cebut, nous établissons d’abord un lemme de prolongeme
permettant de construire une solutionC1 par morceaux du système de Saint-Venant. Combinant ce nouveau r
et ceux obtenus dans [4,5] sur la contrôlabilité exactepour des réseaux avec topologie spéciale, nous établissons
contrôlabilité exacte frontière de l’écoulement du fluidenon-stationnaire dans un réseau du type d’arbre de ca
ouverts avec topologie générale.

SoientLi la longueur duième canal, etai0, ai1 les coordonnées enx des extrêmités du canal. Supposons q
n’y ait pas de friction et que les canaux soient horizontaux et cylindriques, le système de Saint-Venan
comme suit (cf. [12,3–5]) :{

∂Ai/∂t + ∂(AiVi)/∂x = 0,

∂Vi/∂t + ∂Si/∂x = 0,
t � 0, ai0 � x � ai1, (5)

où pour leième canal (i = 1, . . . ,N ), Ai = Ai(t, x) désigne l’aire de la section immergée dans l’eau au pointx et
au tempst , Vi = Vi(t, x) la vitesse moyenne de l’eau à la section, et

Si = V 2
i /2+ ghi(Ai) + gYib, (6)
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où g est la constante de gravité,Yib désigne l’altitude constante du lit du canal,hi = hi(Ai) est la profondeur de
l’eau, ethi(Ai) est une fonction régulière deAi telle queh′

i (Ai) > 0.

La condition initiale est :

t = 0: (Ai,Vi) = (
Ai0(x),Vi0(x)

)
, ai0 � x � ai1 (i = 1, . . . ,N). (7)

Quandai0 (resp.ai1) est un noeud simple, nousavons la condition de flux :

x = ai0: AiVi = qi0(t)
(
resp.x = ai1: AiVi = qi1(t)

)
. (8)

En revanche, quandai0 (resp.ai1) est un noeud multiple, nousavons (cf. [3,4]) les conditions d’interface du ty
de l’énergie :

Si = Sj , ∀j ∈Ji0 (resp.∀j ∈Ji1), (9)

et la condition d’interface du flux total :
∑

j∈Ji0

±AjVj = Qi0(t)

(
resp.

∑
j∈Ji1

±AjVj = Qi1(t)

)
, (10)

oùJi0 (resp.Ji1) désigne l’ensemble des indices des canaux qui se croisent au noeud multipleai0 (resp.ai1).
Un état d’équilibre(Ai,Vi) = (Āi,V i) avecĀi > 0 (i = 1, . . . ,N) est dit sous-critique si :


λi0 = V i −

√
gĀih

′
i (Āi) < 0,

µi0 = V i +
√

gĀih
′
i (Āi) > 0,

(i = 1, . . . ,N). (11)

La contrôlabilité exacte du système de Saint-Venant consiste à trouver un tempsT > 0 tel que pour tout éta
initial (Ai,Vi) = (Ai0(x),Vi0(x)) (i = 1, . . . ,N) et tout état final(Ai,Vi) = (AiT (x),ViT (x)) (i = 1, . . . ,N)

donné dans un voisinageC1 par morceaux d’un état d’équilibre sous-critique(Āi,V i) (i = 1, . . . ,N), il existe des
contrôles du flux sur certains noeuds simples et des contrôles d’interface du flux total sur certains noeuds m
tels que le système de Saint-Venant (5) avec la condition initiale (7) et les conditions (8)–(10) admette une uniq
solutionC1 par morceaux sur l’intervalle 0� t � T , qui satisfait exactement la condition finale :

t = T : (Ai,Vi) = (
AiT (x),ViT (x)

)
, ai0 � x � ai1 (i = 1, . . . ,N). (12)

Pour cela, it suffit de construire une solutionC1 par morceaux du système de Saint-Venant (5), qui satis
la condition initiale (7) et la condition finale (12), les conditions d’interface du type de l’énergie (9) sur tou
noeuds multiples, les conditions du flux (8) sur des noeuds simples, où les fonctions du fluxqi0 (resp.qi1) sont
données, et les conditions d’interface du flux total (10)sur des noeuds multiples, où les fonctions du flux totalQi0
(resp.Qi1) sont données. Une fois cette solution construite, nous la substituons dans le reste des conditio
(10) pour obtenir les contrôles du fluxqi0(t) (resp.qi1(t)) et les contrôles du flux totalQi0(t) (resp.Qi1(t)).

La construction de ce type de solutionC1 par morceaux est un problème semi-global et non-standard. Il
pas d’unicité en général. Néanmoins, nous pouvons obtenir une telle solution en résolvant plusieurs problè
posés. Le critère principal consiste à rendre le nombre de contrôles ou le temps de contrôlabilitéT le plus petit
possible.Grosso modo, pour un plus petit nombre de contrôles, nousavons besoin d’un temps de contrôlabil
plus long, et réciproquement.

2. Lemme fondamental de prolongement

Pour obtenir une solutionC1 par morceaux sur le réseau deN canaux ouverts, nous allons prolonger au
seau entier la solution obtenue sur une partie du réseau. Plus précisément, soit(A1,V1) une solution connue sur l
premier canal d’un réseau étoilé. Nous prolongeons la solution aux autres canaux du réseau, en utilisant la cond
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tion (9) comme condition aux bords pour chacun des autrescanaux. En conséquence, la solution ainsi obte
satisfait bien la condition d’interface du type de l’énergie (9), mais la condition d’interface du flux total (10) n’e
plus satisfaite au noeud multiple.

Lemme 2.1.Soient(Ai0(x),Vi0(x)) (i = 1, . . . ,N) un état initial et(AiT (x),ViT (x)) (i = 1, . . . ,N) un état final
donnés dans un voisinageC1 par morceaux d’un état d’équilibre sous-critique(Ai,Vi) = (Āi,V i) (i = 1, . . . ,N),
vérifiant les conditions de compatibilitéC1 par morceaux avec la condition d’interface du type de l’énergie(9)
aux points(t, x) = (0,0) et (T ,0) respectivement. Définissons:

Ri(T ) = {
(t, x) | 0 � t � T , 0 � x � Li

}
. (13)

Supposons que nous ayons déjà déterminé la solution(A1,V1) de petite norme‖(A1 − Ā1,V1 − V 1)‖C1[R1(T )] sur
le domaineR1(T ), qui satisfasse la condition initiale(7) et la condition finale(12)pour i = 1. Supposons de plu
que

T > 2 max
i=2,...,n

{
Li max(−1/λi0,1/µi0)

}
, (14)

où λi0 et µi0 (i = 2, . . . ,N) sont encore donnés par(11). Alors il existe une solutionC1 par morceaux
(Ai(t, x),Vi(t, x)) (i = 1, . . . ,N) sur le domaine

⋃N
i=1 Ri(T ) de petite normeC1 par morceaux

∑N
i=1 ‖(Ai −

Āi,Vi −V i)‖C1[Ri(T )], satisfaisant la condition initiale(7), la condition finale(12)et les conditions d’interface d
type de l’énergie(9) au noeud multiple.

3. Contrôlabilité exacte de l’écoulememt du fluide non-stationnaire dans un réseau du type d’arbre de
canaux ouverts

On dit qu’un réseau a une configuration d’arbre sideux noeuds quelconques peuvent être liés par un un
chemin de canaux. En autres termes, un réseau du type d’arbre est un réseau connecté sans boucle ferm

Soient(Ai0(x),Vi0(x)) (i = 1, . . . ,N) un état initial et(AiT (x),ViT (x)) (i = 1, . . . ,N) un état final donné
dans un voisinageC1 par morceaux d’un état d’équilibre sous-critique(Ai,Vi) = (Āi,V i) (i = 1, . . . ,N). Nous
supposons que l’état initial et l’état final satisfont les conditions de compatibilitéC1 par morceaux avec la conditio
d’interface du type de l’énergie (9) aux noeuds multiples du réseau. Nous allons considérer la contrôlabilit
frontière d’un réseau du type d’arbre deN canaux ouverts en partant d’un noeud quelconque.

Cas A. Lorsque le point de départOk est un noeud simple, nous supposons de plus que l’état initial et l’état fina
satisfont les conditions de compatibilitéC1 avec la condition de flux (8) au noeudOk et queT > 0 est donné par

T > 2 max
i=1,...,N

{
Li max(−1/λi0,1/µi0)

}
, (15)

oùλi0 etµi0 (i = 1, . . . ,N) sont encore donnés par (11).
D’abord, grâce au résultat pour un seul canal ouvert dans [4], on peut construire une solutionC1 du système (5

sur le canal d’extrémitésOk et Ol , qui satisfait la condition initiale (7) et la condition finale (12) sur ce canal
la condition de flux (8) au noeudOk . Puis, par le Lemme 2.1 nous prolongeons cette solution en une solutioC1

par morceaux sur le réseau local étoilé, qui satisfait la condition initiale (7) et la condition finale (12) sur ce résea
local étoilé et la condition d’interface (9) au noeud multipleOl . Nous illustrons ce procédé par la Fig. 1.

En répétant le procédé du prolongement ci-dessus, nous pouvons construire une solutionC1 par morceaux, qu
satisfait la condition initiale (7) et la condition finale (12) sur le réseau entier, la condition d’interface du typ
l’énergie (9) sur tous les noeuds multiples du réseau et la condition du flux (8) au point de départOk.

Enfin, nous substituons cette solution dans (10) pour obtenir les contrôles du flux totalQi(t) aux noeuds mul
tiples marqués par «��», et dans (8) pour obtenir les contrôles du fluxqi(t) aux noeuds simples marqués par «◦ »
(à l’exception du point de départOk marqué par «• »). Nous illustrons ce procédé par la Fig. 2.
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Fig. 1. Partant d’un noeud
simple.

Fig. 2. Contrôlabilité partant d’un noeud simple.

Fig. 3. Partant d’un
noeud multiple.

Fig. 4. Contrôlabilité partant d’un noeud multiple.

Cas B. Lorsque le point de départOl est un noeud multiple, nous supposons de plus que l’état initial et
final satisfont la condition de compatibilitéC1 par morceaux et la condition d’interface du flux total (10) au no
de départOl etT > 0 est encore donné par (15).

D’abord, grâce au résultat sur un réseau d’étoile des canaux ouverts dans [4], on peut construire une
C1 par morceaux du système (5) sur le réseau local étoilé des canaux ouverts se joignant au noeud multipOl , qui
satisfait les conditions (7) et (12) sur le réseau local étoilé, les conditions d’interface (9) et (10) au noeud
Ol . Nous illustrons ce procédé par la Fig. 3.

Puis, en répétant le procédé de prolongement commedans le cas précédent, nous pouvons construire un
lution C1 par morceaux du système (5), satisfaisant les conditions (7) et (12) sur le réseau entier, la condit
d’interface (9) aux noeuds multiples et la condition d’interface du flux total(10) au point de départOl .

Enfin, nous substituons cette solution dans (10) pour obtenir les contrôles du flux totalQi(t) aux noeuds mul
tiples marqués par «��» (à l’exception du point de départOl marqué par «• »), et dans (8) pour obtenir les contrôl
du fluxqi(t) aux noeuds simples marqué par «◦ ». Nous illustrons ce procédé par la Fig. 4.

4. Remarques

(1) Si le réseau d’arbres contient des sous-réseaux de chaîne, en utilisant le résultat sur des réseaux
des canaux ouverts dans [5], nous pouvons réduire le nombre de contrôles. En revanche, le temps de controlab
exacte devait également augmenter.

(2) Le temps de contrôlabilité exacte obtenu dans chaque cas est optimal.
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(3) On pourrait remplacer la condition du flux (8) par la condition du niveau d’eau

x = ai0: Ai = qi0(t).

En conséquence, les conditions d’interface du type de l’énergie (9) pourraient êtreremplacées par les condition
d’interface du niveau d’eau :

hi(Ai) + Yib = hj (Aj ) + Yjb, ∀j ∈Ji0.

(4) De même, on pourrait remplacer la condition du flux(8) par la condition d’écluse suivante (cf. [2])

x = ai0: AiVi |AiVi | = 2gu2
i0

(
yi0 − hi(Ai)

)
,

oùyi0 est le niveau d’eau à l’éxtérieur du canal etui0 est l’ouverture de l’écluse au pointx = ai0.
En conséquencec, à chaque noeud interneai0 d’un sous-réseau de chaîne, les conditions d’interface (9) et

pourraient être remplacées par les conditions d’écluse suivantes (cf. [2])

Ai−1Vi−1|Ai−1Vi−1| = AiVi |AiVi | = 2gu2
i0

(
hi−1(Ai−1) − hi(Ai)

)
.

(5) On pourrait également considérer le frottement dans le système de Saint-Venant :{
∂Ai/∂t + ∂(AiVi)/∂x = 0,

∂Vi/∂t + ∂Si/∂x + Fi(Ai,Vi) = 0,
t � 0, ai0 � x � ai1 (i = 1, . . . ,N),

où Fi(Ai,0) ≡ 0 et ViFi(Ai,Vi) � 0. Dans ce cas nous avons encore la contrôlabilité exacte pour tout
initial et tout l’état final donné dans un voisinageC1 par morceaux d’un état d’équilibre sous-critique(Ai,Vi) =
(Āi,0) (i = 1, . . . ,N).

(6) Étant donné un état initial dans un voisinageC1 par morceaux d’un état d’équilibre sous-critique et un
final dans un voisinageC1 par morceaux d’un autre état d’équilibre sous-critique, à partir des résultats précé
nous pouvons ramener d’abord l’état initial au premier état d’équilibre, puis transformer progressivement le premi
état d’équilibre au second état d’équilibre, finalement atteindre l’état final. De cette manière, nous établisson
contrôlabilité exacte globale. Néanmoins, le temp de contrôlabilité exacte devrait également augmenter (c
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