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Résumé

Dans cette Note, nous présentons une estimation des paramètres du mélange de lois basée sur les distances de W
de Cramèr–von Mises–Hellinger. L’approche est illustrée par une simulation dans le cas d’un mélange gaussien unid
nel.Pour citer cet article : N. Belili, H. Heinich, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Estimation of probability mixture. In this Note, we present an estimation of the parameters of the probability-mixture
upon the Wasserstein and Cramèr–von Mises–Hellinger distances. This approach is illustrated by a simulation in the case o
univariate Gaussian mixture.To cite this article: N. Belili, H. Heinich, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

For a random variableX we denote byL(X) andE[X] the law and the expectation ofX. A cost functionc

is an applicationRd × R
d → R+ and, forP andQ two Borel-probabilities onRd , we define the Kantorovic

functional byKc(P,Q) = inf{(E[c(X,Y )]), L(X) = P, L(Y ) = Q}. Whenc(x, y) = ‖x − y‖2, we obtain the

Wasserstein distance byl2(P,Q)
�=(Kc(P,Q))1/2. Ford = 1, the Cramèr–von Mises–Hellinger distance is defi

by C2(P,Q)
�=(

∫
(F (t) − G(t))2 dt)1/2, whereF andG are the distribution-functions (d.f.) ofP andQ. We say

that(X,Y ) is anoptimal coupling for (P,Q) if Kc(P,Q) = E[c(X,Y )].
With some conditions onc, the existence of an optimal coupling is traditional, cf. [3,5,8,14], and ifP is ab-

solutely continuous with respect to Lebesgue measure, the optimal coupling has the form(X,φ(X)), whereφ is
the Monge function.
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1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.09.019
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The estimation of the parameterθ of a family of probabilitiesPθ , θ ∈ Θ, starting from ann-sample or an
empirical-measureµn is a basic problem of Statistics.

We will study the Kantorovich, Wasserstein, and Cramèr–von Mises–Hellinger estimators ofθ by θ̃ = θ̃n which
are defined by:Kc(Pθ̃ ,µn) � Kc(Pθ ,µn), l2(Pθ̃ ,µn) � l2(Pθ ,µn), C2(Pθ̃ ,µn) � C2(Pθ ,µn), respectively, for all
θ ∈ Θ.

In many casesc is different from the distance onRd but verifies the following conditions:
(C1) c(xn, yn) → 0 if and only if‖xn − yn‖ → 0;
(C2) pseudo-triangle inequality: there exists a constantK such thatc(x, y) � K[c(x, z) + c(y, z)], for all

(x, y, z) ∈ (Rd)3.
(C3) pseudo-symmetric: there exists a constantK such thatc(x, y) � Kc(y, x), for any(x, y) ∈ (Rd)2.

When the cost functionc verifies (C1)–(C3), we noteK∗
c

�={X|Kc(L(X), δ0) < +∞}, the following theorems
give the main properties of the estimators.

Theorem 0.1 (Central limit Theorem). Let (Xn) be an i.i.d. sequence of R
d -values r.v.’s such that L(X1) = P ,

E[X1] = 0 and c(0,X1) ∈ L
2 ∩ K∗

c . Let Pn be the law of 1√
n

∑n
i=1 Xi , then we have a Normal distribution N ,

such that Kc(Pn,N ) → 0.

Theorem 0.2 (Glivenko–Cantelli Theorem). Let (Xn) be an i.i.d. sequence of R
d -values r.v.’s such that L(X1) = P ,

c(0,X1) ∈ L
1 ∩K∗

c . Let us note µω
n = 1

n

∑n
i=1 δXi(ω), then Kc(µ

ω
n ,P ) → 0, a.e.

Theorem 0.3. Let (Pθ ), θ ∈ Θ , be a family of probabilities where Θ is a metric space whose closed bounded parts
are compact. Let us suppose that the application θ → Pθ is injective, continuous for the convergence in distribution
and {θ, Kc(Pθ , δx) � a} is compact for all a ∈ R+ and x ∈ R

d . Then, for all n, there exists an estimator θ̃n and
these estimators are consistent a.e.

Remark 1. These theorems are valid for Köthe spaces,E, such thatLp ⊂ E ⊂ L
1 for 1� p < ∞ and the functiona

Kc,E(P,Q)
�= inf{‖c(X,Y )‖E, L(X) = P, L(Y ) = Q}.

We focus our study on the mixture of probabilities forl2 andC2 estimators.
For this, let(Fi), 1 � i � d , bed distribution-functions and consider the setΘ ⊂ (Rd )3 defined byθ = (α,σ, a)

whereα = (α1, . . . , αd), αi > 0,
∑d

1 αi = 1; σ = (σ1, . . . , σd), σi > 0, anda = (a1, . . . , ad), ai ∈ R. The mixture
is the family of probabilities(Pθ , θ ∈ Θ) wherePθ hasFθ(t) = ∑d

1 αiFi(
t−ai

σi
) for d.f. andµn = 1

n

∑n
1 yi , where

y1 < · · · < yn are the values ofn-sample.

For Wasserstein distance, the functionφθ = ∑n
1 yi 1Ii with Ii

�= I θ
i = (xθ

i−1, x
θ
i ), xθ

0 = −∞, xθ
n = +∞, is the

Monge function ifPθ (Ii) = 1
n
. For the sequence(xi) we introduce the following notation∆i(h)

�=h(xi)−h(xi−1).
The previous intervalsIi (or I θ

i ) are determined by:∆i[Fθ ] = 1
n
.

The following theorems give the estimators for the mixture problem.

Theorem 0.4. For l2-distance, the estimators are given by the relations:

1

2
(σ 2

j + a2
j )

∑
i�n

yi

∫
Ii

Fj

(
t − aj

σj

)
dt = 1

2
(σ 2

d + a2
d)

∑
i�n

yi

∫
Ii

(
Fd

(
t − ad

σd

))
dt, (1)

σ 2
j =

∑
i�n

yi

[
∆i

[
(t − aj )Fj

(
t − aj

σj

)]
−

∫
I

Fj

(
t − aj

σj

)
dt

]
, (2)
i
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que l’on
aj =
∑
i�n

yi

[
∆i

[
Fj

(
t − aj

σj

)]]
, (3)

d∑
j=1

αjFj

(
xi − aj

σj

)
= i

n
, (4)

d∑
1

αjaj = 1

n

n∑
1

yi. (5)

Theorem 0.5. For C2 distance, 1 � i � d and G the d.f. of µn, the estimators are given by:∫ (
Fθ (t)G(t)

)
Fi

(
t − ai

σi

)
dt =

∫ (
Fθ(t)G(t)

)
Fθ(t)dt, (6)

∫
Fθ (t)fi

(
t − ai

σi

)
dt =

∫
G(t)fi

(
t − ai

σi

)
dt;

∫
Fθ (t)fθ (t)dt =

∫
G(t)fθ (t)dt = 1

2
, (7)

∫
tFθ (t)fi

(
t − ai

σi

)
dt =

∫
tG(t)fi

(
t − ai

σi

)
dt;

∫
tFθ (t)fθ (t)dt =

∫
tG(t)fθ (t)dt . (8)

Simulation results. We consider an univariate Gaussian mixture with three components and with equal m
proportionsα1 = α2 = α3 = 1/3, meansm1 = 0, m2 = 3 etm3 = 6 and equal variancesσ1 = σ2 = σ3 = 1. For this
mixture, we take a sample of sizen = 300.

Our algorithm (Theorem 0.4) gives us the solution below:

α̃1 = 0.358 m̃1 = 0.001 σ̃1 = 1.147
α̃2 = 0.298 m̃2 = 2.959 σ̃2 = 1.201
α̃3 = 0.348 m̃3 = 5.871 σ̃3 = 1.147

.

1. Introduction et notations

Les variables aléatoires (v.a.) considérées sont définies sur un espace de probabilité suffisamment richX est
une v.a. à valeurs dansRd , L(X) etE[X] désignent respectivement la loi et l’espérance de la v.a.X. Une fonction
de coûtc est une applicationRd × R

d → R+. SoientP et Q deux probabilités définies sur la tribu borélien

de R
d , la fonctionnelle de Kantorovich estKc(P,Q)

�= inf{E[c(X,Y )], L(X) = P, L(Y ) = Q}. Pour un coût
quadratique,l2 = (Kc)

1/2 est la distance de Wasserstein. Un couple(X,Y ) estoptimal si Kc(P,Q) = E[c(X,Y )].
Sous certaines conditions surc, l’existence d’un couple optimal est classique, cf. [3,5,8,14]. De plus, siP est
absolument continue par rapport à lamesure de Lebesgue, ce couple s’écrit(X,φ(X)) où φ est une fonction de
Monge.

L’estimation du paramètreθ d’une famille de probabilitésPθ , θ ∈ Θ, à partir d’unn-échantillon est un pro
blème de base de la Statistique. Sa résolution est obtenue en prenant les valeurs extrêmes d’un critère
critère consiste à maximiser un contraste ou une fonction de probabilité, on obtient un estimateur du max
probabilité. Cet estimateur est habituellement retenu dans le cas du mélange. La difficulté de cette appro
l’origine d’une vaste littérature et de nombreux algorithmes sous l’appellation « E-M algorithms », cf. [1,6,
12,13]. Signalons aussi [2] pour son approche très générale du mélange.

Une autre méthode est liée à un coût ou un risque, on cherche à minimiser cet aspect. Ainsi, lors
dispose de la loi empirique d’unn-échantillon,µn, nous adoptons le principe suivant : un estimateur deθ est un
point θ̃ = θ̃n tel queKc(Pθ̃ ,µn) � Kc(Pθ ,µn), ∀θ ∈ Θ.
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Dans de nombreux cas la fonction de coûtc est différente de la distance deRd mais vérifie les condition
suivantes :

(C1) c(xn, yn) → 0 si et seulement si‖xn − yn‖ → 0.
(C2) pseudo-inégalité triangulaire : il existe une constanteK telle quec(x, y) � K[c(x, z) + c(y, z)], pour tout

(x, y, z) ∈ (Rd)3.
(C3) pseudo-symétrie : il existe une constanteK telle quec(x, y) � Kc(y, x), pour tout(x, y) ∈ (Rd )2.

NotonsK∗
c

�={X|Kc(L(X), δ0) < +∞}. Lorsque la fonction de coûtc satifait à (C1), (C2), (C3), les théorèm
suivants donnent les principales propriétés des estimateurs, voir aussi [4].

Théorème 1.1 (Limite centrale). Soit (Xn) une suite de v.a. à valeurs R
d , indépendantes et identiquement distri-

buées (i.i.d.) telle que L(X1) = P, E[X1] = 0 et c(0,X1) ∈ L
2 ∩ K∗

c . Si Pn est la loi de la v.a. 1√
n

∑n
i=1 Xi , il

existe une gaussienne N telle que Kc(Pn,N ) → 0.

Théorème 1.2 (Glivenko–Cantelli). Soit (Xn) une suite i.i.d. de v.a. à valeurs R
d telle que L(X1) = P, c(0,X1) ∈

L
1 ∩K∗

c . Si µω
n = 1

n

∑n
i=1 δXi(ω) est la loi empirique d’un n-échantillon, alors Kc(µ

ω
n ,P ) → 0, p.s.

Théorème 1.3. Soit (Pθ ), θ ∈ Θ , une famille de probabilités où Θ est un espace métrique dont les parties fermées
bornées sont compactes. Supposons que l’application θ → Pθ soit injective, continue pour la convergence en loi
et que, pour tout a ∈ R+ et x ∈ R

d , l’ensemble {θ, Kc(Pθ , δx) � a} est compact. Alors, pour tout n, il existe un
estimateur θ̃n et ces estimateurs sont consistants p.s.

Esquisse de la preuve. L’existence d’un estimateur se fait naturellement en considérant une suite(θk) telle
que Kc(Pθk ,µn) tend vers infΘ Kc(Pθ ,µn). Cette suite est relativement compacte et il est aisé, avec le
pothèses, d’en déduire que toute valeur d’adhérence est un estimateur. Pour obtenir la consistance,θ̃n

un estimateur pour unn-échantillon dont la mesure empirique estµn(θ) = µω
n (θ). L’inégalité triangulaire :

Kc(Pθ̃n
,Pθ ) � K[Kc(Pθ̃n

,µn(θ)) + Kc(Pθ ,µn(θ))] et Kc(Pθ̃n
,µn(θ)) � Kc(Pθ∗ ,µn(θ)), ∀θ∗ ∈ Θ, donnent

Kc(Pθ̃n
,Pθ ) � 2K.Kc(Pθ ,µn(θ)). Le théorème de Glivenko–Cantelli assure que le terme de droite de ce

égalité tend vers 0 p.s. quandn → ∞. �
Remarque 1. Si la fonction de coût vérifie (C1), (C2) et (C3),les trois théorèmes précédents sont valides p
des espaces de Köthe,E, L

p ⊂ E ⊂ L
1 pour 1� p < ∞, invariants par réarrangement et la fonctionne

Kc,E(P,Q)
�= inf {‖c(X,Y )‖E, L(X) = P, L(Y ) = Q}.

Si F etG sont les fonctions de répartition (f.r.) deP etQ, nous allons aussi considérer la distance de Cram

von Mises–Hellinger :C2(P,Q)
�=(

∫
(F (t) − G(t))2 dt)1/2. Conformément au principe précédent, un estimateθ̃

est caractérisé parC2(Pθ̃ ,µn) � C2(Pθ ,µn), ∀θ ∈ Θ.

2. Estimation des paramètres d’un mélange de lois

Nous allons estimer les paramètres d’un mélange de lois définies sur la tribu borélienne deR par minimisation
des distances de Wassertein et de Cramèr–von Mises–Hellinger.

Le cadre du mélange est le suivant : On se donned probabilités surR, définies par leurs f.r.(Fi), i = 1, . . . , d ,
et Θ ⊂ (Rd)3. Un point θ s’écrit (α,σ, a) où α = (α1, . . . , αd), αi > 0,

∑d
1 αi = 1 ; σ = (σ1, . . . , σd), σi > 0

et a = (a1, . . . , ad), ai ∈ R. Les probabilitésPθ ayant pour f.r.Fθ (t) = ∑d
1 αiFi(

t−ai

σi
), déterminent la famille du

mélange(Pθ , θ ∈ Θ). La mesure empirique estµn = 1
n

∑n
1 δyi , oùy1 < · · · < yn sont lesn valeurs de l’échantillon
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Considérons la distance de Wasserstein. Pour alléger l’écriture, notonsIi = (xi−1, xi) l’intervalle I θ
i =

(xθ
i−1, x

θ
i ), où x0 = −∞, xn = +∞, et les autresxi étant définis par les relationsPθ(I

θ
i ) = 1

n
. La fonctionφθ =∑n

1 yi 1Ii est la fonction de Monge pour le couple(Pθ ,µn). Pour une suite(xi) posons∆i(h)
�=h(xi) − h(xi−1);

ainsi les intervalles précédentsIi sont définis par :∆i[Fθ ] = 1
n
.

Le théorème suivant caractérise un estimateur̃θ pour l2. En outre sa forme est adaptée à l’algorithme
Robbins–Monro, cf. [11].

Théorème 2.1. Pour la distance de Wasserstein, l2, les estimateurs d’un mélange sont donnés par les relations :

1

2
(σ 2

j + a2
j )

∑
i�n

yi

∫
Ii

Fj

(
t − aj

σj

)
dt = 1

2
(σ 2

d + a2
d)

∑
i�n

yi

∫
Ii

(
Fd

(
t − ad

σd

))
dt, (1)

σ 2
j =

∑
i�n

yi

[
∆i

[
(t − aj )Fj

(
t − aj

σj

)]
−

∫
Ii

Fj

(
t − aj

σj

)
dt

]
, (2)

aj =
∑
i�n

yi

[
∆i

[
Fj

(
t − aj

σj

)]]
, (3)

d∑
j=1

αjFj

(
xi − aj

σj

)
= i

n
, (4)

d∑
1

αjaj = 1

n

n∑
1

yi. (5)

Esquisse de la preuve. La démonstration contient de fastidieux calculs, nous indiquons seulement les idée
perte de généralité, nous pouvons supposer queFi a pour dérivéefi et est intégrable sur les intervalles]∞, x],
x ∈ R.

Nous avons vu que(l2(Pθ ,µn))
2 = E[(Xθ − φθ(Xθ))

2], commeE[φθ(Xθ )
2] est constant (moment d’ordr

deux de la loi empirique), on obtientθ̃ ∈ ArginfΘ {E[X2
θ ] − 2E[Xθφθ (Xθ)]}.

De plus,E[X2
θ ] = ∑

j αj [(σj )
2 + (aj )

2], ainsi les dérivées partielles donnent :
∂E[X2

θ ]
∂σj

= 2αjσj ; ∂E[X2
θ ]

∂aj
= 2αj aj et, pour 1� j < d ,

∂E[X2
θ ]

∂αj
= σ 2

j + a2
j − σ 2

d − a2
d .

Pour 1< i < n on a : ∂
∂∗

∫ xi

xi−1
tfθ (t)dt = xifθ (xi)

∂xi

∂∗ xi−1fθ (xi−1)
∂xi−1
∂∗ + ∫ xi

xi−1
t
∂fθ (t)

∂∗ dt .

Pour l’intervalleI1 on obtient : ∂
∂∗

∫ x1
−∞ tfθ (t)dt = x1fθ (x1)

∂x1
∂∗ + ∫ x1

−∞ t
∂fθ (t)

∂∗ dt .
Pour l’intervalleIn, on utilise la relation

∫ ∞
xn−1

tfθ (t)dt = E[Xθ ]
∫ xn−1
−∞ tfθ (t)dt .

On en déduit :∂
∂∗

∫ ∞
xn−1

tfθ (t)dt = ∂E[Xθ ]
∂∗ − xn−1fθ (xn−1)

∂xn−1
∂∗ − ∫ xn−1

−∞ t
∂fθ (t)

∂∗ dt .
Expression de α. Pour 1� j < d, et sifθ est la densité deFθ , nous avons :
∂Fθ (x)

∂αj
= fθ (x) ∂x

∂αj
Fj (

x−aj

σj
)Fd( x−ad

σd
). La relation�i[Fθ ] = 1

n
, appliquée aux pointsxi permet d’obtenir :

fθ (xi)
∂x
∂αj

= Fd(x−ad

σd
)Fj (

xi−aj

σj
).

L’estimation des autres paramètres se fait de manière similaire.�
Remarque 2. Cette méthode s’adapte au cas multidimensionnel,mais on ne dispose pas d’algorithme effica
permettant de calculer la distance.
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Remarque 3. Dans le cas unidimensionnel, la distance de Wasserstein s’exprime aussi sous la forme(l2(Pθ ,µn))
2

= ∫
(F−1

θ (t) − G−1(t))2 dt et un calcul analogue au Théorème 2.1 est envisageable, cependant il n’est p
d’obtenirF−1

θ .

Toujours pour ce mélange examinons la distance de Cramèr–von Mises–Hellinger.

Théorème 2.2. Les estimateurs du mélange pour la distance de Cramèr–von Mises–Hellinger, sont donnés par les
relations suivantes où G est la f.r. de la loi empirique et 1� i � d :∫ (

Fθ (t) − G(t)
)
Fi

(
t − ai

σi

)
dt =

∫ (
Fθ(t) − G(t)

)
Fθ(t)dt, (6)

∫
Fθ (t)fi

(
t − ai

σi

)
dt =

∫
G(t)fi

(
t − ai

σi

)
dt ;

∫
Fθ(t)fθ (t)dt =

∫
G(t)fθ (t)dt = 1

2
, (7)

∫
tFθ (t)fi

(
t − ai

σi

)
dt =

∫
tG(t)fi

(
t − ai

σi

)
dt ;

∫
tFθ (t)fθ (t)dt =

∫
tG(t)fθ (t)dt . (8)

Preuve. Il suffit d’écrire
∫
(Fθ (t)G(t)) ∂

∂∗ (Fθ )(t)dt = 0 pour∗ = αi , ai etσi pour trouver le résultat. �
Exemple 1. Considérons un mélange de trois gaussiennes réelles avec les proportionsα1 = α2 = α3 = 1/3, de
même varianceσ1 = σ2 = σ3 = 1 et de moyennes :m1 = 0, m2 = 3, m3 = 6. Pour un échantillon de taillen = 300
de ce mélange, avec le Théorème 2.1, nous obtenons les estimations suivantes :

α̃1 = 0,358 m̃1 = 0,001 σ̃1 = 1,147
α̃2 = 0,298 m̃2 = 2,959 σ̃2 = 1,201
α̃3 = 0,348 m̃3 = 5,871 σ̃3 = 1,147

.

Cet exemple est issu de [7] et les résultats sont comparables.
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