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Résumé

Dans cette Note, on prouve, dans le cadrep-adique, une loi de tout ou presque rien concernant la linéarisation de fam
(ft :Cm

p → Cm
p )

t∈Qp
qui subissent une perturbation polynômiale ent . Ceci fournit de nouveaux exemples de fonctions n

linéarisables dans le casp-adique.Pour citer cet article : D. Vieugué, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Generalization of a theorem by R. Perez-Marco in thep-adic case.In this Note, we prove, in thep-adic case, a 0–1 law
about the linearization of families(ft :Cm

p → Cm
p )

t∈Qp
under a polynomial perturbation int . This gives new examples of no

linearizable functions in thep-adic case.To cite this article: D. Vieugué, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We are interested in the linearization of a family(ft : (Cm
p ,0) → (Cm

p ,0))
t∈Qp

with ft (z) = Az + ∑d
i=0 t igi (z),

whereA ∈ GLm(Cp) is non resonant and wheregi : (Cm
p ,0) → (Cm

p ,0) are power series of valuation greater th
2 and of strictly positive radius. We takeE = {t ∈ Qp | ft linearizable} and we prove the following:

Theorem 0.1.EitherE = Qp, or d∗(E) = 0 (whered∗(E) is the transfinite diameter ofE).

To prove this theorem, we first use the fact that, becauseA is non resonant, for eacht , there exists a uniqu
formal normalized power seriesϕt that linearizesft . Then we deduce from this formal relation the fact that
components of the coefficients ofϕt are polynomials in t whose degree is controlled. Perez-Marco has prove
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1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.09.011
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theorem in the complex case using potential theory; we use the transfinite diameter rather than the log
capacity to generalize the theorem to thep-adic case. We then use the fact that we can writeE = ⋃

j�1 Kj with

Kj = ⋂
l�2{t ∈ Qp | |t| � j and|Bl(t)| � j l} andBl(t) is the maximum of the absolute value of the compone

of the coefficients of the homogenous part of degreel of ϕt . Since theKj ’s are closed and bounded and sin
Qp is locally compact, theKj ’s are compact sets. If we suppose thatE has a non zero transfinite diameter, th
there existsj0 such thatKj0 has a non zero transfinite diameter. For eachC(t) which is a component of on
coefficient of the homogenous part of degreel of ϕt , we have|C(t)| � maxa∈Kj0

|C(a)|d(Kj0)
−dl max(|t|, j0)

dl

and then|Bl(t)| � (j0 d(Kj0)
−d max(|t|, j0)

d)
l
, because deg(C) is bounded from above bydl and with the help of

an analog of Bernstein inequality. Finally we conclude that ifE has a non zero transfinite diameter, thenE = Qp .

1. Introduction

Etant donné un germe de fonction holomorphef (z) = λz + ∑+∞
n=2 anz

n, quand peut-on dire quef est ana-
lytiquement conjugué à la rotationz �→ λz ? Si |λ| �= 1, la réponse est connue depuis plus d’un siècle. Mais
|λ| = 1, c’est plus compliqué, essentiellement à cause de l’apparition du phénomène des petits diviseurs. D
les premiers résultats furent négatifs (cf. [4]). Il fallut attendre Siegel en 1942 pour voir apparaître le premier rés
positif (voir [8]). Pour la première fois, sous une condition diophantienne, on arrivait à surmonter le problème
petits diviseurs et à montrer que la linéarisation était toujours possible. Puis, en 1965,Brjuno améliora la condi
tion de Siegel et prouva (voir [1–3]) la linéarisation sousune condition arithmétique plus faible. Et finaleme
dans [9], Yoccoz prouva que cette condition était optimale et même que l’on avait :Pλ(z) = λz + z2 linéarisable si
et seulement siλ vérifie la condition de Brjuno.

Perez-Marco eut ensuite l’idée de regarder ce qui se passe pour la linéarisation si l’on perturbe la fon
départ. Dans [6], Perez-Marco démontre que si on perturbe de façon polynômiale un germe de difféomorphis
holomorphe fixant 0, alors on a une loi de « tout ou rien ». Il démontre en particulier que pour toutm,d ∈ N∗,
si lesgi : (Cm,0) → (Cm,0) sont des germes de fonctions holomorphes de valuation supérieure ou égale
A ∈ GLm(C) est non-résonante et si on poseft (z) = Az + ∑d

i=0 t igi (z) et E = {t ∈ C | ft est linéarisable}, alors
ou bienE est égale àC tout entier ou bienE est un ensemble très petit (un ensemble de capacité logarithm
nulle).

Ici, on va démontrer un résultat analogue dans le cadrep-adique.
Pour nous, l’espace des paramètres ent seraQp, le complété deQ pour la valuationp-adique. Quant à l’es

pace ambiant, nous nous placerons dansCm
p (où Cp désigne comme traditionnellement le complété de la clô

algébrique deQp). Nous nous proposons de démontrer le théorème suivant :

Théorème 1.1. Si m,d ∈ N∗, si lesgi : (Cm
p ,0) → (Cm

p ,0) sont des séries entières en m variables de valua
supérieure ou égale à2 et de polyrayon de convergence strictement positif, siA ∈ GLm(Cp) est non-résonante et
on poseft (z) = Az +∑d

i=0 t igi (z) etE = {t ∈ Qp | ft est linéarisable}, alors ou bienE = Qp ou biend∗(E) = 0
(oùd∗(E) désigne le diamètre transfini1 deE).

Cette généralisation ne présente d’intérêt que pourm � 2, car il est classique qu’en dimension 1, la linéarisa
est toujours possible, du fait que toutλ ∈ Cp � {0} est diophantien (voir [5]).

En dimension supérieure, la situation n’est pas triviale. Dans [5] est démontré le théorème suivant :
Il existeλ1, λ2 ∈ Zp et une fonction entièreθ(z) = ∑

k�2 akz
k tels queg(z1, z2) = (λ1z1, λ2z2) + (θ(z2),0)

soit non linéarisable.

1 Dont nous parlerons dans les Sections 3 et 4, juste après avoir fait quelques rappels sur la linéarisabilité et juste avant la démonstratio
théorème énoncé ci-dessus.
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En appliquant le Théorème 1.1 à la familleft (z1, z2) = g(z1, z2)+ t (
∑

α1+α2�2 z1
α1z2

α2,
∑

α1+α2�2 z1
α1z2

α2),
on obtient.

Corollaire 1.2. Il existet ∈ Qp � {0} tel queft soit non linéarisable.

Ceci donne des exemples de non-linéarisabilitéde fonctions d’une forme plus générale.
Notons que le Théorème 1.1 implique que(ft ) est non-linéarisable quasipartout (c’est-à-dire en dehors

ensemble de diamètre transfini nul).
Dans son article, Perez-Marco utilisait la théorie du potentiel, notamment le lemme de Bernstein.
Une approche alternative consiste à utiliser le diamètre transfini pour définir la capacité logarithmique danC

et à remplacer le lemme de Bernstein par un théorème de majoration polynômiale utilisant uniquement le diamè
transfini. C’est cette approche quenous adoptons ici pour aborder le casp-adique.

2. Linéarisation

Notons| · | la valeur absoluep-adique surCp . Soientm etd deux entiers positifs. On s’intéresse à la linéarisa
de la famille(ft :Cm

p → Cm
p )

t∈Qp
avecft de la forme

ft (z) = Mz +
∑

0�k�d

tkhk(z)

avecM ∈ GLm(Cp), hk de la formehk(z) = ∑
j�2 h

(j)

k (z) de rayon de convergence strictement positif eth
(j)

k (z)

polynôme homogène de degréj enm variables et à valeurs dansCm
p .

Quitte à effectuer un changement de base, commeCp est algébriquement clos, on peut supposerM triangulaire
supérieure avecλ1, λ2, . . . , λm pour coefficients diagonaux.

On supposera de plusM non-résonante, c’est-à-dire :

∀γ ∈ Nm
(‖γ ‖ � 2

) 	⇒ (∀j ∈ �1,m� λγ − λj �= 0
)
.

On peut écrireft (z) sous la formeft (z) = Mz + ∑
j�2 f

(j)

(t) (z) avecf
(j)

(t) (z) = ∑
0�k�d tkh

(j)

k (z) polynôme
homogène de degréj en m variables et à valeurs dansCm

p et dont les composantes des coefficients sont
polynômes ent de degré au plusd .

CommeM est non-résonante, il est connu (voir [5]) queft possède une unique linéarisante formelle

ϕt(z) = z +
∑
j�2

ϕ
(j)

(t) (z) =
∑
j�1

ϕ
(j)

(t) (z).

En effet, en notantL(j) l’opérateur défini sur l’espace des polynômes homogènes de degréj enm variables et
à valeurs dansCm

p , parL(j)(P (z)) = P(Mz) − MP(z), l’équation fonctionnelleft (ϕt (z)) = ϕt (Mz) aboutit à :∑
j�2 L(j)(ϕ

(j)

(t) (z)) = ∑
l�2 f

(l)
(t) (

∑
i�1 ϕ

(i)
(t)(z)) d’où, notantPj (·) la partie homogène de degréj d’un polynôme

enm variables et à valeurs dansCm
p :

∀j � 2 L(j)
(
ϕ

(j)

(t) (z)
) = Pj

( ∑
2�l�j

f
(l)
(t)

( ∑
1�il�j

ϕ
(i)
(t)(z)

))
.

CommeM est non résonante, pour toutj � 2, L(j) est inversible (voir [5]) et on a

ϕ
(j)

(t) (z) = (L(j))
−1

(
Pj

( ∑
2�l�j

f
(l)
(t)

( ∑
1�il�j

ϕ
(i)
(t)(z)

)))
. (1)
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Par récurrence, on en déduit que les composantes des coefficients desϕ
(j)

(t)
sont des polynômes ent .

NotonsWj le degré maximum, en tant que polynôme ent , des composantes des coefficients deϕ
(j)

(t)
etBj (t), le

maximum (àt fixé) des valeurs absolues des composantes des coefficients deϕ
(j)

(t)
.

On a alorsW1 = 0 et on déduit de (1) que∀j � 2 Wj � max2�l�j,1�il�j (d + lWi).

Par récurrence immédiate, on obtient :∀j � 1 Wj � d(j − 1).
Grâce à l’inégalité précédente (que nous avons redonnée pourla commodité du lecteur), indépendante du ca

p-adique et déjà connue de Perez-Marco, nous allons pouvoir démontrer la généralisation du théorème de Pe
Marco au cadrep-adique en nous basant cette fois-ci sur les propriétés du diamètre transfini.

3. Diamètre transfini d’un compact deQp

Ici, nous adaptons au casp-adique, les résultats classiques sur le diamètre transfini dansC (voir [7]).

Définition 3.1. Soit E un compact non vide deQp. Notons| · | la valeur absoluep-adique. Pour toutn � 2, on
pose∆n(E) = maxz1,z2,...,zn∈E

∏
1�µ�n

∏
1�ν�n, ν �=µ |zµ − zν |.

Dans le produit ci-dessus, il y an2 − n termes. On normalise alors en posantδn(E) = ∆n(E)1/(n(n−1)).
CommeE est borné, pour toutn � 2, on a 0� δn(E) � diam(E) < +∞.
On appellen-uplet de Fekete tout pointx = (x1, x2, . . . , xn) deEn vérifiant∆n(E) = ∏n

µ=1
∏n

ν=1,ν �=µ |xµ−xν |.

La proposition suivante se démontre exactement commedans le cas complexe (on utilise uniquement des
priétés de la valeur absolue et la définition du diamètre transfini)

Proposition 3.2. SoitE un compact non vide deQp. La suite(δn(E))n�2 est décroissante et minorée par 0(et
majorée pardiam(E)). Elle converge donc vers un nombre réel que nous noterons d(E) vérifiant 0 � d(E) �
diam(E).

On convient aussi de poserd(∅) = 0 = diam(∅).

Remarque 1.d({z ∈ Qp | |z| � 1}) = p−1/(p−1).

La proposition suivante utilise aussi des propriétés de la valeur absolue et se démontre comme dansC.

Proposition 3.3. SoitE un compact deQp. Soitn � 2, et soitx = (x1, x2, . . . , xn+1) un (n + 1)-uplet de Fekete
Choisissonsk0 ∈ �1, n + 1� de telle sorte que

∏
1�ν�n+1, ν �=k0

|xk0 − xν | soit minimal.
Il existe alorsP ∈ Qp[X] polynôme unitaire de degrén vérifiantmaxz∈E |P(z)| � ∏

1�ν�n+1, ν �=k0
|xk0 − xν |.

Proposition 3.4. SoitE un compact deQp et soitP ∈ Qp[X] un polynôme unitaire de degrén � 1. On a alors:
(d(E))n � maxz∈E |P(z)|.

Cette fois-ci, la démonstration diffère légèrement du cas complexe. Pour démontrer cette inégalité, on u
particulier le fait que

∏
1�µ�n

∏
1�ν�n, ν �=µ |zµ − zν | n’est autre que le carré de la valeur absolue du déterm

de Vandermonde d’ordren.
Or, dans le cas complexe, pour majorer la valeur absolued’un déterminant, on utilise l’inégalité de Hadama

Mais enp-adique, on ne peut pas. Par contre, on peut conclure facilement, en remarquant que pour majorer
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déterminant, on peut revenir à la définition et utiliser l’inégalité ultramétrique (Ici, le fait qu’il y aitm ! termes dans
la somme n’intervient plus)2.

Théorème 3.5.SoitE un compact deQp tel que d(E) > 0. SoitR ∈ ]0,+∞[ tel queE ⊆ Bf (0,R).
Soitn � 2. SoitP ∈ Qp[X] un polynôme de degré inférieur ou égal àn.
On a alors,∀z ∈ Qp |P(z)| � maxa∈E |P(a)|d(E)−nmax(|z|,R)n.

Ce théorème sera la nouvelle clé pour faire fonctionner le théorème de Perez-Marco. Bien qu’il soit
blement classique, n’ayant trouvé aucune démonstration dans la littérature,nous la donnons ci-dessous pour
commodité du lecteur.

Démonstration. Commed(E) > 0, on a∆n(E) > 0 et∆n+1(E) > 0. Soitx = (x1, x2, . . . , xn+1) un(n+1)-uplet
de Fekete. Choisissonsk0 ∈ �1, n + 1� tel que

∏
1�ν�n+1, ν �=k0

|xk0 − xν | soit minimal. D’après la Proposition 3.
il existeQ ∈ Qp[X] polynôme unitaire de degrén vérifiant maxz∈E |Q(z)| � ∏

1�ν�n+1, ν �=k0
|xk0 − xν |.

D’après la Proposition 3.4, on ad(E)n � maxz∈E |Q(z)|, d’où 0<
∏

1�ν�n+1, ν �=k0
|xk0 − xν |−1 � d(E)−n.

CommeP est un polynôme de degré inférieur ou égal àn, d’après le théorème d’interpolation de Lagran
appliqué aux(n + 1) points distinctsx1, x2, . . . , xn+1, on a

P(X) =
∑

1�k�n+1

P(xk)
∏
ν �=k

(X − xν)
∏
ν �=k

(xk − xν)
−1.

Soit z ∈ Qp . En passant à la valeur absolue et en utilisant l’inégalité ultramétrique, on a

∣∣P(z)
∣∣ � max

1�k�n+1

(∣∣P(xk)
∣∣ ∏
ν �=k

|z − xν |
∏
ν �=k

|xk − xν |−1
)

avec
∏

ν �=k |xk − xν |−1 �
∏

ν �=k0
|xk0 − xν |−1 � d(E)−n, avec

∏
ν �=k |z − xν | �

∏
ν �=k max(|z|, |xν|) �∏

ν �=k max(|z|,R) � (max(|z|,R))n et |P(xk)| � maxa∈E |P(a)|.
D’où finalement|P(z)| � maxa∈E |P(a)|d(E)−n max(|z|,R)n.

4. Diamètre transfini d’un sous-ensemble quelconque deQp

Dans cette section, nous rappellerons les principales définitions et propriétés du diamètre transfini d’un ensem
quelconque, mais nous omettrons les démonstrations qui sont analogues à celles deC.
En effet, ici, on utilise des propriétés de la valeur absolue et le fait queQp , tout commeC, est localement compac
(C’est d’ailleurs la raisonpour laquelle nous nous plaçons dansQp et pas dansCp.)

Définition 4.1.SoitE un sous-ensemble deQp . On pose

d∗(E) = sup
A compact, A⊆E

(
d(A)

)
et d∗(E) = inf

H ouvert, E⊆H

(
d∗(H)

)
.

Remarque 2.(i) Soit E etF deux sous-ensembles deQp tel queE ⊆ F . On a :d∗(E) � d∗(F ) etd∗(E) � d∗(F ) ;
(ii) Soit E un sous-ensemble deQp . On ad∗(E) � d∗(E).

Proposition 4.2.SoitE un compact deQp. On a d(E) = d∗(E) = d∗(E).

2 |∑σ∈Sm
ε(σ)a1,σ (1)a2,σ (2)a3,σ (3) · · · am,σ(m)| � maxσ∈Sm

(|ε(σ )||a1,σ (1)||a2,σ (2)||a3,σ (3)| · · · |am,σ(m)|).
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Théorème 4.3. SoitKn une suite croissante de compacts deQp. PosonsE = ⋃
n�2 Kn. Si ∀n � 2 d∗(Kn) = 0,

alors d∗(E) = 0.

5. Démonstration du Théorème 1.1

On reprend ici les notations de la Section 2. PosonsE = {t ∈ Qp | ft linéarisable}. Démontrer le Théorème 1.
revient à montrer que : sid∗(E) > 0, alorsE = Qp. (Autrement dit, ou bienft est linéarisable pour toutt , ou bien
ft n’est linéarisable que pour très peu det .)

Nous allons écrireE comme réunion croissante de compacts, puis appliquer successivement les Théorè
et 3.5 pour conclure.

Supposonsd∗(E) > 0. Pour toutj ∈ N∗, posonsLj = {t ∈ Qp | |t| � j } etKj = ⋂
l�2{t ∈ Lj | |Bl(t)| � j l}.

Comme lesKj sont des fermés bornés et que nous sommes dansQp , lesKj sont des compacts.
De plus lesKj forment clairement une suite croissante et on a aussiE = ⋃+∞

j=1 Kj .
Commed∗(E) > 0, il existej0 ∈ N∗ tel qued∗(Kj0) > 0. Kj0 étant compact, on ad(Kj0) = d∗(Kj0) > 0.

Soit t ∈ Qp, j � 2 etC(t) une des composantes d’un des coefficients du polynôme homogèneϕ
(j)

(t) (z) de degréj
enz. Commed(Kj0) > 0 avecKj0 ⊆ Bf (0, j0) et comme degC � Wj � d(j − 1) � dj , on a

∣∣C(t)
∣∣ � max

a∈Kj0

∣∣C(a)
∣∣d(Kj0)

−dj max
(|t|, j0

)dj
.

Or maxa∈Kj0
|C(a)| � maxa∈Kj0

|Bj (a)| � j0
j , d’où |C(t)| � (j0 d(Kj0)

−d max(|t|, j0)
d)

j
, et par conséquen

|Bj (t)| � (j0 d(Kj0)
−d max(|t|, j0)

d)
j
, d’où t ∈ E et finalement,E = Qp .
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