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Résumé

Nous étudions un estimateur non paramétrique du mode de la densité d’une variable à valeurs dans un espace vec
normé, de dimension éventuellement infinie. Nous établissons sa convergence presque sûre. Nous appliquons ce rés
où la mesure de probabilité de la variablevérifie une condition de concentration.Pour citer cet article : S. Dabo-Niang et al.,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Mode estimation in a semi-normed vectorial space. We investigate a nonparametric estimate of the mode of a de
function of a random variable taking values in a semi-normed vectorial space of eventually infinite dimension. The stro
sistency of the estimate is shown. Special attention will be paid to apply our result to the case where the probability dis
of our random variable satisfies a concentration condition.To cite this article: S. Dabo-Niang et al., C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans cette Note, nous considérons le problème de l’estimation du mode d’une densité de probabilité. Forme
ment, le mode d’une densité est la valeur qui maximise cette densité.

SoientX1, . . . ,Xn des variables aléatoires indépendantes et ayant la même loi queX, où X est une variable
aléatoire non nécessairement réelle mais à valeurs dans un espace vectoriel semi-normé(E,‖ · ‖) de dimension
éventuellement infinie. Dans ce contexte,X peut être une variable aléatoire fonctionnelle. On suppose q
distribution deX a une densité de probabilitéf par rapport à une mesure donnéeµ.

Adresses e-mail :niang@ensae.fr (S. Dabo-Niang), ferraty@cict.fr (F. Ferraty).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.09.006
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Nous supposons que la densitéf est unimodale, et que le modeθ appartient à l’intérieurC̊ d’un compactC
deE. L’objet de cette Note est d’estimer l’unique modeθ def . Ce cadre offre de nouvelles perspectives dan
nombreux domaines d’application lorsque la variableX est à valeurs dans un espace fonctionnel, et en partic
dans les problèmes de classification non supervisée de courbes (voir Dabo-Niang, Ferraty et Vieu, [3]).

Nous présentons dans la Section 2 un estimateur de type non paramétrique, construit à partir d’un e
à noyau de la densitéf . Dans la Section 3, la convergence presque sûre de notre estimateur est établie (cf. Th
rème 3.2) lorsque la densitéf est continue et strictement positive surC. Nous supposons que la mesure domina
µ estσ -finie, diffuse et est telle que 0< µ(A) < ∞, pour toute boule ouverteA incluse dansE. D’autres hypo-
thèses surµ sont imposées dans la suite. La Section 4 est consacrée au cas où la loi de probabilité deX satisfait une
condition de concentration et quand l’estimateur de la densité n’est rien d’autre que l’estimateur usuel de
Rosenblatt. Notre démarche repose sur une hypothèse fondamentale qui peut s’interpréter en terme de dimens
fractale de la loi deX. Cette hypothèse s’exprime de la façon suivante : soitψ(.) une fonction croissante à valeu
dans]0,+∞[. On suppose :

lim
t→0

sup
x∈C

∣∣∣∣P(X ∈ B(x, t))

ψ(t)
− f (x)

∣∣∣∣ = 0, (1)

oùB(x, t) désigne la boule ouverte de centrex et de rayont pour la topologie associée à la semi-norme‖ · ‖. Pour
terminer, la Section 5 met en évidence le lien entre l’hypothèse (1) et la notion de processus fractal, on
aussi quelques commentaires.

2. Présentation des estimateurs de f et de θ

On s’intéresse à l’estimation du modeθ à partir desn observations indépendantes(Xi)i=1,...,n de la variable
X. Avant de construire cet estimateur, nous avons besoinde définir un estimateur de la densité de probabilitéf .
L’estimateur à noyaufn def est défini par :

∀x ∈ E, fn(x) = 1

nax
n

n∑
i=1

Kn

(‖Xi − x‖), (2)

où (Kn)n est une suite de fonctions à valeurs positives et(ax
n)n une suite de réels strictement positifs.

L’estimateurθ̂n du modeθ est alors défini comme étant l’un des maxima de l’estimateur de la densité :

θ̂n ∈ argmax
C

fn. (3)

Il s’agit d’une adaptation de l’estimateur introduit par Parzen [7] au cas où la variableX est à valeurs dans u
espace semi-normé. Parzen a donné des conditions de convergence deθ̂n dans le cas oùE = R, et de nombreux
auteurs se sont ensuite attachés à étudier cet estimateur.Dans le cadre multivarié, d’autres auteurs ont étudié
version simplifiée dêθn (voir Abraham, Biau et Cadre [1], pour les aspects les plus récents).

On se restreint à des noyaux qui vérifient les hypothèses (4)–(8) ci dessous :

∀δ,0 < δ � +∞, lim
n→∞ sup

x∈C

∣∣∣∣ 1

ax
n

∫

‖y−x‖<δ

Kn

(‖y − x‖)dµ(y) − 1

∣∣∣∣ = 0, (4)

lim
n→∞ sup

(x,u)∈C×{u/‖u‖>δ}
1

ax
n

‖u‖Kn

(‖u‖) = 0. (5)

Il existe des constantesC > 0, β1 > 0, β2 > 0 qui vérifient :

sup
x∈C, y∈E

Kn

(‖y − x‖)/ax
n � CSn < ∞, ∀x1 ∈ C̊, ∀x2 ∈ C̊, ∀y ∈ C̊, (6)

∣∣∣∣ 1

a
x1

Kn

(‖y − x1‖
) − 1

a
x2

Kn

(‖y − x2‖
)∣∣∣∣ � CSβ2

n ‖x1 − x2‖β1, (7)

n n
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et où(Sn)n est une suite de nombres strictement positifs telle que

lim
n→+∞ Sn = +∞, et lim

n→+∞
n

Sn logn
= +∞. (8)

3. Résultat de convergence presque sûre

Lemme 3.1. Sous les hypothèses(4)–(8)et sif est continue et strictement positive surC, on a:

lim
n→+∞ sup

x∈C

∣∣fn(x) − f (x)
∣∣ = 0, p.s. (9)

Schéma de la preuve. La preuve du résultat (9) se trouve dans (Dabo-Niang, Ferraty et Vieu, [3]) et s’obtie
montrant que l’estimateur est asymptotiquement sans biais :

lim
n→+∞ sup

x∈C

∣∣Efn(x) − f (x)
∣∣ = 0, (10)

en utilisant la continuité de la densitéf et le fait qu’elle soit strictement positive surC.
Puis en montrant que

lim
n→+∞ sup

x∈C

∣∣fn(x) − Efn(x)
∣∣ = 0, p.s., (11)

au moyen d’une inégalité exponentielle de type Bernstein.�
Théorème 3.2. Si f est continue et strictement positive surC et si les hypothèses(4)–(8)sont satisfaites, alors
on a:

lim
n→+∞ ‖θ̂n − θ‖ = 0, p.s. (12)

Schéma de la preuve. La continuité de la densitéf surC implique qu’il suffit de montrer que :

lim
n→+∞ f (θ̂n) = f (θ), p.s. (13)

On démontre pourn assez grand que :∣∣f (θ̂n) − f (θ)
∣∣ � 2 sup

x∈C

∣∣fn(x) − f (x)
∣∣. (14)

Le résultat (12) s’obtient alors en combinant (14) et le Lemme 3.1.�
4. Lien avec les probabilités de petites boules

Dans cette section, on s’intéresse au cas où la distribution de probabilité deX vérifie une condition de concen
tration et où l’estimateur de la densité est celui de Parzen–Rosenblatt. L’intérêt de ce cas particulier résid
possibilité d’interpréter nos résultats en termes de probabilité de petites boules. Il montre aussi que les hypothès
techniques introduites dans la Section 2 ne sont pas réellement restrictives.

Notre démarche repose sur l’hypothèse de concentration (1). Nous considérons le cas particulier de l’e
de la densité défini par :

∀x ∈ E, fn(x) = 1

nC(K,ψ,hn)

n∑
i=1

K
(‖Xi − x‖/hn

)
, (15)

oùK est un noyau tel que :

support(K) = [0,1], K(1) = 0 et − ∞ < κ2 � K ′(t) � κ1 < 0, t ∈ [0,1], (16)
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et où C(K,ψ,hn) = ∫ 1
0 K ′(t)ψ(hnt)dt ne dépend pas dex, avec(hn)n une suite de nombres strictement posi

telle que :

lim
n→+∞ hn = 0, et lim

n→+∞
nψ(hn)

logn
= +∞. (17)

Si on considère seulement des fonctions de concentrationψ vérifiant

∃c > 0, ∃ε0 > 0, ∀ε � ε0,

ε∫

0

ψ(t)dt > cεψ(ε). (18)

Alors le résultat donné dans la section précédente peut être reformulé comme suit.

Corollaire 4.1. Si f est continue et strictement positive surC et si les hypothèses(1), (16)–(18)sont vérifiées
alors on a:

lim
n→+∞ ‖θ̂n − θ‖ = 0, p.s. (19)

Schéma de la preuve. On montre que les hypothèses (4)–(8) sont satisfaites avecax
n = C(K,ψ,hn), Kn(u) =

K(u/hn) etSn = 1/ψ(hn). �
5. Commentaires

Le cas de la Section 4 est assez général pour inclure beaucoup de possibilités d’applications pratiques. Un
particulier important est celui où la fonction de concentration est de la forme :

ψ(ε) ∼ εγ , avecε → 0. (20)

L’hypothèse technique (18) est alors satisfaite, et le processusX est communément appelé processus fractal (d
mension fractaleγ ). Un tel modèle est souvent utilisé en statistique fonctionnelle (voir Ferraty et Vieu [4], pou
liste de références plus exhaustive, et Gasser et al. [5], pour une récente utilisation en estimation du mode). Il f
aussi noter que l’hypothèse (18) est vérifiée pour un certain nombre de processus à temps continu usue
nien fractionnaire : siC est contenu dans l’espace de Cameron–Martin, processus d’Ornstein–Uhlenbeck. . . ) et
lorsque la semi-norme est une norme classique (voir Li et Shao [6], pour les expressions de la fonctionψ dans ces
cadres là). Pour terminer, notons que la condition (20) peut aussi être utilisée en estimation de la densité
espace de dimension finie (voir Berlinet et Levallois [2]).
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