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Résumé

Dans cette Note, nous montrons un théorème sur l’extension d’un courantT négatif (ou positif) psh (i.e. tel queddcT � 0)
avec condition sur les tranches relatives à certaines coordonnées. Ce théorème généralise le théorème d’extension pour u
courant positifd-fermé avec condition sur les tranches, dû à El Mir–Ben Messaoud. Pour cela, nous démontrons une inégalité
de type Chern–Levine–Nirenberg pour un courant positif (ou négatif) psh, qui généralise des inégalitées obtenues par Bedfo
Taylor, Demailly et Sibony dans le cas de courants positifs fermés. Nous démontrons enfin uneinégalité de type Oka pour un
courant positif psh, généralisant ainsi un résultat antérieur de Ben Messaoud–El Mir pourdes courant positifs ayant unddc

négatif.Pour citer cet article : M. Toujani, H. Ben Messaoud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Extension of negative plurisubharmonic current with condition on the slices. In this Note, we prove a theorem on th
extension of a negative (or positive) plurisubharmonic currentT (i.e. such thatddcT � 0) with condition on the slices with
respect to some coordinates. This theorem generalizes a result proved by El Mir–Ben Messaoud relative tod-closed positive
currents with a condition on slices. The method consists first of proving a Chern–Levine–Nirenberg inequality for a
(or negative) psh current, which is a generalization of results obtained by Bedford–Taylor, Demailly and Sibony ford-closed
positive currents. Also we prove an Oka type inequality for positive psh currents, thereby generalizing former results
Messaoud–El Mir concerning positive currents with a negativeddc. To cite this article: M. Toujani, H. Ben Messaoud, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

We first prove the following theorem generalizing the Chern–Levine–Nirenberg inequality [5] to a posit
negative) non necessarily closed current.

Theorem 0.1. LetT be a positive psh current of bidimension(p,p) on an open setΩ1 of Cn such that1 � p � n,
and letv1, . . . , vq be pshC2 functions onΩ1 such that1 � q � p. Let K,L be two compact subsets ofΩ1 such
that K ⊂ L̊. Then there exists a positive constantCK,L independent ofT and vj such that‖T ∧ ddcv1 ∧ · · · ∧
ddcvq‖K � CK,L‖T ‖L

∏q
j=1 ‖vj‖∞(L) where∞(L) means sup norm onL.

The following is an Oka type inequality for a positive psh current. The case of a positive currentT with
ddcT � 0 was proved by Ben Messaoud–El Mir [2].

Proposition 0.2. LetT be a positive psh current of bidimension(p,p) on an open setO ⊂ Cn such that1� p � n;
let v be a pshC2 function,v � −1 on O such thatO ′ = {z ∈ O, v(z) < 0} ⊂⊂ O . Let K be a compact subse
of O such thatK ⊂ O ′. ConsidercK = −supz∈K v(z), s an integer1 � s � p and u a pshC2 function onO ′
with −1� u < 0. We have

∫
K

T ∧ (ddcu)p � c−s
K

∫
O′ T ∧ (ddcv)s ∧ (ddcu)p−s + c

K,O′ ‖ddcT ‖
O′ ‖v‖s

∞(O′) where

c
K,O′ is a positive constant which depends only onK andO ′.

Our main theorem is:

Theorem 0.3. LetA be a closed complete pluripolar subset of the open unit polydisk∆n ofCn andT a negative psh
current of bidimension(p,p) on ∆n \ A such that1 � k � p � n. Suppose that: (i) there exists a non pluripola
subsetF of ∆k such that for anya ∈ F , the slice〈T ,π, a〉 exists and is of locally finite mass in a neighborhood
every point ofA; (ii) there exists0 � r < 1 such thatT is of locally finite mass in a neighborhood of every point{

z = (z′, z′′) ∈ ∆n; r < |z′′|}.
ThenT extends to a negative psh currentT̃ on∆n, and we havẽddcT = ddcT̃ +S, whereS is a closed negative

current supported byA.

We also prove a similar theorem for positive psh currents.

1. Introduction

Nous démontrons d’abord une inégalité de type Chern–Levine–Nirenberg [5].

Théorème 1.1. SoientT un courant positif(ou négatif) psh de bidimension(p,p) dans un ouvertΩ1 deCn tel
que1 � p � n etv1, . . . , vq des fonctions psh de classeC2 dansΩ1 avec1 � q � p. SoientK etL deux compacts
deΩ1 tels queK ⊂ L̊. Alors il existe une constanteCK,L indépendante deT et desvj telle que:

‖T ∧ ddcv1 ∧ · · · ∧ ddcvq‖K � CK,L‖T ‖L

q∏
j=1

‖vj‖∞(L) (1)

où∞(L) désigne la norme du sup surL.

Ce théorème généralise l’inégalité de [5] pourun courant positif non nécessairement fermé.

Remarque 1.

• (1) améliore une inégalité de Sibony [11] où la quantité‖dT ‖L, supposée finie, intervient dans le seco
membre.
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• Il semble que le cas où les fonctionsvi sont psh localement bornées soit encore ouvert.
• L’inégalité(1) pour un courant positif fermé a été démontrée parBedford–Taylor [4] (voir aussi Demailly [6])
• L’article [2] démontre l’inégalité (1) pour le potentielU d’un courant positif fermé.

2. Preuve du Théorème 1.1 et enoncé du théorème principal

On se place dans un ouvert strictement pseudo-convexeΩ = {z ∈ Ω1, ρ(z) < 0} dansΩ1 tel queK ⊂ L̊ ⊂⊂ Ω ,
et oùρ est une fonction pshC∞ dans un voisinage de	Ω . Quitte à faire une récurrence surq , on peut suppose
q = 1.

Premier cas :p > 1. On peut supposer que−M � v � −1 avecM � 1. Soientβ = ddcρ et s > 0 tel que
L ⊂ Ωs := {ρ < −s}. SoientN2(| · |) un noyau régularisant surR2, max :(x1, x2) → max(x1, x2) et maxε :=
max∗N2,ε, avecN2,ε := 1

ε2N2(
·
ε
) ; la fonction maxε est convexe et séparément croissante en ses variables. P

wε = maxε(M
s
ρ, v) ; wε est pshC∞ dans un voisinage de	Ω , avecwε = v dansΩs et wε = M

s
ρ dansΩ \ Ω s

M
.

On a :
∫
K

T ∧ ddcv ∧ βp−1 �
∫
Ωs

T ∧ ddcwε ∧ βp−1 �
∫
Ω s

2M

T ∧ ddcwε ∧ βp−1. Soit f ∈ D(Ω s
3M

), f � 0 et

f = ρ surΩ s
2M

. On a :∫
Ω s

2M

T ∧ ddcwε ∧ βp−1 =
∫

Ω s
2M

T ∧ ddcwε ∧ βp−2 ∧ ddcf

=
∫

Ω s
3M

T ∧ ddcwε ∧ βp−2 ∧ ddcf − M

s

∫
Ω s

3M
\Ω s

2M

T ∧ βp−1 ∧ ddcf

=
∫

Ω s
3M

wεddcf ∧ ddcT ∧ βp−2 − M

s

∫
Ω s

3M
\Ω s

2M

T ∧ βp−1 ∧ ddcf

� c1‖wε‖∞(Ω s
3M

)‖ddcT ‖Ω s
3M

+ c2M‖T ‖Ω s
3M

donc∫
Ω s

2M

T ∧ ddcwε ∧ βp−1 � cK,Ω

(‖T ‖Ω s
3M

+ ‖ddcT ‖Ω s
3M

)
M or

‖ddcT ‖Ω s
3M

� c3‖T ‖Ω donc
∫
K

T ∧ ddcv ∧ βp−1 � CK,ΩM‖T ‖Ω i.e.

‖T ∧ ddcv‖K � CK,ΩM‖T ‖Ω. (2)

Quitte à couvrir le compactK par des boulesBj ⊂⊂ B ′
j ⊂⊂ L, il suffit de démontrer(1) pour deux boules

concentriques. Or dans ce cas,(1) n’est autre que(2) où v est remplacée par(v/‖v‖∞(L)) − 2 qui est à valeurs
dans[−3,−1], et on prendM = 3.

Deuxième cas :p = 1. On se place dansΩ1 × C. Soitπ1 la projection deΩ1 × C surΩ1 ; alors le courantπ∗
1 (T )

est un courant de dimension 2, on applique(1) pour ce courant et la fonctioñv = v ◦ π1 qui est pshC2 dans
Ω1 × C. On remplace le compactK parK × {|t| � 1} et Ω par un ouvert strictement pseudoconvexe à bord l
⊂ Ω × {|t| � r0} et contenantK × {|t| � 1}, avecr0 > 1 fixé. Par Fubini, on a encore(1). �

On a l’inégalité de type Oka suivante :

Proposition 2.1. SoitT un courant positif psh(i.e. ddcT � 0) de bidimension(p,p) dans un ouvertO ⊂ Cn tel
que1 � p � n, et soitv une fonction psh de classeC2, v � −1 dansO , telle queO ′ = {z ∈ O, v(z) < 0} soit
relativement compact dansO .
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SoitK ⊂ O ′ un compact et soitcK = −supz∈K v(z) ; alors pour tout entier1 � s � p et toute fonctionu psh
C2 dansO ′ vérifiant−1 � u < 0 on a∫

K

T ∧ (ddcu)p � c−s
K

∫
O′

T ∧ (ddcv)s ∧ (ddcu)p−s + c
K,O′ ‖ddcT ‖

O′ ‖v‖s

∞(O′)

où c
K,O′ une constante positive ne dépendant que deK et deO ′.

Pour la suite, nous aurons besoin des notations suivantes : soient∆n le polydisque unité deCn et T un cou-
rant de bidimension(p,p) sur ∆n = ∆k × ∆n−k avec 1� k � p � n. Pourz ∈ ∆n, on noteraz = (z′, z′′) avec
z′ := (z1, . . . , zk) et z′′ := (zk+1, . . . , zn). Soit π :∆n → ∆k , π(z) = z′. Soit α1 � 0 une fonction borélienne
support compact dans la boule unité deCk telle que

∫
Ck α1 dλk = 1 ; on appelle tranche deT en a ∈ ∆k et on

note 〈T ,π, a〉, la limite faible, quand elle existe, deT ∧ π∗( 1
ε2k α1(

z′−a
ε

) 1
4kk! (ddc|z′|2)k) quandε tend vers 0.

Soientα2 ∈D(∆n−k) une fonction positive telle que
∫
Cn−k α2 dλn−k = 1. Pourε > 0, on poseα1,ε(z

′) = 1
ε2k α1(

z′
ε
),

α2,ε(z
′′) = 1

ε2(n−k) α2(
z′′
ε

) etαε(z) = α1,ε(z
′)α2,ε(z

′′) et on noteTε = T ∗ αε .
On est maintenant en mesure de prouver le théorème principal

Théorème 2.2. SoitA un ensemble fermé pluripolaire complet du polydisque∆n et T un courant négatif psh d
bidimension(p,p) dans∆n \ A. Supposons que: (a) Il existe0 � r < 1 tel queT soit de masse localement fin
au voisinage des points de{z ∈ ∆n, r < |z′′|}. (b) Il existe un ensemble non pluripolaireF ⊂ ∆k tel que pour tout
a ∈ F , la tranche〈T ,π, a〉 existe sur∆n \ A, et soit de masse finie au voisinage des points deA.

Alors l’extension trivialẽT deT par zéro au dessus deA existe et c’est un courant négatif psh. De plus o
d̃dcT = ddcT̃ + S oùS est un courant négatif fermé porté parA.

Dans [2], on trouve un théorème analogue pour un courant positif fermé. Le lemme suivant est dû à [3] (Prop
sition 3.3).

Lemme 2.3. SoitT ∈ D′
p,p(∆n) un courant positif avecp � k et soita ∈ ∆k. Si 〈T ,π, a〉 existe, alors la limite

faible limε→0〈Tε,π, a〉 existe et vaut〈T ,π, a〉.

3. Preuve du Théorème 2.2

On adapte les techniques de [2] au cas d’un courant négatif pshT pour lequel on ne sait pas définirddcv ∧ T

quandv est psh localement bornée. Pour cela, nous utilisons leLemme 2 qui est une conséquence du théorème
connu d’Egorov. SoitB := {a ∈ ∆k, 〈T ,π, a〉existe} ⊃ F . Pourx ∈ ]r,1[, soitFx = F ∩x∆k. Comme une réunio
dénombrable d’ensembles pluripolaires est pluripolaire, il existet ∈ ]r,1[ tel queFt est non pluripolaire. Soien
1 > r0 > r1 > t ; d’après [12] il existe une fonctionf psh négative dansr1∆

n, de classeC∞ sur r1∆
n \ A telle

quer1∆
n ∩ A = {z ∈ r1∆

n, f (z) = −∞}. Pourj ∈ N∗, soitψj ∈ D((r0∆
n) \ A) positive etψj ≡ 1 au voisinage

der1∆n ∩ {f > −2j } et telle que(ψj )j croît vers la fonction caractéristique de(r0∆
n) \ A. Posonsβ = ddc|z|2,

fj (z
′) = 〈T ,π, z′〉(ψjβ

p−k) etfε,j (z
′) = 〈Tε,π, z′〉(ψjβ

p−k).
Soit (ε(m))m une suite de]0,1]2 et limm→+∞ ε(m) = (0,0).

Lemme 3.1. Avec les hypothèses du théorème précédent, il existe un compactK ⊂ r0∆
k non pluripolaire etM ∈

N∗ tels que: (a)Pour toutz′ ∈ K, |fj (z
′)| < M, ‖〈T ,π, z′〉‖ < M. (b) Pour toutj ∈ N∗, la suitefε(m),j converge

uniformément surK versfj .
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Fin de la preuve du Théorème 2.2. Par la formule de tranchage de [2] ou de Federer [10] on a∫
(r0∆

n)∩{f >−3j}
Tε(m) ∧ (ddcu∗

K)k ∧ ψjβ
p−k =

∫
K

〈Tε(m),π, z〉(ψjβ
p−k)dµK

:=
∫
K

fε(m),j (z)dµK := uε(m),j →
∫
K

fj (z)dµK � MµK(K) d’après l’hypothèse (b).

Soit M1 > MµK(K) ; il existe mj > 0 tel que∀m � mj , on a |uε(m),j | � M1 i.e.
∫
r0∆

n∩{f >−3j} −Tε(mj ) ∧
(ddcu∗

K)k ∧ ψjβ
p−k � M1 et donc

∫
r1∆

n∩{f >−2j} −Tε(mj ) ∧ (ddcu∗
K)k ∧ βp−k � M1. Quitte à considére

Tε(mj ) ∧ βp−k, on peut supposerp = k. D’autre part poura < b deux réels dans]r, r1[, la fonction v(z) :=
max(u∗

K(z), 1
b2−a2 (|z′′|2 − b2)) vérifie−1 � v < 0 dansb∆n etv = u∗

K sur{|z′′| � a} d’où :∫
b∆n∩{f >−2j}

−Tε(mj ) ∧ (ddcv)k

=
∫

b∆k×{|z′′|<a}∩{f >−2j}
−Tε(mj ) ∧ (ddcu∗

K)k

︸ ︷︷ ︸
I

+
∫

b∆k×{a�|z′′ |<b}∩{f >−2j}
−Tε(mj ) ∧ (ddcv)k

︸ ︷︷ ︸
J

.

On aI � M1 et par l’hypothèse (a) on aJ � M ′ avecM ′ > 0 constante ; donc
∫
b∆n∩{f >−2j} −Tε(mj ) ∧ (ddcv)k �

M1 + M ′ = M0. Soit Kj = b∆n ∩ {f > −j }. D’après la Proposition (2-2) de [2] on a
∫
b∆n∩{f >−j} −Tε(mj ) ∧

(ddcu)k � C−s
Kj

∫
{f >−2j}∩b∆n −Tε(mj ) ∧ (ddcv)k � M0 carCKj = −supKj

v � 1. Pour finir la démonstration, o
utilise le lemme élémentaire suivant (cf. par exemple [7]).

Lemme 3.2. Soit (hm) une suite de fonctions semi-continues supérieurement sur un ouvertΩ ⊂ Cn décroissante
vers une fonctionh. Soit(µm)m une suite de mesures positives qui converge faiblement vers une mesureµ surΩ .
Alors toute valeur d’adhérence faibleν de la suite(hmµm) vérifie : ν � hµ.

Suite de la preuve du Théorème 2.2. On a(µj = −Tε(mj ) ∧ (ddcu)k)j est une suite de mesures positives,
converge faiblement vers la mesure positiveµ = −T ∧ (ddcu)k et (hj = 1b∆n∩{f >−3j})j est une suite de fonction
sci ethj ↗ h = 1b∆n\A ; donc d’après le Lemme 3.2 on a∫

b∆n\A
−T ∧ (ddcu)k � lim inf

j→+∞

∫
b∆n∩{f >−3j}

−Tε(mj ) ∧ (ddcu)k � M ′
0. (∗)

Soit G ⊂⊂ ∆n ; quitte à travailler avecr ′ > r0, on peut supposer queG ⊂ r0∆
n. On applique alors(∗) avec

u(z) = |z|2 − 1, on aura
∫
G\A −T ∧ (ddc|z|2)p < +∞ ; doncT est de masse localement finie etT̃ existe. Ceci

implique d’après [9] quẽddcT existe et on ãddcT = ddcT̃ + S, avecS un courant négatif fermé porté parA. Par
conséquent̃T est un courant négatif psh.�
Théorème 3.3. SoientA un ensemble fermé pluripolaire complet de∆n etT un courant positif psh de bidimensio
(p,p) dans∆n \ A avecp � k + 1 ; supposons que: (a) Il existe0 � r < 1 tel queT et ddcT soient de mass
localement finie au voisinage des points de{z ∈ ∆n, r < |z′′|}. (b) Il existe un ensemble non pluripolaireF ⊂ ∆k

tel que pour touta ∈ F , les tranches〈T ,π, a〉 et 〈ddcT ,π, a〉 existent sur∆n \ A, et soient de masse finie a
voisinage des points deA.
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Alors l’extension trivialeT̃ de T par zéro au dessus deA existe et c’est un courant positif ; de plus on
d̃dcT = ddcT̃ + S, oùS est un courant positif fermé porté parA.

4. Preuve du Théorème 3.3

D’après [2], l’extension trivialẽddcT du courantddcT existe et c’est un courant positif fermé dans∆n. Soit
U le potentiel local associé au courant̃ddcT dans∆n ; posonsZ = U − T , alorsZ est un courant négatif psh e
dehors deA et on a :〈Z,π,a〉 = 〈U,π,a〉 − 〈T ,π, a〉. D’après [1],〈U,π,a〉 existe sauf sur un pluripolaire de∆k

doncZ vérifie les conditions du Théorème 2.2 d’où̃Z existe et donc̃T existe et il est positif ; de plus d’après [9
il existe un courantS positif fermé, porté parA, tel qued̃dcT = ddcT̃ + S. �

Comme application, nous obtenons le théorème suivant démontré par [8].

Théorème 4.1. Soient0 < r < 1, A un ensemble fermé pluripolaire complet de∆n et v une fonction psh dan
(∆n \ A) ∪ {z ∈ ∆n, |z′′| > r}, telle qu’il existe un ensemble non pluripolaireF ⊂ ∆k tel que pour touta ∈ F , la
fonctionv(a, ·) se prolonge en fonction psh sur∆n−k alors v se prolonge en fonction psh dans∆n.
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