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Résumé

Dans cette Note, nous donnons deux applications aux sommes multiples elliptiques d’Apostol–Dedekind–Zagier dj étudiée
[Bayad, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004) ; DOI : 10.1016/j.crma.2004.07.018]. Ces sommes sont définies à
certaines formes de Jacobi de deux variablesDτ (z;ϕ), où τ est dans le demi-plan de Poincaré. Pourϕ fixé et Im(τ) → ∞,
ces sommes elliptiques redonnent les sommes multiples classiques de Dedekind étudiées par Zagier [Math. Ann. 202 (197
149–172], ainsi que les sommes d’Apostol [Duke Math. J. 17 (1950) 147–157 ; Pacific. J. Math. 2 (1952) 1–9]. Nous ex
une loi de réciprocité à la Dedekind satisfaite par ces sommes classiques.Pour citer cet article : A. Bayad, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Applications to elliptic Apostol–Dedekind–Zagier sums.In this Note, we give two applications to our work [Bayad, C.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 339(2004); DOI: 10.1016/j.crma.2004.07.018] concerning multipleelliptic Apostol–Dedekind–Zagie
sums. These elliptic sums are defined by means ofcertain Jacobi modular forms of two variablesDτ (z;ϕ). When Im(τ) → ∞,
these elliptic sums give the classical Apostol–Dedekind–Zagier multiple sums [Apostol, Duke Math. J. 17 (1950) 147–15
Pacific. J. Math 2 (1952) 1–9; Zagier, Math. Ann, 202 (1973) 149–172]. We give a reciprocity law for these sums.To cite this
article: A. Bayad, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Dans ce qui suit, les notations sont les mêmes que dans [3].

1. Etude des formes de JacobiDτ(z;ϕ) : cas où Im(τ ) → ∞
SoientH le demi-plan supérieur etτ ∈ H. On considère alors le réseau complexeL = Zτ + Z. Suivant [3], la

forme de Jacobi associée au réseauL, notéeDτ (z;ϕ), est définie par la fonction de KleinKL(z)

Dτ (z;ϕ) = e
(
EL(z,ϕ)/2

) KL(z + ϕ)

KL(z)KL(ϕ)
; KL(z) = ze− 1

2zz∗ ∏
�∈L, � �=0
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)
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is de la

s

[5]
où, écrivantz = z1τ + z2 avecz1, z2 ∈ R, on notez∗ = z1η1 + z2η2 et η1 = η(τ,L) et η2 = η(1,L) les périodes
de « deuxième espèce » associées aux périodes de « première espèce »τ et 1.

La fonctionDτ est méromorphe par rapport à la première variable, mais elle perd son analyticité vis-à-v
seconde variable ; en contrepartie elle vérifie plusieurs propriétés intéressantes confère [3].

De plus, lorsque Im(τ ) → ∞, on obtient

(i) Pour toutz ∈ C\L. On a alors,

lim
Im(τ )→∞Dτ (z,ϕ) =




π(cot(π{ϕ}) + cot(π{z}))e−2iπ[z1]{ϕ2} si (z1, ϕ1) ∈ Z2,

π(cot(π{ϕ}) − i)e−2iπ[z1]{ϕ2} si ϕ1 ∈ Z, z1 /∈ Z,

π(cot(π{z}) − i)e2iπ{ϕ1}z2−2iπ[z1]{ϕ2} si z1 ∈ Z, ϕ1 /∈ Z,

0 si z1 /∈ Z, ϕ1 /∈ Z,

où l’on a posé{z} = {z1}τ + {z2} et [z] = [z1]τ + [z2], où {z1}, {z2} sont les parties fractionnaires dez1, z2
(resp.[z1], [z2] sont les parties entières dez1, z2) habituelles carz1, z2 ∈ R.

(ii) Pour toutϕ ∈ R\Z, on a

lim
Im(τ )→∞dj (ϕ) =




B2l

(2l)! (2π i)2l = −2ζ(2l) si j = 2l, l � 0,

πcot(πϕ) si j = 1,

0 sinon.
(iii) Pour toutϕ = ϕ1τ + ϕ2 ∈ C avecϕ1 ∈ R\Z, on a :

lim
Im(τ )→∞dj (ϕ) = Bj ({ϕ1})

j ! (2π i)j

oùBj (X) est lej -ième polynôme de Bernoulli.

Le (i) se déduit de [3]1. (d), (ii) et (iii) se déduisent du développement de Laurent de la cotangente. Rappelon
la définition des sommes elliptiques multiples d’Apostol–Dedekind–Zagier [3].

Définition 1.1.Pour toutp élément non nul deOL\O×
L et tous entiers naturelsm,k, on définit

(i) la somme elliptique de Dedekindd(p;a1, . . . , an;m,ϕ, z, τ ) paramétrée par les complexesϕ, z :

d(p;a1, . . . , an;m,ϕ, z, τ ) = 1

p

∑
w∈L/pL\{0}

e
(
EL(w,ϕ)

)
Dτ

(
z + w

p
;ϕ

)m n∏
k=1

Dτ

(
ak

w

p
;ϕ

)
.

(ii) la somme elliptique multiple d’Apostol–Dedekind–Zagier paramétrée parϕ

Sk(p;a1, . . . , an;m,ϕ, τ) = 1

p

∑
w∈L/pL\{0}

e
(
EL(w,ϕ)

) 1

k!
dk

dzk

{
Dτ

(
z + w

p
;ϕ

)m}
|z=0

n∏
j=1

Dτ

(
aj

w

p
;ϕ

)
.

2. Application 1 : Sommes multiples de Dedekind–Zagier à paramètre

Dans cette Section, on se donnea0, . . . , an entiers naturels deux à deux premiers entre eux et> 1. Nous nous in-
téréssons ici aux sommes suivantes, à paramètresϕ ∈ R\Z etm ∈ N, qui généralisent celles étudiées par Zagier
(correspondant àϕ = 1

2)

d(al;a0, . . . , ǎl , . . . , an;m,ϕ) = 1

al

al−1∑
k=1

(
cot

(
πk

al

)
+ cot(πϕ)

)m ∏
0�j �=l�n

(
cot

(
πkaj

al

)
+ cot(πϕ)

)
.
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sultat

n

La méthode qu’on a utilisé pour montrer le Théorème 2.1 [3] permet de donner une version plus générale au ré
de Zagier [5], en faisant tendre Im(τ ) → ∞. D’une manière précise, on obtient

Théorème 2.1.Soientm ∈ N, d � 2 divisanta0 + · · · + an + m. Alors pour toutϕ = k
d

, 1 � k � d − 1, on a

n∑
l=0

d(al;a0, . . . , ǎl , . . . , an;m,ϕ) = sin(πϕ(n + m + 1))

sin(πϕ)m+n+1 − in+m ln+m(

m fois︷ ︸︸ ︷
1, . . . ,1, a0, . . . , an;ϕ)

a0 · · ·an

,

où l’ on a posé

ln+m(

m fois︷ ︸︸ ︷
1, . . . ,1, a0, . . . , an;ϕ = k/d)

a0 · · ·an

= (−i)n+m Res

((
cot(z) + cot(πϕ)

)m
n∏

j=0

cot(ajz) + cot(πϕ)

)
∣∣z=0

.

Démonstration. Il suffit de reprendre la preuve du Théorème 2.1 [3], en introduisant la fonction

x → f (x,ϕ) = (
cot(z) + cot(πϕ)

)m
n∏

j=0

cot(aj z) + cot(πϕ)

qui est la limite de la fonction, introduite pour prouver le Théorème 2.1 [3],

x → F(x,ϕ) = DL(x;ϕ)m
n∏

k=0

DL(akx;ϕ),

quand Im(τ ) → ∞, x,ϕ ∈ R\Z. Puis, on applique le théorème des résidus à la fonctionx �→ f (x,ϕ).

Remarque 1.Dans [4], on sait queln(a0, . . . , an,ϕ = 1
2) = Lk(p1, . . . , pk), k = n

2 oùpi , i = 1, . . . , k, est lei-ème
polynôme élémentaire symétrique ena0, . . . , an etLk le polynôme de Hirzebruch connu par les topologistes.

3. Application 2 : Sommes d’Apostol

On applique le Théorème 3.2 [3], pourn = 1 etm = 1 ou 2. On obtient le résultat suivant :

Théorème 3.1.Soienta0, a1 éléments non nuls deOL\O×
L . Alors, pour toutϕ paramètre de point de 2-divisio

non nul deC/L et toutk ∈ N, on a

(i) Si a0 + a1 ≡ 1 (mod2OL), alorsSk(a0, a1;1, ϕ, τ ) + Sk(a1, a0;1, ϕ, τ ) est égale à


0 si k est impair,

− 1

a0a1

( l+1∑
i=0

d2i(ϕ)d2l+2−2i(ϕ)a2i
0 a2l+2−2i

1 + (2l + 1)d2l+2(ϕ)

)
si k = 2l.

(ii) Si a0 + a1 ≡ 0 (mod 2OL), alorsSk(a0, a1;2, ϕ, τ ) + Sk(a1, a0;2, ϕ, τ ) est égale à


0 si k est pair,

− 2l

a0a1

(
(2l + 1)G2l+2(L) −

l+1∑
i=0

d2i(ϕ)d2l+2−2i(ϕ)a2i
0 a2l+2−2i

1

)
si k = 2l − 1.
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1, un

7.
En particulier siϕ = 1
2 et Im(τ ) → ∞ on déduit de ce théorème et des propriétés (i)–(iii) de la Section

résultat connu sur les sommes d’Apostol [1], p. 149, [2], p. 6. Plus precisément, on obtient

Corollaire 3.2 (Apostol revisité). Poura0, a1 entiers naturels premiers entre eux et> 1, on a

sk(a0, a1) + sk(a1, a0)

=




(−1)l4l+1

a0a1

( l+1∑
i=0

B2i

(2i)!
B2l+2−2i

(2l + 2− 2i)!a
2i
0 a2l+2−2i

1 + (2l + 1)
B2l+2

(2l + 2)!
)

si k = 2l,

0 si k impair,

où l’on a posé

sk(a0, a1) = 1

k!a0

a0−1∑
t=0

cot(k)

(
πt

a0

)
cot

(
πa1t

a0

)
.

Ceci peut être formulé d’une autre manière équivalente

Corollaire 3.3. Poura0, a1 entiers naturels premiers entre eux et> 1, on a

s̃k(a0, a1) + s̃k(a1, a0)

=




(−1)l(2π)2l+1

a0a1

( l+1∑
i=0

B2i

(2i)!
B2l+2−2i

(2l + 2− 2i)!a
2i
0 a2l+2−2i

1 + (2l + 1)
B2l+2

(2l + 2)!
)

si k = 2l,

0 si k impair,

où l’on a posé

s̃k(a0, a1) = 1

a0

a0−1∑
t=0

ζ

(
k + 1,

t

a0

)
cot

(
πa1t

a0

)

et ζ(s, x) := ∑∞
n=0(n + x)−s est la fonction zêta d’Hurwitz définie pour R(s) > 1 etx �= 0,−1,−2, . . . .

Cela résulte du Corollaire 3.2, compte tenu de la formule

πk+1 cot(k)(πx)

k! = (−1)kζ(k + 1, x) − ζ(k + 1,1− x), ∀x, |x| < 1, k ∈ N
∗.
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