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Résumé

Nous introduisons des analogues ellipies aux sommes multiples @edekind—-Zagier [Zagr, Math. Ann. 202 (1973) 149—
172] et aux sommes d’Apostol classiques [Apostol, Dikah. J. 17 (1950) 147-157]. Ces sonsmdliptiques sont définies a
partir de certaines formes de Jacobi de deux variablgs; ¢), out est dans le demi-plan de Poincaré. Nous prouvons une loi
de réciprocité pour ces sommes elliptiqueaur citer cet article: A. Bayad, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abstract

Multiple elliptic Apostol-Dedekind—Zagier sums.Let t € H (= upper half plane). We introduce an elliptic analogue of the
classical Dedekind—Zagier multiplerss [Zagier, Math. Ann. 202 (1973) 149-172] and Apostol sums [Apostol, Duke Math. J.
17 (1950) 147-157]. These sums are defined by means of certain Jacobi modular forms of two vagiéhles. We prove a
reciprocity law for these elliptic sums, which gives new tielas between some modular Jacobi forms of two variaflesite
thisarticle: A. Bayad, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abridged English version

Let ‘H be the upper half plane, € H, and letL be the complex lattice with basis, 1). For x,y € C, let
e(x) =¥ andEy (x, y) = = 22X First we define our Jacobi fori, as follows:

2i im(0)
Kr(z+¢)
D:(z,9)=e(EL(z, 2))—— 1
(z.9) =e(EL(z, 9)/ )ICL(Z)lCL(w) (1)
whereCy, is the well known Klein function of. [2], satisfying:
KL+ p)=xc(p)e(EL(p,u)/2)KL(u) )
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for eachp € L with x; (p) =1 (resp.—1) if p € 2L (resp.p € L — 2L). The functionD; is no longer analytic in
@ norint, but we have:

(i) lim,0zD(z,9) =1,
(i) Dr(z; 90+ p) = De(z;9), De(z+ p; ) =e(EL(p,9)) D (z;0) anyp € L,
(i) Dy(z; —p) = —D¢(—z;¢), D:(z,9) D (2, —9p) = 1.(2) — oL (¢), gL IS the Weierstrasg-function associ-
ated toL,
(iv) functional equationD; (z; p)e(—EL(z, ¢)) = D-(¢; 2).

The properties (i)—(iv) come from the above identity (2).

(v) Laurent expansiond. (z; ¢) = Y;50di(9)zi 1 with do(¢) = L, d2(¢) = 3di(e)? — 2p1.(9),

1 2n—1 '
Go(L) =5 Y (=D di(@)dn-i(g), Vn>2.
i=1

2n—1
di(—) = (=D*dr(p), Vk >0, dZn(q)):( 5 )

This comes from (lii).

Proposition 0.1.We putGo=—1, G2 = —gp(¢). LetOp ={x € L | xL € L} be the order associated tb. Then
foranyn e N andag, a1, ...,a, in OL\O; we have

n
k
aoar---ay | [eDr(@z; ) =) Milao, ..., an; 9, 7)7",
k=0 k>0

where the coefficient®y (ao, .. ., an; ¢, T) satisfy

My (ag, ...,an; ¢, T) = Z aéo---agldio(w)---din(go);

o+ =k
OSiO,-»-,in gk

Mi(ao, ..., an; —9, ) = (=D My (ao, . . ., an; ¢, 7);

1 : .
Mok (ao. ... an1 ¢ 7) = 5 > (Qo—1) - in—1)Gaig - Gaiaq°---al"

o+ tin=k
0i..eovin <k

2k—1
~3 Z (=D’ Mj(ao, ... ,an; ¢, T)Mu_j(ao, ..., an; ¢, T).
j=1

Now we state our main result.

Definition 0.2. Given p, ag, a1, az, .. ., a, coprime elements of,\ O/, we define the multiple elliptic Apostol—
Dedekind—Zagier sums (parametrizeddjyassociated t@; a1, ..., a, in OL\O;, by

1 1 ot w o \" . w
Sk(pat, ... ap;m 9, V) == Y e(EL(w,w))Ed—Zk{DrGJr;;w)} ]_[Dr<aj;;¢>-

weL/pL\{O} lz=0 j=1

Theorem 0.3(Reciprocity Law) Letd € O, \O; andm € N such thatag + - - - +a, +m =0 (modd Op). Then
for any ¢ parameterizing/-division point different from zero i€/ L and for allk € N, we have
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n 0 ifk>1,
|fm:0:—ZSk(Cl[;ClO,...,Cvl[,...,an;m,ga,‘c): Mn(aos"'saﬂ;(pir) ifk=0 (3)
1=0 apay---a, ’
n " Iy ( ) m times
. —i1(ag, ...,an; 9, T —
Ifm>1: ZSk(az;ao,--.,az,...,an;m,w,t)zzc,iH . z My, ..., 0,7)
1=0 1=0 aod1- - an
m—1 m times Y ( )
— k+i+1(ao, ..., an; @, T
+ 2 D ClyMnoi-a(L . L, ) T @
=0 aopdl---ap

Remark 1. The identity (3) is an elliptic analogue to Dedekindgegfer result [4]; thadentity (4) is an elliptic
analogue to Apostol result [1].

1. Formes de JacobD. (z; ¢)

SoientH le demi-plan supérieur ete H. On considere alors le réseau compléxe Zt + Z. On définit alors

la formeR-linéaire alternéet; (u, v) = %”‘I;’n‘(f;‘ (u,v) € C x C. Notons que les valeurs d&; surL x L sont

entiéres, et qué&; (z, 1) = —1. Dans toute la suite, on poser) = €7, x € C.
La forme de Jacobi associée au réseanotéeD. (z; ¢), est définie par la fonction de Kleif, (z)

K * i+t2(
Dr(z;(p)ze(EL(Zs(P)/Z)M : /CL(Z)ZZG_%ZZ 1_[ 1-% ez+%(z)27
KL(@)KL(p) teL, (0 ¢

ou, écrivant = z1t + z2 aveczy, z2 € R, on notez* = z1n1 + zon2 etn1 = n(t, L) etnz = n(1, L) les périodes de
«deuxiéeme espéce » associées aux periodes de « premiere espce »

La fonction D, est méromorphe par rapport a la premiére variable, mais elle perd son analyticité vis-a-vis de la
seconde variable ; en contrepartie elle vérifie plusieurs propriétés intéressantes :

(a) Iimz—)O 7D (z, (ﬂ) =1,;
(b) OnaD:(z; ¢+ p) = D:(z; ¢), D:(z+ p; ) =e(Er(p, 9))D:(z; 9),Vp e L;
(c) Elle vérifie D (z; p)e(—Er(z, ¢)) = D (¢; 2), D (z; =) = =D (=2 ¢) ;

(d) Elle admet une écriture en produit infini

1 1
_ 1 _1 -1
im(p) @74y = driy) (1= gH*(1 = q1qe+9) 1 — 47a5,)

imz

D:(z, ) =2mig,™" x — — s
@2 — g 2)(gl — gy 2 n>1 A= 424 L= qlg (L= qlqy)(1— glqg ™)

(e) Elle est liée ala fonctiop (z) de Weierstrass D (z, ¢) D (z, —¢) = 91 (z) — oL (¢), OU

1 1
PLE =5+ @n+DGaa)® et Ga(l)= Y —5, Va>2

n>1 y€L\{o}
Ces propriétés sont démontrées dans [2,3].

() Elle admet le développement de Laurent suivard;(z; ¢) = Z,»>O di(p)z'~1 avecdo(p) = 1, da(p) =

1d1(9)? = 1p1(@), dk(—p) = (=DFdi (@), Yk = 0,d2,(9) = 252 G2y (L) — 3 271D di (9)don—i (9),
Vn > 2. Ceci provient de (a) et (e).
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On a de plus

Proposition 1.1.0n convient qu&o = —1, G2 = —gp 1 (¢). Alors pour tout: € N, on a:

n
k
aoar---ay [ [eDe(@z; ) =Y Mi(ao, ..., an; ¢, 7)",
k=0 k>0

ou les coefficients vérifient les relations

Mi(ao. ....an; 0. 0)= Y a@---alrdig(@)---d;,(¢); (5)

o+ =k
OSiO,-»-,in gk

Mi(ao, ..., an; =9, 7) = (=D My (ao, ..., an; ¢, 7) ;

Y @io—1)-+-(2in — DGaig -+~ Gaiag® a2

ioF+-tin =k
0L, eonsin <k

2k 1
- = Z( 1)JM (ao, ...,an; 9, T)Moi—;(ao, ..., an; ¢, 7). (6)
] =1

M2k(“07 cees Qp; (ﬂ’ T) = E

Démonstration. Pour prouver (5), on forme le produit des développements de Laurebtdes, ¢), 0<i <n:

apai---ap l_[zD (axz; @) = n(alz)D (axz; @) = < Z dko(‘ﬂ)ao z ) (Z dy,, ((p)akn kn)

ko>0 kn >0

et de méme pouroas - - - a, [ [;_ozD< (axz; —¢). Pour conclure, on utilise le fait quBy (z; —¢) = —Dr.(—z; ).
L'Eq. (6) s’obtient en identifiantds coeffficients des séries de Laurent des deux fonctions suivantes :

[ [axzD:(arz: ) x [ JarzDe(arz: —o). | [(@r2)*(9r(arz) — pL()).
k=0 k=0 k=0

2. Sommes elliptigues multiples de Dedekind a parametre

Dans les Sections 2 et 3, on se doapguy, ay, . .., a, €léments non nuls dé.\ O/ et deux a deux premiers
entre eux. Pour toup élément non nul d&;\ O/ et tout entier naturet:, on définit la somme elliptique de
Dedekindd (p; as, . .., a,; m, ¢, z, T) paramétrée par les complexgx :

1
d(p;ai,....ap;m, 0,2, 7)== > e(EL(w,¢))D <z+—,<ﬂ> ]_[Dr<ak—,<ﬂ>

weL/pL\{0}
On a le résultat suivant :

Théoréme 2.1(Loi de réciprocité) Soitd € O\ O; non nul tels queig + - - - + a, +m =0 (modd Oy). Alors,
pour touty parameétre d’un point dé-division non nul deC/L,
M, (ag,...,an; ¢, T)

n
Sim=0, ona: Zd(ak;ao,...,ék,...,an;O,go,z,r):— p— . @)

Sil<m<detzesttelquew---a,z¢ L,ona:
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" _ m fois
. 1d — e
_Zd(ak;ao,...,ak,...,an;m,go,z,r) Zl—d—{an(a,x go)} My—1-1(1,...,1,¢,7)
k=0 1=0 lx=—z2
l d Mn—l(a()’ ---,an;@77:)
+ l—d—{Dr(X )" }| vz dod1---a, . (8)
=0

Démonstration. Prouvons (7) de ce théoreme. On considére la fonction auxiliaire suivante :F(x, ¢) =
[Ti—o D- (axx; ¢). Commeag + - - - +a, = 0 (modd Oy), la fonctionF est elliptique poul et admet, moduld,,
les poles suivants >, 0 <k < etw € L. lIs sont tous simples sauf= 0 qui est d’'ordre: + 1. En appliquant le
théoréme des résidus a la fonctior> F(x, ¢), on obtient

Z Z (EL (w, (ﬂ)) 1_[ D; <(1J ; (0) + ReS(F(x (p)) 0 =0.

weL/akL\ 0<j#k<n

Reste a calculer R€B(x, ¢))x=0. De la Proposition 1.1, on & (x, ¢) = ZDOW J=n=1 Donc,

ResF(x;¢)),_o= ao% M, (ao, ...,an; ¢, 7) €t (7) est ainsi prouve. La démonstration de (8) se fait de la méme
maniére. En effet, poun > 1, on considére la fonction :

n
X = Fu(x,9,2) =D (x +2:9)" | | Dr(arx: ).
k=0

Commeag + -+ + a, + m = 0 (moddOr), on déduit que cette fonction est elliptique pdur Ses poles,
modulo L, sont : 2,0 < k < avecw € L et —z. lls sont tous simples sauf = 0 qui est d'ordren + 1 et
x=—zestd ordrem. On applique a nouveau le théoréme des résidus a la fonctionF,, (x, ¢, z), et I'on
obtient) "} _od(ak; ao, ..., ak,....ap;m, ¢, z,7) + ReSFy, (x; ¢, 7))o + Re<Fu(x; 9,2)),__, = 0. Il reste
a calculer Re@ (x, ¢, 2))|,_ et ResFy,(x, ¢,2)),__.. En développant la fonction x — D:(z + x; ¢)"
au voisinage der = 0 (resp. les fonctions — D-(z + x; )" et x — [[;_o D-(arx; ¢) au voisinage de
. i i

x = —z), on obtient : D (z + x; q))m = Y50 h Dz + x9N, _ox' = Ym0k D (x5 )"} !
Donc, ResF,, (x: ¢, 2)|,_o = Yo 3 L{D: (x: )"}, L2ot0-0i0.T) De mame on a D- (z + x; )" =

apdi---dn

!/
Y isoMjao, ..., an; 9. 0)(x + 277 et [[j_o De(arx; @) = 350 7 {1 Dr (@ix, )},—_.(x + 2)!. On

m fois

. _ m—11 d n . . H A
conclutque : Re§, (x, ¢, 2))|,—_. = > 1o ﬂw{ni:o D (aix; )} Mmn—1-1(1, ..., 1 ¢, 7), ce qui acheve
la démonstration du théoréme.

3. Sommes elliptiques d’Apostol-Dedekind—Zagier

Dans cette section nous définissons les sommes elliggi multiples d’ApostoBedekind—Zagier, puis nous
prouvons gu’elles satisfont une loi de réciprocité a la Dedekind.

Définition 3.1. Soit p € 0.\ O/ et non nul. On définit la somme elliptiqueultiple d’Apostol-Dedekind—Zagier
(paramétrée pay) associée aux entieys as, ..., a, non nuls deO; \ O/, par

1 1 d w o \"
Se(pias,.oanimp =" 3 e(EL(w,@)5a7iD e ]_[Df aj .y

weL/pL\{0} lz=0 j=1
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Théoréme 3.2Loi de réciprocité)Soientd € 0.\ O etm € Ntels querg+---+a,+m =0 (modd OL). Alors,
pour touty parametre de point dé-division non nul deC/L et toutk € N, on a:

n 0 sik>1,
SIm:O: _ZSk(al;a()’"'5&17"'7an;m7§07f)= Mn(ao,...,an;(p,f) slk:o, (9)
[=0 apay - --dn
n
Sim>1: —ZSk(al;ao,...,Zzl,...,a,,;m,gp,r) (10)
1=0
n My ) m fois
—i(ao, ...,an; 0, T —_——
:chlc+l . - My (L, ..., 1L 0, 7)
aoal...an
=0
m—1 m fois M
— ao, ..., 0, @, T
TR {1 VAN PR LUEL R (12)
=0 aopail---dn

Démonstration. La formule (9) résulte de la formule (7) du Théoréme 2.1. Prouvons la formule (10) : il s’agit

d’évaluer le résidu enx = 0 de la fonction produit :G(x, ¢)F(x, ¢), avec G(x, ¢) = k—lld‘i—kk{Dr(x;ga)m} et
F(x,9) = [1j_o D (akx; ¢), sachant que I'une admet en= 0 un pble d’'ordre—(m + k) et I'autre un pole
d’'ordre —(n + 1). Mais le développement en série dale chacune de ces deux fonctions résulte des notations

introduites dans la Proposition 1.1 : pauitx, ¢) on a

m—1 00 m fois
——
G, 9)= (DY Chgmor—1x TV 3L gmprsax! avecg, =M, (1,.... 1 9. 1),
=0 =0

tout entierr € N; tandis que pourF (x, ), on a F(x,¢) = Y g fuix "D + 370 furis1x! avec f, =

Mslao....anip.T) tout entiers € N. Le coefficient dex—1 dans le produit de ces deux séries de Tayloresst

aopay---dn
donc (]Iorsquen >1):

m—1 [ee)
(=)f Z C]lc+[gm—l—lfn+k+l+l + Z C;[(+1fn—lgm+k+l,
=0 1=0

comme annonceé par la formule (10).
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