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Résumé

La tarification actuarielle bonus-malus du modéle de ciltdilparamétrique de mélange de lois de Poisson est-elle trop
différenciée ? Pour répondre a cette question, nous élargissons le modéle de mélange de lois de Poisson en considérant
mélange de lois binomiales négatives. Le coefficient de corrélation entre les nombres annuels de sinistres pour un individu peu
alors étre ajusté, et nous calaok les différences de tarification engendréepaouveau modéle de cibité paramétrique.
Dans une application & un portefeuille amtabile, I'ajustement deal corrélation peut conduire &sl différences tarifaires
réduites par rapport a celles du modéle classi&oar citer cet article: D. Pierre-Loti-Viaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Parametric credibility, correlation and bonus-malus rating. Is an actuarial rating of bonus-malus type based on the
parametric credibility model of mixed Poisson distributions too differentiated? To answer this question, we enlarge the model
of mixed Poisson distributions by considering mixed negative binomial distributions. The correlation coefficient between the
annual claim numbers for an individual can then be adjusted, and we calculate the differences between the ratings coming
from this new model of parametric credibility. An application of these results to a car portfolio shows that adjustment of the
correlation may yield significantly smaller rating differences than those coming from the classical Mood&.this article:

D. Pierre-Loti-Viaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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1. Introduction

Nous nous intéressons aux modeles de crédibilité paramuétsur le nombre de sinistres (voir, par exemple,
[4,5] et [7]). La question que nous traitons est la suigaré modéle de mélange de lois de Poisson utilisé pour in-
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troduire une dépendance entrs tombres successifs de sinistres d’unlgcpal’assurance ne permet pas d'ajuster
la corrélation observée entre ces nombres de sinistregstie seul modéle de crédibilité paramétrique développé
dans la littérature actuarielle. Nous proposons ici de cénside modele de mélange de lois binomiales négatives
pour ajuster la corrélation observée entre les n@mbuccessifs de sinistres, et nous donnons une évaluation de
son influence dans le calcul de la tarification a posteriori en considérant le cas de valeurs des paramétres usuelle
en assurance automobile.

Soit K fixé dans{1, 2, ...} et un portefeuille constitué d& polices d’assurance. Pour I'exercicet € N,
les observation®/1(¢), ..., Nk () donnent le nombre de sinistres de chacune des polices d’assurance de ce por-
tefeuille. On suppose qu’a l&@®™e police est associée une variable aléat@ire prenant ses valeurs dads
sous-ensemble borélien tfe et qui mesure la qualité du risque de cette police. On suppose aussi que les suites
6k, Nk (0), N (D), ...), ke {1,..., K}, sont des réalisations indépendantes et équidistribuées d’'une méme loi de
probabilité, définie su® x NN, et vérifiant, pour touk € {1, ..., K}, tout borélienB c ©, tout ¢ € N, et tout
(io, ..., i¢) e N1 :

P({9k€B}ﬂ{Nk(O)=io}ﬂ---ﬂ{Nk(€)=ie})Z/Pe(io)---Pe(iz)dQ(G), )
B

ou Q est une loi de probabilité s et (Py, 8 € ®) est une famille de lois de probabilité sNr

Le modéle (1) le plus étudié dans la littérature actuarielle est celyiPpLp € ®) est la famille des lois de
Poisson (voir, par exemple, [1,4,5,7,10]). Deux autres modéles de crédibilité sont cé®y, 80 O) est la
famille des lois binomiales ou bien celle des lois binomiales négatives (voir [4]). Ces deux derniers modéles sont
cependant trés peu étudiés, et une comparaison entre ces trois modeles de crédibilité paramétrique inexistante ;
points sont I'objet principal du travail figurant dans [9].

Nous présentons dans cette Note des points issus de [9] et comparons sur un exemple les deux modéles ¢
crédibilité correspondant aux lois de Poisson et aux lgisiniales négatives. La Section 2 utilise les résultats de
[8] pour construire un modéle incluant ces deux typesoiedt conduisant a une expression simple des premiers
moments du nombre de sinistres et de la corrélation entre les nombres de sinistres. Dans la Section 3, nous prése
tons une méthode de calcul approché de l'indice de fréquice, ¢ € {1, 2, ...}, qui est défini sulN’ et vérifie,
pour(ng, ...,n;—1) € N’ :

I(t5n05 "'anl‘—l) ZE(Nt/NOZn()’ "'aNt—lznl‘—l)/ENla (2)

cet indice représentant, dans le cas du modele collectif d’assurance, le rapport entre la prime pure du tarif bas
sur I'expérience de sinistralité, tadft bonus-malus, et la prime pure clagse [4]. Dans la derniére section, nous
appliquons nos résultats au seul portefeuille automahilpendant deux anseda littérature [1. Nous montrons
que la corrélation influe sur la différenciation tarifaire, et que celle-ci peut étre significativement plus importante
dans le modele de lois de Poisson.

Indiquons qu’un test statistique basé sur la méthode du bootstrap de I'hypothese « mélange de lois de Poisson
contre I'hypothése « mélange de loisibimiales négatives » est proposé dans [2]. Et que, bien qu’ayant travaillé
ici dans le cadre d’une tarification a posteriori, le cas de I'existence de variables tarifaires (tarification a priori) est
considéré dans [3] sur un portefeuille automobile vu pendant deux ans ou la corrélation observée est significative
ment plus petite que celle prédite par le modéle de lois de Poisson.

2. Méangesdeloisde Poisson et de lois binomiales négatives

En suivant [8], poup dans® = [0, oo ets dansS = [0, oo[, Soit Py ¢ la distribution de probabilité su¥ qui
vérifie, pouri e N :

Pos(i) = i—l'(1+ $)(L+25) -+ (1+ (i — 1)s)0" (L +56) "), (3)
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ou nous utiliens les conventions habituelles. Observons que, petl0 etd € @, on a Py o = P(9), loi de
Poisson de paramétte tandis que, pous € 10, o[ etd € ®, on aPy s = N'B(1/s, s8), loi binomiale négative
de parameétres/k ets6 [6]. NotonsQ I'ensemble des lois de probabilité définies suret, pours € Set Q € Q,
M(s, Q) laloi mélange des l0iéPy 5, 0 € ©) par laloi Q. La loi M(s, Q) est la loi du nombre de sinistres dans
le modéle de crédibilité (1) lorsquey = P, s, pouré € ®@. Dans ce qui suit, ce modele général de crédibilité
paramétrique est désigné par le modé&le Pour P une loi de probabilité notons aloid (P), o2(P) et y1(P),

la moyenne, la variance et le coefficient d’asymétriePd€onsidérant € S et Q € Q, notons aussy = o(s) le
coefficient de corrélation commun aux couples de varia\ast), Ny (1)), t #u €N, k€ {1,..., K}, dans ().
Finalement notons: = M (M(s, Q)), 62 = a?(M(s, Q)) ety1 = y1(M(s, Q)). La proposition suivante présente
le calcul des premiers moments etld corrélation dans le modelé)(

Proposition 2.1. SoitQ € Q ets € S. Nous avons

m=M(Q), SIM(Q)<oco, et o2=(1+s5)02(0Q)+mld+sm), sic?(Q) < oo, (4)
et, si en plug® n’est pas la loi de Dirac e, nous avons2 > 0 avec:
B o2(0) 1 m(1+ sm) 5
¢TI okQ) +smIo2(Q) 1+ (l‘ o2 ‘)’ Stot(Q) = eo, (5)
1+ 2s m(1+ sm) 3/2 1+ 2sm m(1+ sm) .

Pour les mélanges de lois de Poisson soulignons que la corrélation vérifie tquiedrs- m /o2. De plus, tant
a loi Q fixée qu’a moyenne et variance fixées pour le nombre de sinistres, le mélange de lois binomiales négatives
engendre une corrélation plus petite que celle du mélange de lois de Poisson, et le Glop@tenét d’'ajuster la
corrélation entre les observations de différents exercices.

3. Indice defréquence

Les résultats que nous présentons maintenant sont vrais sous des hypothéses plus générales (voir [9]). Indiquo
aussi que l'identité (7) est bien connue des actuaires.

Théoréme 3.1. Supposong = y (a, b), loi gamma de paramétresetb > O. Pourt € {1,2, ...} et(ng, ..., n;—1)
e N/, posonsn =ng + --- + n,_1. Alors, l'indice de fréquence ne dépend querdd.e. I(t,ng,...,n,_1) =
1(z,n,s). De plus, pour le mélange de lois de Poisson, nous avons

I(t,n,00=Q+n/a)/(1+1/b), 7
et, pour le mélange de lois binomiales négatives, il existe so(r, n) > 0 vérifiant, pours € [0, so] :
t@a+n+1)—nb+t)—nt/2

S

I(t,n,s):l(t,n,O)(l—i—

(b +1)2
+t(a+n+1)[t(2(a+n)+3)—(b+t)((a+n)—3n+2)]+n(a+n+2)(b+t)zsz>
b+t
+J(t,n,s)s3, avec Sup |J(t,n,s)|<oo. (8)
s€[0,s0]

Indiguons que conformément a la corrélation qui décroit quamdymente, on voit sur (8) qu’au moins pour de
petites valeurs de etz les variations de tarif induites par le modéle de mélange de lois binomiales négatives sont
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plus faibles que celles dues au modéle de mélange de lois de Poisson. Cette propriété est uthfex@dpimais
aussi si on ajuste les paramétres de ladgiour que les deux premiers moments des deux modéles soient égaux.
Cette propriété est aussi vraie pour des iplus générales (voir [9]).

4. Importance pour letarif a posteriori du choix du modéle de mélange

Considérons le portefeuille étudié par Besson et Partrat [1]. La différence entre la corrélation empirique et celle
prédite par un mélange de lois de Poisson y est de I'ordre®¥é (en utilisant (5pour les données de= 0), et
elle dépasse largement les bornes de I'intervalle de aoodi construit par la méthode du Z de Fisher autour de la
corrélation empirique. Les résultats présentés maintenant impliquent que I'évolution entre les différences tarifaires
induites par les mélanges de lois de Poisson et de lois binomiales négatives est du méme ordre.

Proposition 4.1. Fixons0 < m < o et, pours € S, notonsa(s) et b(s) > 0 les solutions dg4) avec Q =
y(a(s), b(s)). En considérant le model®1(s, y (a(s), b(s))), s € S, nous avons alors pourc {1,2,...} etn € N,
en notanix =a(0) et3 =5(0) :

I(t,n,s)—1 B (@+mp Bt(1—n/2)
SED T 14 _ :
I(t,n,O)—l +( +05)< 1—}—[3+(1+Ol)(ﬂ+t)2 (1+a)(n,3_at)(ﬂ+t)2>s+o(s)a (9)
ols) —00) _ ;

o0 YT (10)

Alors, avec les données de [1] on obsewve- 1,67, 8 = 9,39, et le coefficient en facteur d& + «)s dans

(9) qui est de I'ordre de-0,8, au moins pour de petites valeursiet ¢ (avec(1l + «)s qui est de I'ordre de

0,07). La différence de corrélation entre les deux modéles de mélange peut donc étre réellement significative dan
I'établissement d’'une tarification a posteriori.
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