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Résumé

Nous étendons un résultat de compacité obtenu par P.-L. Lions en 1998 à un problème de Navier–Stokes com
isentropique (γ � 1) à frontière variable pour des conditions aux limites de Dirichlet. Ce résultat peut être utile pour l’analy
de certains problèmes de couplage fluide–structure, dans l’étude du transport de polluants en mer (cas du shallo
frontière variable :γ = 1) ou dans la modélisation de l’écoulement fluvial.Pour citer cet article : F. Flori, B. Giudicelli, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Bounds on the density for a compressible Navier–Stokes problem on a time dependent domain with Dirichlet boundary
conditions. We extend a compactness result shown by P.-L. Lions in 1998 to an isentropic compressible Navier–Stokes
(γ � 1) defined on a time dependent domain with Dirichlet boundaryconditions. This result can beuseful for the study of som
fluid–structure interaction problems, for the analysis of some pollution water problems (shallow water equations w
boundary:γ = 1) or for the modelling of a river level.To cite this article: F. Flori, B. Giudicelli, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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We denoteΓt a C0,1 curve surrounding a compressible fluidΩt ⊂ R2. We denoted , the motion ofΓt which is
supposed to be smooth enough. We look for solutions(ρ, v) of

(F)




∂v

∂t
+ (v · ∇)v − µ�v + a∇ργ = 0, in Q =

⋃
t

Ωt ,

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0, in Q,

v = ∂d

∂t
, onΣ =

⋃
t

Γt ,

v(t = 0) = v0(x), ρ(t = 0) = ρ0(x) � 0 onΩ0,

(1)

wherea > 0, µ > 0 andT > 0. We take

v0 ∈ L2(Ω0), ρ0 ∈ Lγ (Ω0) if γ > 1, ρ0 logρ0 ∈ L1(Ω0) if γ = 1. (2)

We setu = v − w with −µ�w = F ∈ H 1(0, T ;Lr(Ωt)) andw|Γt = ∂d
∂t

∈ H 1(0, T ;W2−1/r,r (Γt )) with r > 2.
Then,

‖w‖H1(0,T ;W2,r (Ωt ))
� K

(
‖F‖H1(0,T ;Lr(Ωt ))

+
∥∥∥∥∂d

∂t

∥∥∥∥
H1(0,T ;W2−1/r,r (Γt ))

)
. (3)

Let C be a constant depending only on the data andε > 0, we setB = 1 − (γ − 1)‖divw‖L1(0,T ;L∞(Ωt ))
,

A = µ − C(‖w‖L∞(0,T ;L4(Ωt ))
+ ‖Dw‖L∞(0,T ;L2(Ωt ))

+ ε) and we choosed andF such that

A > 0 and B > 0. (4)

We denoteG(ρ(t)) = 1
γ−1‖ρ(t)‖γ

Lγ (Ωt )
if γ > 1 andG(ρ(t)) = ρ(t) logρ(t) if γ = 1. We suppose that

1

2
‖u0‖2

L2(Ω0)
+ aG(ρ0) + Cε

∥∥(w · ∇)w + F
∥∥2

L2(Q)
+ Cε

∥∥∥∥∂w

∂t

∥∥∥∥
2

L2(0,T ;H−1(Ωt ))

<
2A2

C2
0

. (5)

Then we obtain estimates depending only on the data:ρ ∈ L∞(0, T ;Lγ (Ωt)) if γ > 1,ρ logρ ∈ L∞(0, T ;L1(Ωt))

if γ = 1 andu ∈ L∞(0, T ;L2(Ωt)) ∩ L2(0, T ;H 1
0 (Ωt)).

Moreover, we show the following compactness result:

Theorem 0.1. Under the assumptions (2)–(5), ρ ∈ Lγ+θ (0, T ;L
γ+θ

loc (Ωt)), 1 � θ < γ , and the bound depends only
on the data.

This compactness is sufficient to pass to the limit in the equations [5].

Remark 1. In the caseγ = 1, the regularityρ logρ ∈ L∞(0, T ;L1(Ωt)) is sufficient to pass to the limit (see fo
instance [7]).

Whenγ is about 1.5 or 1.6, this model finds applications in the fluid–structure interaction problems [4].
caseγ = 1 is particularly interesting. Indeed, this situation corresponds to the shallow water equations on
boundary domain and a lot of applications can be found to this model as for instance the modelling of the riv
level [8] or the transport of pollution (oil) by the water. For the existence of weak solutions for the shallow
problem on a fixed domain we refer to [1,6,7], where the global existence of weak solutions is obtaine
another modelization of the viscous effects.

Remark 2. If Ωt is smooth enough, the properties of the functional spaces such asHs(0, T ;Hr(Ωt)) can be
deduced by using the extension operatorP from Hs+r(Q) in Hs+r (R3) (see, for instance [3]).
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1. Estimations préliminaires sur (u, ρ)

On noteΓt une courbeC0,1 entourant un fluideΩt ⊂ R2 tel que mes(Ωt) �= 0. On noted le mouvement
deΓt que l’on suppose suffisamment régulier pour satisfaire ces hypothèses. On s’intéresse aux solutio(ρ, v)

de (1) sous les hypothèses (2)–(5). On poseu = v − w avec−µ�w = F ∈ H 1(0, T ;Lr(Ωt)) et w|Γt = ∂d
∂t

∈
H 1(0, T ;W2−1/r,r (Γt )), r > 2. L’équation des moments conduit à :

1

2

d

dt

∥∥u(t)
∥∥2

L2(Ωt )
+ µ

∥∥u(t)
∥∥2

H1
0 (Ωt )

+ a
d

dt
G

(
ρ(t)

)

= 1

2

∫
Ωt

u2 divudx − a

∫
Ωt

ργ divw dx +
∫
Ωt

u

[
(w · ∇u) + (u · ∇w) + (w · ∇w) − ∂w

∂t
− F

]
dx, (6)

où G(ρ(t)) = 1
γ−1‖ρ(t)‖γ

Lγ (Ωt )
si γ > 1 etG(ρ(t)) = ρ(t) logρ(t) si γ = 1. Pour toutε > 0, le dernier terme de

(6) est estimé par

C
(‖w‖L4(Ωt )

+ ‖Dw‖L2(Ωt )
+ ε

)‖u‖2
H1

0 (Ωt )
+ Cε

(∥∥(w · ∇)w + F
∥∥2

L2(Ωt )
+

∥∥∥∥∂w

∂t

∥∥∥∥
2

H−1(Ωt )

)
.

L’avant dernier terme de (6) est estimé para(γ − 1)G(ρ(t))‖divw‖L∞(Ωt ) si γ > 1 etaG(ρ(t)) si γ = 1. Enfin,
avec l’inégalité de Gagliardo–Nirenberg, on a

1

2

∫
Ωt

u2 divudx � C0

2
‖u‖L2(Ωt )

‖u‖2
H1

0 (Ωt )
. (7)

On pose

A = µ − C
(‖w‖L∞(0,T ;L4(Ωt ))

+ ‖Dw‖L∞(0,T ;L2(Ωt ))
+ ε

)
et

B = 1− (γ − 1)‖divw‖L1(0,T ;L∞(Ωt ))
.

Si dans (3), on choisitd etF tels que

A > 0 et B > 0 (8)

alors (6) nous conduit à :

1

2

∥∥u(t)
∥∥2

L∞(0,T ;L2(Ωt ))
+

(
A − C0

2
‖u‖L∞(0,T ;L2(Ωt ))

)
‖u‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ωt ))

+ aB
∥∥G

(
ρ(t)

)∥∥
L∞(0,T )

� 1

2
‖u0‖2

L2(Ω0)
+ aG(ρ0) + Cε

∥∥(w · ∇)w + F
∥∥2

L2(Q)
+ Cε

∥∥∥∥∂w

∂t

∥∥∥∥
2

L2(0,T ;H−1(Ωt ))

. (9)

En procédant comme P.-L. Lions dans [5] ou Orenga dans [7], si on suppose que

1

2
‖u0‖2

L2(Ω0)
+ aG(ρ0) + Cε

∥∥(w · ∇)w + F
∥∥2

L2(Q)
+ Cε

∥∥∥∥∂w

∂t

∥∥∥∥
2

L2(0,T ;H−1(Ωt ))

<
2A2

C2
0

(10)

alorsA − C0
2 ‖u‖L∞(0,T ;L2(Ωt ))

> 0 et on a les estimations suivantes :ρ ∈ L∞(0, T ;Lγ (Ωt)) si γ > 1, ρ logρ ∈
L∞(0, T ;L1(Ωt)) si γ = 1 etu ∈ L∞(0, T ;L2(Ωt)) ∩ L2(0, T ;H 1

0 (Ωt)).

Remarque 1. Si Ωt est suffisamment régulier, les propriétés des espaces fonctionnelsHs(0, T ;Hr(Ωt)) peuvent
être déduites en utilisant l’opérateur de prolongementP deHs+r(Q) dansHs+r (R3) (voir par exemple [3]).
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n

2. Compacité sur ρ

Nous montrons maintenant comment obtenir une borne surρ dansLγ+θ (0, T ;Lγ+θ (Kt )) (pour tout 1� θ < γ )
ne dépendant que des données oùKt est un compact quelconque deΩt .

Remarque 2. Cette compacité surρ est suffisante pour passer à la limite dans les équations qui sont vérifié
sens des distributions [5]. Cette régularité n’est pas nécessaire dans le casγ = 1 où l’estimation surρ logρ est
suffisante pour passer à la limite.

Lemme 2.1. Sous les hypothèses de la Section 1, ρ ∈ Lγ+θ (0, T ;Lγ+θ (Kt )).

Démonstration. Commed est suffisamment régulier, on peut définirK ⊂ ⋃
t∈[0,T ] Ωt tel queKt = K ∩ Ωt soit

compact pourt toutt . On introduit une fonctionφ ∈ C∞([0, T ];C∞
0 (Ωt)) (par exemple) telle queφ ≡ 1 surK et

0 � φ � 1 sur
⋃

t∈[0,T ] Ωt . Ainsi φu vérifie les conditions aux limites suivantes Rot(φu) = (φu) · n = 0 surΣ . En
conséquence il existe (voir par exemple le travail effectué dans [2])

up = ∇p, p ∈ L∞(
0, T ;H 1(Ωt)

) ∩ L2(0, T ;H 2(Ωt)
)
,

uq = Rotq, q ∈ L∞(
0, T ;H 1

0 (Ωt)
) ∩ L2(0, T ;H 2(Ωt)

)
tels queφu = up + uq , Suppup = Suppuq = Suppφ et oùp, q sont solutions de

−�p = div(φu) onΩt,
∂p

∂n
= 0 onΣ,

−�q = curl(φu) onΩt, q = 0 onΣ.

En multipliant l’équation des moments parφ, on obtient

∂φu

∂t
− µ�(φu) + ∇(φργ ) = R + ργ ∇φ − φ(u · ∇)u,

où

R = φ

[
(w · ∇)u + (u · ∇)w + (w · ∇)w − ∂w

∂t
− F

]
+ ∂φ

∂t
u + 2µRotuRotφ − 2µdivu∇φ + 2µu�φ

est borné dansL2(Q). De plus,up etuq vérifient

∂up

∂t
− µ�up + ∇(φργ ) = P∇

(
R + ργ ∇φ + φ(u · ∇)u

) = ∇ξ1 + ∇ξ2 + ∇ξ3, (11)

∂uq

∂t
− µ�uq = PRot

(
R + ργ ∇φ + φ(u · ∇)u

)
, (12)

oùP∇ (resp.Pcurl) est l’opérateur de projectionL2 sur grad(H 1(Ωt)) (resp. Rot(H 1
0 (Ωt))). CommeR, φ(u ·∇)u et

ργ ∇φ sont respectivement bounded dansL2(Q), L1(0, T ;L2r/(r+2)(Ωt)) (avec 2� r < ∞) etL∞(0, T ;L1(Ωt))

alorsξ1 ∈ L2(0, T ;H 1(Ωt)), ξ2 ∈ L∞(0, T ;W1,1(Ωt)) et ξ3 ∈ L1(0, T ;W1,2r/(r+2)(Ωt)). On déduit de (11) que
p vérifie

∂p

∂t
− µ�p + φργ = ξ1 + ξ2 + ξ3 + ξ̄ (t),

où ξ̄ (t) = −
∫

Ωt
(φργ + ξ1 + ξ2 + ξ3) ∈ L1(0, T ). A ce stade, on choisitφ = ψγ dans l’égalité précédente. Alors, e

multipliant par(ψρ)θ on obtient :



F. Flori, B. Giudicelli / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004) 251–256 255
∫
Q

(ψρ)γ+θ = −
∫
Q

∂(ψρ)θp

∂t
+

∫
Q

∂(ψρ)θ

∂t
p + µ

∫
Q

(ψρ)θ div(φu)

+
∫
Q

(ψρ)θ (ξ1 + ξ2 + ξ3) +
∫
Q

(ψρ)θ ξ̄ (t). (13)

Or, au moins formellement

∂ρθ

∂t
+ div(ρθu) = (1− θ)ρθ divu,

ainsi ∫
Q

∂(ψρ)θ

∂t
p =

∫
Q

∂ψθ

∂t
ρθp +

∫
Q

ρθu∇(ψθp) + (1− θ)

∫
Q

(ψρ)θp divu

et la relation (13) devient

‖ψρ‖γ+θ

Lγ+θ (Q)
= −

∫
Q

∂(ψρ)θp

∂t
+

∫
Q

∂ψθ

∂t
ρθp +

∫
Q

ρθu∇(ψθp) + (1− θ)

∫
Q

(ψρ)θp divu

+ µ

∫
Q

(ψρ)θ div(φu) +
∫
Q

(ψρ)θ (ξ1 + ξ2 + ξ3) +
∫
Q

(ψρ)θ ξ̄ (t). (14)

De p ∈ L∞(0, T ;H 1(Ωt)) et (ψρ)θ ∈ L∞(0, T ;Lγ/θ(Ωt)), on déduit que∂ψθ

∂t
ρθp est borné dansL1(Q) et

que ∫
Ωt

(
(ψρ)θp

)
(t) ∈ L∞(0, T ).

Commeξ1 ∈ L2(0, T ;H 1(Ωt)) alorsξ1(ψρ)θ est borné dansL1(Q). De même, comme

ξ3 ∈ L1(0, T ;W1,2r/(r+2)(Ωt)
)
↪→ L1(0, T ;Lr(Ωt)

)
pour tout 2� r < ∞ alorsξ3(ψρ)θ est borné dansL1(Q). Enfin(ψρ)θ ξ̄ (t) ∈ L1(Q) car ξ̄ (t) ∈ L1(0, T ).

Les autres termes sont traités de la façon suivante. Comme divu ∈ L2(Q), div(φu) ∈ L2(Q), p ∈ L∞(0, T ;
H 1(Ωt)), ξ2 ∈ L∞(0, T ;W1,1(Ωt)) ↪→ L∞(0, T ;L2(Ωt)) et θ < γ , on a :

(1− θ)

∫
Q

(ψρ)θp divu � C1
∥∥(ψρ)θ

∥∥
L(γ+θ)/θ (Q)

‖p‖Lm(Q)‖divu‖L2(Q)

� C2‖ψρ‖θ
Lγ+θ (Q)

,
2(γ + θ)

γ − θ
� m < ∞,

µ

∫
Q

(ψρ)θ div(φu) � C3
∥∥(ψρ)θ

∥∥
L(γ+θ)/θ (Q)

∥∥divu‖L2(Q) � C4‖ψρ‖θ
Lγ+θ (Q)

,

∫
Q

(ψρ)θξ2 � C5
∥∥(ψρ)θ

∥∥
L(γ+θ)/θ (Q)

‖ξ2‖L2(Q) � C6‖ψρ‖θ
Lγ+θ (Q)

.
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De plus, ρθu∇(ψθp) = ψθρθu · ∇p + ρθpu · ∇ψθ est borné dansL1(Q) car ρθ ∈ L∞(0, T ;Lγ/θ (Ωt)),
ψθ ,∇ψθ ∈ L∞(Q), u ∈ L2(0, T ;Lm(Ωt)) pour tout 1� m < ∞, p ∈ L2(0, T ;L∞(Ωt)) et ∇p ∈ L2(0, T ;
H 1(Ωt)). Finalement, (14) conduit à

‖ψρ‖γ+θ

Lγ+θ (Q)
� C7‖ψρ‖θ

Lγ+θ (Q)
+ C8

qui montre queρ est borné dansLγ+θ (0, T ;Lγ+θ (Kt )). �
Remarque 3. Quandγ est voisin de 1.5 ou 1.6, ce modèle trouve des applications dans les problèmes d’intera
fluide–structure [4]. Le casγ = 1 est particulièrement intéressant. En effet, cette situation correspond aus éq
de shallow water sur un domaine variable et de nombreuses applications peuvent être trouvées à ce modè
par exemple la modélisation du niveau des fleuves [8] ou le transport (pétrole) par l’eau. Pour l’existe
solutions faibles sur un domaine fixe nous renvoyons à [7] et à [1] où l’existence globale de solutions fai
obtenue pour une autre modélisation de la viscosité.
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