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Résumé

Nous étendons un résultat de compacité obtenu par P.-L. Lions en 1998 & un probléme de Navier—Stokes compressible
isentropique ¥ > 1) a frontiére variable pour des conditions aux limites deécblet. Ce résultat peut étre utile pour I'analyse
de certains problemes de couplage fluide—structure, dans I'étude du transport de polluants en mer (cas du shallow water .
frontiére variable y = 1) ou dans la modélisation de I'’écoulement fluvRdur citer cet article: F. Flori, B. Giudicelli, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Boundson thedensity for a compressible Navier—Stokes problem on atimedependent domain with Dirichlet boundary
conditions. We extend a compactness result shown by P.-L. Lions in 1998 to an isentropic compressible Navier—Stokes problem
(y > 1) defined on a time dependent domain with Dirichlet boundanditions. This result can heseful for the study of some
fluid—structure interaction problems, for the analysis of some pollution water problems (shallow water equations with free
boundary:y = 1) or for the modelling of a river leveTo cite thisarticle: F. Flori, B. Giudicelli, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
339 (2004).
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Abridged English version

We denotel; a C%1 curve surrounding a compressible fluizi c R2. We denote/, the motion ofl; which is
supposed to be smooth enough. We look for solutign®) of

ov

at—i—(v-V)v—uAv—i—aV,oV:O, inQ:LtJ.Q,,
ap . .

od
V= onE:LtJFt,
v(t=0)=wvo(x), p(t=0)=p0(x) =0 onsy,

wherea > 0, u > 0 andT > 0. We take
vo € L?(20), poe LY (20) ify>1  pologpoe L (20) if y=1. (2

We setu =v — w with —uAw = F € HY(0, T; L' (2,)) andwjr, = % € HY(0, T; W=7 (I})) with r > 2.
Then,

ad
g ) ©)
ot HL0,T; W2-Y/rr(13))

Let C be a constant depending only on the data aned 0, we setB = 1 — (y — DI divwll 10,7122,
A=p—C(lwllpe©1:1282,)) T I1PWl Lo 1:12(02,)) + €) @nd we choose and F such that

A>0 and B>0. (4)
We denoteG (p (1)) = y—f1||p(t)||{y(gl) if y >1andG(p@)) = pt)logp ) if y = 1. We suppose that

lwllgio,r:war 2,y < K<”F”H1(0,T:L’(Qr)) +

2 2
2A
rrora-v@2)  Cg
Then we obtain estimates depending only on the gataL > (0, T; LY ($2,)) if y > 1, plogp € L>®(0, T; L1(£2,))
if y =1andu € L>(0, T; L%(£2,)) N L?(0, T; H3(52,)).
Moreover, we show the following compactness result:

ow

1 > 2
E”uOHLZ(SZo) +aG(po) + Ce H (w-Vyw+ FHLZ(Q) + Ce a1

Theorem 0.1. Under the assumptions (2)—(5), p € LY 17 (0, T; LI’;Jge (£24)), 1 < 0 < y, and the bound depends only
on the data.

This compactness is sufficient to pass to the limit in the equations [5].

Remark 1. In the casey = 1, the regularityologp € L>(0, T'; L1(£2,)) is sufficient to pass to the limit (see for
instance [7]).

Wheny is about 15 or 16, this model finds applications in the fluid—structure interaction problems [4]. The
casey = 1 is particularly interesting. Indeed, this situation corresponds to the shallow water equations on a free
boundary domain and a lot of applications can be found irtiodel as for instance the modelling of the river
level [8] or the transport of pollution (oil) by the water. For the existence of weak solutions for the shallow water
problem on a fixed domain we refer to [1,6,7], where the global existence of weak solutions is obtained with
another modelization of the viscous effects.

Remark 2. If £2, is smooth enough, the properties of the functional spaces suéi’@s 7; H"(£2;)) can be
deduced by using the extension operatdrom HS*(Q) in H*1"(R®) (see, for instance [3]).
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1. Estimations préliminairessur (u, p)

On noteT; une courbeC®! entourant un fluide2, ¢ R? tel que me&2;) # 0. On noted le mouvement
de I'; que I'on suppose suffisamment régulier pour satisfaire ces hypothéses. On s'intéresse aux gplutjons
de (1) sous les hypothéses (2)—(5). On pese v — w avec—uAw = F € HY0, T; L" (£2,)) et win = % €

1(0 T: W2=Yrr (), r > 2. Léquation des moments conduit & :

d
2dt ||M(t)||L2(Q,)+M||M(t)||H1(SZ,) tag G(p(®)

:%/uzdiVudx—a/pydindx—i—/u[(w-Vu)-i-(u'Vw)-i-(w'Vw)—aa—l:_F:|dx’ (6)

2 2 2

ouG(p(r)) = _1||p(t)||Ly(m siy >1etG(p(t)) =p()logp(t) siy =1. Pour touk > 0O, le dernier terme de
(6) est estlme par

2

Hl(-QI)>.

Lavant dernier terme de (6) est estimé pay — 1)G(p (1)) | divw||L=(g,) Siy > 1 etaG(p(t)) siy = 1. Enfin,
avec l'inégalité de Gagliardo—Nirenberg, on a

1 5. Co 2
5/“ divadv < = llull 2 Il - "
2

ow
ot

(||w||L4(_Q,) + ||Dw||L2(_Q,) +€)”u”H1(Q) Ce(” (w-V)w+ F”iz(gl) + H

On pose
A=p—=C(llwlizwr; 32 + I1DWI L1 12002 T €)
et
B=1—(y —=Dlldivwll 10 1.2,
Si dans (3), on choisif et F tels que
A>0 et B>0 (8)

alors (6) nous conduita :

1 2 Co 2
2 ””(t) ||L°°(0,T;L2(SZ,)) + (A Y ”u”LC’O(O,T:LZ(Qr))) ”””LZ(O,T;H(}(Q,)) + “B”G(P(’)) ||L°°(O,T)

1||uo|| +aG(po) + Ce || (w V)w—i—FHZ +C ow |* 9)
2 € : 2 €l o, .
L=(£20) L<(Q) ot L200.7: H-1(%2,))
En procédant comme P.-L. Lions dans [5] ou Orenga dans [7], si on suppose que
dw |? 242
IIuoll 2(00 +aG(p0) + Ce||(w - VIw + F |2, + C <— (10)
L4(820) eH HL Q) € L200.7: H-1(©2,)) Cg

alorsA — %HunLM(O,T;Lz(Qm > 0 et on a les estimations suivantes ¢ L*°(0, T; LY (§2,)) siy > 1, plogp €
L>®(0, T; L*(£2,)) siy =1 etu e L%(0, T; L?(£2,)) N L?(0, T; H}($2))).

Remarque 1. Si £2; est suffisamment régulier, les propriétés des espaces fonctidiit€lsT; H" (£2;)) peuvent
étre déduites en utilisandpérateur de prolongemeRtde H**+ (Q) dansH*t" (R3) (voir par exemple [3]).
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2. Compacitésur p

Nous montrons maintenant comment obtenir une borng dansL? (0, T; LY *7(K,)) (pourtout 1< 0 < y)
ne dépendant que des donnéespuest un compact quelconque g&.

Remarque 2. Cette compacité sys est suffisante pour passer a la limite dans les équations qui sont vérifiées au
sens des distributions [5]. Cette régularité n'est pas nécessaire dansyle=cau I'estimation surp logp est
suffisante pour passer a la limite.

Lemme 2.1. Sousleshypothésesdela Section1, p € LY+0(0, T; LY 19 (K})).

Démonstration. Commed est suffisamment régulier, on peut défikirc U,G[O,T] £2; tel queK; = K N £2; soit
compact pourt tout. On introduit une fonctio € C*°([0, T1; C3°(£2)) (par exemple) telle qué = 1 surk et
0<¢p«1 SurUte[O,T] £2,. Ainsi ¢u vérifie les conditions aux limites suivantes Rt) = (¢pu) -n =0 surX. En
conséquence il existe (voir par exemple le travail effectué dans [2])
up=Vp, pelL®(0,T; H(2))N L0, T; HX (%)),
ug =Rotg, qeL>®(0,T; Hy($2))NL3(0, T; HX(£2,))
tels quepu =u, + uy, SUuppu, = Suppu, = Suppp et olp, g sont solutions de
. ap
—Ap =div(¢pu) ong2,, I 0 onXx,
n
—Ag =curl(¢pu) ong;,, g=0 onX.

En multipliant I'équation des moments payon obtient

d
O WA+ V@6p) = Rt 9V — -V,
ou
dw 3 .
R= ¢[(w Nu+ - Vw4 (w-Viyw — T Fi| + i + 2 Rotu Rotgp — 2udivuVe + 2uuAd

est borné dang?(Q). De plusu, etu, vérifient

Bup y y

=L — jBuy +V(@p”) = Py (R + 7V +@lu- Vu) = Vi1 + V2 + Vs, (11)
0

% — Ay = Prot(R + p¥ Ve + (- Vu), (12)

oll Py (resp.Peur) est I'opérateur de projectiai? sur gradH(£2;)) (resp. RotHZ(£2,))). CommeR, ¢ (u - V)u et
pY V¢ sont respectivement bounded ddrf§Q), L1(0, T; L¥/7+2(82,)) (avec 2< r < 00) et L>®(0, T; L1(£2,))
alorsér € L2(0, T; HY(2))), &2 € L*°(0, T; WhL(82))) et&s e L1(0, T; w2/0+2(2,)). On déduit de (11) que
p Vérifie

ap

E—MAP+¢,0V=§1+§2+<§3+§U)7

OUE(r) = fgt (pp? + &1+ &+ £3) € L1(0, T). A ce stade, on choisit = ¢ dans 'égalité précédente. Alors, en
multipliant par(yp)? on obtient :
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0 o 9 4 .
/ Wp)’+ = — / Woyp / Wo) 4 / (W)’ div(gu)
0 0

ot ot P
0 0

+ / (Wp)? (E1+ &2+ &3) + / Wp)E@). (13)
0 0

Or, au moins formellement

0
aa% +div(p’u) = (1-6)p’ divu,
ainsi
9 o 9ur? |
/ (‘g;@) p:/ 3W, p0p+//’9”v(¢9p)+(1—9)/(wp)0pdlv:4

et la relation (13) devient

Ap)? oyl :
1ol gy == [ FEL o [ Btk [ fuv py+ @=0) [ pava
0 0 0 0

+u / (¥p)? div(gu) + / (Yp)? (1 + &2+ £3) + / Wp)?E@). (14)
0 0 0

De p € L®(0, T; HX(£2))) et (yp)? € L®(0, T; LY/?(£2,)), on déduit que%ifpep est borné dang1(Q) et
que

/ ((Wp)’ p) (1) € L®(0. T).

o2
Commety € L2(0, T; H1(£2,)) alorsé1(yp)? est borné dangl(Q). De méme, comme
g€ LY0, T; Wh2/UFD () s L0, T; L' ($2)))

pour tout 2< r < oo alorséz(yp)? est borné dans(Q). Enfin (vp)?&(r) € L1(Q) caré(r) € L1(0, T).
Les autres termes sont traités de la fagon suivante. Commecdi’(Q), div(¢u) € L2(Q), p € L®(0, T;
HY($2))),62€ L®(0,T; Wh1(£2,)) & L>(0, T; L3(£2))) etf <y, ona:

(1-96) / W0’ pdivu <Ca|| @)’ || Lorsov0 ol PILm o) AV Ell 120
o

2(y +0)
<(CZ||W:0“§;/+9(Q), ﬁ Sm < 00,

[ / W0)’ divigu) < Ca| (o)’ || a0 gy AVl L2y < Callbol] 110
Q

[ o1 &2 < sl | on o Ezhizier < Col vl s g
0
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De plus, p?uV@?p) = v?p%u - Vp + p?pu - Vi est borné dand.(Q) car p’ € L=, T; LY/?(£2,)),
v? vyl e L®(Q), u € L20,T; L"™(£2;)) pour tout 1< m < oo, p € L%(0, T; L>®(£2,)) et Vp € L0, T;
HY(£2,)). Finalement, (14) conduit &

+6
WPl e gy < C7I¥P1 40 ) + Cs

qui montre quep est borné dans?*?(0, T; LY *9(K;)). O

Remarque 3. Quandy est voisin de B ou 16, ce modeéle trouve des applications dans les problémes d’interaction
fluide—structure [4]. Le cag = 1 est particulierement intéressant. En effet, cette situation correspond aus équations
de shallow water sur un domaine variable et de nombreuses applications peuvent étre trouvées a ce modéle comn
par exemple la modélisation du niveau des fleuves [8] ou le transport (pétrole) par I'eau. Pour I'existence de
solutions faibles sur un domaine fixe nous renvoyons a [7] et a [1] ou I'existence globale de solutions faibles est
obtenue pour une autre modélisation de la viscosité.
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