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Résumé
Nous caractérisons, par leur groupe d’holonomie, les variétés pseudo-riemanniennes spinorielles, complétement réductible
qui admettent des spineurs paralléleaur citer cet article: A. lkemakhen, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
Abstract

Holonomy groups and parallel spinors on totally reducible pseudo-Riemannian manifolds. We characterize, by their
holonomy groups, the totally reducible spin pseudo-Riemannian manifolds which admit parallel spinots.this article:
A. Ikemakhen, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abridged English version

One of the problems that remain open in differential geometry is:
(P) What are the possible holonomy groups of simply connected pseudo-Riemannian spin mafifaidisvhich
admit parallel spinors?
In [8] and [3] Wang, Baum and Kath solved the problem witf#¢) are irreducible and non-locally symmet-
ric. In this case, parallel spinors occur exactly for the holonomy representatians,gU, (p = 2p’, ¢ = 2q'),
SR’ 4. (p=4p',q =4q'), G2, G5, G5, Spin7), Spin4, 3) and Spiff (7).
The proof of this result is based %irst on the fact that the space of parallel spinors fields can be identified with
the vector space

Vi i={u€Apg 27HH) - u=u)
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of all elements of the spinor module, , which are invariant under the action of the holonomy group of the spinor
connection ( is the Clifford multiplication,H the holonomy group ofM, g) andx : Spin(p, g) — SO(p, q) is the
double covering of SO, g) by Spinp, ¢q)). Secondly, it is based on the list of Berger of the possible holonomy
groups of irreducible non-locally symmetric pseudo-Rienmian manifolds (see [5]) and on the examination, one
by one, of the group# of this list that verifyVy £ 0.

In [7], Leistner also solved the problem in the Lorentzian case. The author also characterized, by their holonomy
groups, the simply connected spin pseudo-Riemannian manifolds which admit parallel pure spinors (see [6]). In
this Note, we give a complete answer to the prob(®ywhen the manifolds are totally reducible (every invariant
subspace by the holonomy representation admits an invariant complementary).

1. Introduction

L'un des problemes qui restent ouvert en géométrie différentielle est le suivant :

(P) Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne simplement connexe et spinorielle. Si elle supporte un spineur
paralléle non trivial, quels sont ses groupes d’holonomgsitdes ? Autrement dit quelles sont les restrictions sur
le groupe d’holonomie d’une telle variété ?

Dans [8] et [3] Wang, Baum et Kath ont résolu le probléme lorsque la variété est irréductible et non localement
symétrique. Dans ce cas les groupes holonomie possibles sotip!,30, (p = 2p’, g = 2q"), Sp(p’. q"), (p =
4p',q =4q"), G2, G}, G5, Spin(7), Spin(4, 3) ou Spirt (7).

La démonstration de ce résultat est basée premiérement sur le fait que I'espace des spineurs paralleles est «
bijection avec l'espac&y = {u € A, 4; A~Y(H) - u = u} des vecteurs fixes par le groupe d’holonomie de la
connexion spinorielle4 , , est le module des spineurda multiplication de Clifford,H le groupe d’holonomie
de(M, g) eta:Spin(p, g) — SQ(p, q) est le revétement a deux feuillets de(®Qy) par Spir{p, g)). Deuxiéme-
ment, elle est basée sur la liste de Berger des groupes d’holonomie possibles d’une variété pseudo-riemannienr
irréductible non localement symétrique (voir [5]) et sur 'examen, un par un, des gréligles cette liste qui
vérifientVy # 0.

Dans [7], Leistner a aussi résolu le probléme dans le cas lorentzien. L'auteur a caractérisé les variétés pseudc
riemanniennes simplement connexes qui supportentinesppur paralléle non trivial, par leur groupe d’holono-
mie (voir [6]). Dans cette Note, nous étudions le probléR)dorsque la variété est complétement réductible (tout
sous-espace stable par la représentation d’holonomie admet un supplémentaire stable). Par le théoréme de déco
position de De Rham-Wu [9] et le résultat de Wang et Baum—Kath, on peut réBlia& cas ou la variété est
indécomposable (la représentation d’holonomie ne lamsgiant aucun sous-espace propre non dégénéré) et ré-
ductible. Ainsi notre probléme sera réduit a I'étude du cas indécomposable-réductible et complétement réductible

Soit donc(M, g) une variété pseudo-riemannienne simplement connexe de sigiiatydeet de dimension
m =n + q. On suppose qu’elle est indécomposable-réductible et complétement réductiblgl. Sait groupe
d’holonomie en un point de base On poseV = T, M. Alors, on peut montrer facilement la proposition suivante :

Proposition 1.1. (i) La signature d&M, g) estneutre g =n;

(i) La représentation d’holonomie est somme directe de deux représentatiensi et u :— W’ telles que
V=W@ W, avec. W et W deux sous-epaces totalement isotropes maximaix;de

(i) p etu sontirréducibles

(iv) Laforme quadratique, ) = g, identifieW’ au dualW* de W et u a la représentation duale de. En plus,
W n'admet pas de forme quadratiqwéH )-invariante;

(v) dans la décompositiol = W @& W*, H est un sous-groupe du groupe

{(‘3 ,A0_1>; Ae GL(n,R)}.
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Tableau 1

Groupes d’holonomie possiblés de (M, g)
H w restrictons H w restrictions
GL(n,R) R” n>1 GL(n,C) C" n>1
SL(n,R) R n>2 SL(n,C) cn n>2
Spm,R) RZ p>2 Spn,C) CZ n>2

Si en plus(M, g) est une variété spinorielle, on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.2. Soit(M, g) une variété pseudo-riemannienne spinorielle simplement connexe de sigatgye

et de dimensiom = n + g. On suppose qu’elle est indécomposable-réductible et complétement réductible. Alors
(M, g) vérifie les propriétés de la Propositidn En plus, si on notéf le groupe d’holonomie deM, g) et H sa
projection surGL(n, R), les propriétés suivantes sont équivalentes

(a) (M, g) admet un spineur paralléle non trivial

(b) HCcSL(n,R);

(c) La courbure de Ricar de (M, g) est nulle

(d) (M, g) admet un spineur puiréel) paralléle non trivial.

Dans [4] Bérard Bergery a classifié les groupes d’holonomie possibles d’'une variété pseudo-riemannienne
indécomposable-réductible et complétement réductible et il a démontré le théoréme suivant :

Théoreme 1.3. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne simplement connexe de sigrature et de
dimensionm = n + ¢g. On suppose qu’elle est indécomposable-réductible, complétement réductible et non lo-
calement symétrique. AloKg1, g) vérifie les propriétés de la Propositidhl En plus, a une conjugaison prées
dansGL(n, R), les groupes d’holonomie possibl&lsde (M, g) sont donnés dans le Tableau

Du Théoreme 1.2 et du Théoréme 1.3, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.4. Avec les hypothéses du Théorehr les propriétés suivantes sont équivalentes

(@) (M, g) admet un spineur parallele non trivial
(b) H estl'un des 4 groupes suivantSL(n, R), SL(n’, C) (n = 2r"), Sp(n, R) ouSp(n’, C) (n = 4n’).

2. Représentation spinorielle et multiplication de Clifford

Dans cette section, on précise une représentation spinorielle du groupe spinoriel Bpét on donne une
formule intéressante qui nous permet de démontrer le Théoréme 1.2) 8aiproduit scalaire de signatuge, n)
surR™ (m = 2n). SoitC, , l'algebre de Clifford deR™" = (R™, ()) et C,(En sa complexifiée. L’algébréfn est
isomorphe a l'algébr€&€(2") des matrices complexes carrées d’ordte2ans la suite nous réalisons I'un de ces
isomorphismes. Soltes, ..., e,;) une base orthonormale d&"", notons pak; le signes; = (ej,e;) = £1 et
posonsr; =isie; =—1letr; =1sie; =1. Posons

R S R )
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Un isomorphismed,, :C,(En — C(2") (voir [3]) est donné par :
Dop(e2j—1)=12j1EQ® - QEQU®T®---®T,
Pop(e2))=12EQ---QEQRVRTQ---QT. (1)
——————
(j—21)-fois

Si on restreintdy, au groupe Spife, n), on obtient une représentation spinorielle de $pin). L'espace de
la représentatiom,, , = C?' est dit le module des spineurs. Puisdlié c CﬁEn, @ définit ce qu’on appelle la
multiplication de Clifford :

X u:=0d(X)(u) pourX eC"etueA,,.

Une base usuelle d&,, , estu(vy, ..., v1) :==u(v,) ® --- Qu(v1); v; = +1, aveau(1) = (é) u(=1) = ((1)) e 2,
Maintenant soid : Spin(( )) — SO(()) le revétement a deux feuillets de §Q). Alors sa dérivée., : spin({ )) —
so(( ) vérifie

A = % > eiei- Aei), VA eson,n). (2)
i=1

On considére ensuit® un sous-espace totalement isotrope maxima@'deé. On choisit(as, . .., a,) une base de
W et(aj,...,a,;) sabase duale au sens de :

(a;“,a;’-‘) =0 et (ai,a;’-‘) =3;j.
On noteraW* le supplémentaire d& engendré pafaj, ..., a;;). Si on considére la base orthonormaleRfe’
1

eri—1=—=(a; —aj), exy= ai+al), i=1...,n, 3
2i-1 ﬁ( ), e ﬁ( ) )
de (2) on obtient facilement :
Proposition 2.1.

-1 1 1 . * *

A =S AW+ ) (o] - Aa) — A@]) ai). VA eso()), 4)

i=1
ou Aw désigne la restriction del & W.

3. Preuvedu Théoréme 1.2
Lemme 3.1. Sion désigne par le tenseur de courbure d@/, g), pourX,Y e W et X*, Y* € W* on a:

(i) R(X,Y)=R(X*, Y*)=0;
(i) r(X,Y)=r(X*,Y*)=0;r(X,X*) = —trac&R(X, X*)\w) ;
(i) r =0sietseulement s C SL(n, R).

Preuvedu Lemme3.1. Dufait queW esttotalement isotrope et invariant par la courbure, on obtient facilement (i).
(ii) D'apres la premiére identité de Bianchi et (i), on a :
r(X, X*) =trac§Z — R(X, Z)X*)
m m
= g(R(X.aDX*,af) + Y g(R(X.a})X* a;)

i=1 i=1
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m m

==Y g(R(@}. X)X.a;) +0- Y g(R(X*. X)a} . a;)

i=1 i=1

m
=-Y g(R(X.X*")a;,a}) = —tracq R(X. X*)w).
i=1

De méme on montre quéX,Y) =r(X*, Y*)=0.

(i) Si H c SL(n,R), alors tracér(Z, T)w)=0,VZ,T € V. Donc, enx, r =0 et doncr = 0 partout. In-
versement, si = 0, d'apres le théoreme d’holonomie d’Ambrose—Singer (voir [H)est engendrée par les
transformation®R;,)(Z, T) := t(y) Lo R(t(y)Z,1(y)T) o t(y), olly décritles courbes de clas€é par mor-
ceaux, d'originex, Z, T décriventT, M ett(y) désigne le transport paralléle le longyeDonc

tracqR.(,)(Z, T)w) = trac R(t(y)Z, r(y)T)lt(y)W).
D'apreés (i), raced =0,VA = (§ ?,)eM. O

Montrons maintenant dans le Théoréin2 que (a) implique (b). On suppose qué, g) supporte un spineur
parallélep définipar G4 u € A, . OrVy (X -9) = Dy X - ¢ + X - Vyo = 0, pour X,Y champs de vecteurs ur,
ou D est la connexion de Levi-Civita dé, g), V la connexion spinorielle associée. Donc la distribution=
{XeTM,; X ¢ =0} est paralléle. Et par le principe d’holonomie, le sous-esfgace- {X € T,M; X -u =0}
est invariant par le groupe d’holononii&. Dans la suite, on distinguera deux cas :

Premiercas T, = W ou T, = W*.

On suppose qué&, = W, le casT, = W* se traite de la méme maniére. Dasjc u =0, pouri =1, ..., n.
D'aprés (4), onaa;L(A) - u = 3tr(A)u, YA € H. Par suitef C SL(n, R).

Deuxiéme casT, # W etT, # W*.

Puisque les représentation®t i sont irréductibles7, = 0 et doncT = 0. Or il est connu que si une variété
(M, g) supporte un spineur paralléle, alors @iadf) C T, ou Ric est le tenseur de Ricci d#, g) (voir par ex. [2]).
Par suiter =0.

Montrons maintenant que (b) implique (d). Supposons donc Hue SL(n, R). D'aprés (1), et comme
Vi, A(a;) e W,onaq; -u(l,...,1)=0,pouri =1, ...,n. Etdonc, d'aprés (4), on a?c;l(A) -u(l,...,1)=0. Par
conséquentM, g) admet un spineur pur réel paralléle défini pét, ..., 1). L'implication (d) = (a) est triviale.
D’ou le Théoréme 1.2. O

Remarque 1. La liste des holonomies possiblésp d'une métrique pseudo-riemannienne irréductible et non
symétriqueg, qui admet un spineur paralléle non trivial, est exactement celle des holonomies pasgiblgsi
forcentg a étre Ricci-plate (voir introduction). La question qui se pose est donc : Existe-il une preuve directe de
ce fait?

Le Théoreme 1.2(a) < (c)) renforce le sentiment dans cette direction, lorsg@st complétement réductible
et non irréductible.
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