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Résumé

Nous caractérisons, par leur groupe d’holonomie, les variétés pseudo-riemanniennes spinorielles, complètement r
qui admettent des spineurs parallèles.Pour citer cet article : A. Ikemakhen, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Holonomy groups and parallel spinors on totally reducible pseudo-Riemannian manifolds. We characterize, by the
holonomy groups, the totally reducible spin pseudo-Riemannian manifolds which admit parallel spinors.To cite this article:
A. Ikemakhen, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

One of the problems that remain open in differential geometry is:
(P) What are the possible holonomy groups of simply connected pseudo-Riemannian spin manifoldsM(p,q) which
admit parallel spinors?

In [8] and [3] Wang, Baum and Kath solved the problem whenM(p,q) are irreducible and non-locally symme
ric. In this case, parallel spinors occur exactly for the holonomy representations SU(p′, q ′), (p = 2p′, q = 2q ′),
Sp(p′, q ′), (p = 4p′, q = 4q ′), G2, G∗

2(2), GC

2 , Spin(7), Spin(4,3) and SpinC(7).
The proof of this result is based first on the fact that the space of parallel spinors fields can be identifi

the vector space

VH := {
u ∈ ∆p,q; λ−1(H) · u = u

}
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1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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of all elements of the spinor module∆p,q which are invariant under the action of the holonomy group of the sp
connection (· is the Clifford multiplication,H the holonomy group of(M,g) andλ : Spin(p, q) → SO(p, q) is the
double covering of SO(p, q) by Spin(p, q)). Secondly, it is based on the list of Berger of the possible holon
groups of irreducible non-locally symmetric pseudo-Riemannian manifolds (see [5]) and on the examination,
by one, of the groupsH of this list that verifyVH �= 0.

In [7], Leistner also solved the problem in the Lorentzian case. The author also characterized, by their ho
groups, the simply connected spin pseudo-Riemannian manifolds which admit parallel pure spinors (see
this Note, we give a complete answer to the problem(P) when the manifolds are totally reducible (every invari
subspace by the holonomy representation admits an invariant complementary).

1. Introduction

L’un des problèmes qui restent ouvert en géométrie différentielle est le suivant :
(P) Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne simplement connexe et spinorielle. Si elle supporte un
parallèle non trivial, quels sont ses groupes d’holonomie possibles ? Autrement dit quelles sont les restrictions
le groupe d’holonomie d’une telle variété ?

Dans [8] et [3] Wang, Baum et Kath ont résolu le problème lorsque la variété est irréductible et non loca
symétrique. Dans ce cas les groupes holonomie possibles sont : SU(p′, q ′), (p = 2p′, q = 2q ′), Sp(p′, q ′), (p =
4p′, q = 4q ′), G2, G∗

2(2), GC

2 , Spin(7), Spin(4,3) ou SpinC(7).
La démonstration de ce résultat est basée premièrement sur le fait que l’espace des spineurs parallè

bijection avec l’espaceVH := {u ∈ ∆p,q; λ−1(H) · u = u} des vecteurs fixes par le groupe d’holonomie de
connexion spinorielle (∆p,q est le module des spineurs,· la multiplication de Clifford,H le groupe d’holonomie
de(M,g) etλ : Spin(p, q) → SO(p, q) est le revêtement à deux feuillets de SO(p, q) par Spin(p, q)). Deuxième-
ment, elle est basée sur la liste de Berger des groupes d’holonomie possibles d’une variété pseudo-riem
irréductible non localement symétrique (voir [5]) et sur l’examen, un par un, des groupesH de cette liste qu
vérifientVH �= 0.

Dans [7], Leistner a aussi résolu le problème dans le cas lorentzien. L’auteur a caractérisé les variétés
riemanniennes simplement connexes qui supportent un spineur pur parallèle non trivial, par leur groupe d’holon
mie (voir [6]). Dans cette Note, nous étudions le problème(P) lorsque la variété est complètement réductible (t
sous-espace stable par la représentation d’holonomie admet un supplémentaire stable). Par le théorème
position de De Rham–Wu [9] et le résultat de Wang et Baum–Kath, on peut réduire(P) au cas où la variété e
indécomposable (la représentation d’holonomie ne laisseinvariant aucun sous-espace propre non dégénéré)
ductible. Ainsi notre problème sera réduit à l’étude du cas indécomposable-réductible et complètement ré

Soit donc(M,g) une variété pseudo-riemannienne simplement connexe de signature(n, q) et de dimension
m = n + q . On suppose qu’elle est indécomposable-réductible et complètement réductible. SoitH son groupe
d’holonomie en un point de basex. On poseV = TxM. Alors, on peut montrer facilement la proposition suivan

Proposition 1.1. (i) La signature de(M,g) est neutre: q = n ;
(ii) La représentation d’holonomie est somme directe de deux représentationsρ :→ W et µ :→ W ′ telles que

V = W ⊕ W ′, avec: W etW ′ deux sous-epaces totalement isotropes maximaux deV ;
(iii) ρ etµ sont irréducibles;
(iv) La forme quadratique〈 , 〉 = gx identifieW ′ au dualW� deW et µ à la représentation duale deρ. En plus,

W n’admet pas de forme quadratiqueρ(H)-invariante;
(v) dans la décompositionV = W ⊕ W�, H est un sous-groupe du groupe

{(
A 0
0 tA−1

)
; A ∈ GL(n,R)

}
.
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Tableau 1
Groupes d’holonomie possiblesH de(M,g)

H W restrictions H W restrictions

GL(n,R) Rn n � 1 GL(n,C) Cn n � 1
SL(n,R) Rn n � 2 SL(n,C) Cn n � 2
Sp(n,R) R2n n � 2 Sp(n,C) C2n n � 2

Si en plus(M,g) est une variété spinorielle, on a le théorème suivant :

Théorème 1.2. Soit(M,g) une variété pseudo-riemannienne spinorielle simplement connexe de signature(n, q)

et de dimensionm = n + q . On suppose qu’elle est indécomposable-réductible et complètement réductible
(M,g) vérifie les propriétés de la Proposition1. En plus, si on noteH le groupe d’holonomie de(M,g) et H sa
projection surGL(n,R), les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) (M,g) admet un spineur parallèle non trivial;
(b) H ⊂ SL(n,R) ;
(c) La courbure de Riccir de(M,g) est nulle;
(d) (M,g) admet un spineur pur(réel) parallèle non trivial.

Dans [4] Bérard Bergery a classifié les groupes d’holonomie possibles d’une variété pseudo-riema
indécomposable-réductible et complètement réductible et il a démontré le théorème suivant :

Théorème 1.3. Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne simplement connexe de signature(n, q) et de
dimensionm = n + q . On suppose qu’elle est indécomposable-réductible, complètement réductible et n
calement symétrique. Alors(M,g) vérifie les propriétés de la Proposition1.1. En plus, à une conjugaison prè
dansGL(n,R), les groupes d’holonomie possiblesH de(M,g) sont donnés dans le Tableau1.

Du Théorème 1.2 et du Théorème 1.3, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.4. Avec les hypothèses du Théorème1.2, les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) (M,g) admet un spineur parallèle non trivial;
(b) H est l’un des 4 groupes suivants: SL(n,R), SL(n′,C) (n = 2n′), Sp(n,R) ou Sp(n′,C) (n = 4n′).

2. Représentation spinorielle et multiplication de Clifford

Dans cette section, on précise une représentation spinorielle du groupe spinoriel Spin(n,n) et on donne une
formule intéressante qui nous permet de démontrer le Théorème 1.2. Soit〈 〉 un produit scalaire de signature(n,n)

sur Rm (m = 2n). Soit Cn,n l’algèbre de Clifford deRn,n = (Rm, 〈 〉) et CC
n,n sa complexifiée. L’algèbreCC

n,n est
isomorphe à l’algèbreC(2n) des matrices complexes carrées d’ordre 2n. Dans la suite nous réalisons l’un de c
isomorphismes. Soit(e1, . . . , em) une base orthonormale deRn,n, notons parεj le signeεj = 〈ej , ej 〉 = ±1 et
posonsτj = i si εj = −1 etτj = 1 si εj = 1. Posons

U =
(

0 i
i 0

)
, V =

(
0 −1
1 0

)
, E =

(
1 0
0 1

)
et T =

(−1 0
0 1

)
.



206 A. Ikemakhen / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004) 203–208

nt (i).
Un isomorphismeΦ2n :CC
n,n → C(2n) (voir [3]) est donné par :

Φ2n(e2j−1) = τ2j−1E ⊗ · · · ⊗ E ⊗ U ⊗ T ⊗ · · · ⊗ T ,

Φ2n(e2j ) = τ2jE ⊗ · · · ⊗ E ⊗ V ⊗ T ⊗ · · · ⊗ T︸ ︷︷ ︸
(j−1)-fois

. (1)

Si on restreintΦ2n au groupe Spin(n,n), on obtient une représentation spinorielle de Spin(n,n). L’espace de
la représentation∆n,n = C2n

est dit le module des spineurs. PuisqueCm ⊂ CC
n,n, Φ définit ce qu’on appelle la

multiplication de Clifford :

X · u := Φ(X)(u) pourX ∈ C
m etu ∈ ∆n,n.

Une base usuelle de∆n,n estu(νn, . . . , ν1) := u(νn) ⊗ · · · ⊗ u(ν1); νj = ±1, avecu(1) = (1
0

)
, u(−1) = (0

1

) ∈ C2.
Maintenant soitλ : Spin(〈 〉) → SO(〈 〉) le revêtement à deux feuillets de SO(〈 〉). Alors sa dérivéeλ∗ : spin(〈 〉) →

so(〈 〉) vérifie

λ−1∗ (A) = 1

4

m∑
i=1

εiei · A(ei), ∀A ∈ so(n,n). (2)

On considère ensuiteW un sous-espace totalement isotrope maximal deRn,n. On choisit(a1, . . . , an) une base de
W et (a∗

1, . . . , a∗
n) sa base duale au sens de :

〈a∗
i , a∗

j 〉 = 0 et 〈ai, a
∗
j 〉 = δij .

On noteraW∗ le supplémentaire deW engendré par(a∗
1, . . . , a∗

n). Si on considère la base orthonormale deRn,n :

e2i−1 = 1√
2
(ai − a∗

i ), e2i = 1√
2
(ai + a∗

i ), i = 1, . . . , n, (3)

de (2) on obtient facilement :

Proposition 2.1.

λ−1∗ (A) = 1

2
tr(A|W).1+ 1

4

n∑
i=1

(
a∗
i · A(ai) − A(a∗

i ) · ai

)
, ∀A ∈ so

(〈 〉), (4)

oùA|W désigne la restriction deA à W .

3. Preuve du Théorème 1.2

Lemme 3.1. Si on désigne parR le tenseur de courbure de(M,g), pourX,Y ∈ W etX∗, Y ∗ ∈ W∗ on a :

(i) R(X,Y ) = R(X∗, Y ∗) = 0 ;
(ii) r(X,Y ) = r(X∗, Y ∗) = 0 ; r(X,X∗) = − trace(R(X,X∗)|W) ;
(iii) r = 0 si et seulement siH ⊂ SL(n,R).

Preuve du Lemme 3.1. Du fait queW est totalement isotrope et invariant par la courbure, on obtient facileme
(ii) D’après la première identité de Bianchi et (i), on a :

r(X,X∗) = trace
(
Z → R(X,Z)X∗)

=
m∑

g
(
R(X,ai)X

∗, a∗
i

) +
m∑

g
(
R(X,a∗

i )X∗, ai

)

i=1 i=1
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(
R(a∗

i ,X∗)X,ai

) + 0−
m∑

i=1

g
(
R(X∗,X)a∗

i , ai

)

= −
m∑

i=1

g
(
R(X,X∗)ai, a

∗
i

) = − trace
(
R(X,X∗)|W

)
.

De même on montre quer(X,Y ) = r(X∗, Y ∗) = 0.
(iii) Si H ⊂ SL(n,R), alors trace(R(Z,T )|W ) = 0,∀Z,T ∈ V . Donc, enx, r = 0 et doncr = 0 partout. In-

versement, sir = 0, d’après le théorème d’holonomie d’Ambrose–Singer (voir [1]),H est engendrée par le
transformationsRτ(γ )(Z,T ) := τ (γ )−1 ◦ R(τ(γ )Z, τ(γ )T ) ◦ τ (γ ), oùγ décrit les courbes de classeC1 par mor-
ceaux, d’originex, Z, T décriventTxM et τ (γ ) désigne le transport parallèle le long deγ . Donc

trace
(
Rτ(γ )(Z,T )|W

) = trace
(
R

(
τ (γ )Z, τ(γ )T

)
|τ (γ )W

)
.

D’après (ii), traceA = 0, ∀Ā := (
A 0
0 −t A

) ∈H. �
Montrons maintenant dans le Théorème1.2 que (a) implique (b). On suppose que(M,g) supporte un spineu

parallèleϕ défini par 0�= u ∈ ∆n,n. Or ∇Y (X · ϕ) = DY X · ϕ + X · ∇Y ϕ = 0, pour X,Y champs de vecteurs surM,
où D est la connexion de Levi-Civita de(M,g), ∇ la connexion spinorielle associée. Donc la distributionT :=
{X ∈ T M; X · ϕ = 0} est parallèle. Et par le principe d’holonomie, le sous-espaceTx := {X ∈ TxM; X · u = 0}
est invariant par le groupe d’holonomieH . Dans la suite, on distinguera deux cas :
Premier cas: Tx = W ouTx = W∗.

On suppose queTx = W , le casTx = W∗ se traite de la même manière. Doncai · u = 0, pouri = 1, . . . , n.
D’après (4), on a :λ−1∗ (Ā) · u = 1

2 tr(A)u, ∀Ā ∈H. Par suiteH ⊂ SL(n,R).
Deuxième cas: Tx �= W etTx �= W∗.

Puisque les représentationsρ et µ sont irréductibles,Tx = 0 et doncT = 0. Or il est connu que si une varié
(M,g) supporte un spineur parallèle, alors Ric(T M) ⊂ T , où Ric est le tenseur de Ricci de(M,g) (voir par ex. [2]).
Par suiter = 0.

Montrons maintenant que (b) implique (d). Supposons donc queH ⊂ SL(n,R). D’après (1), et comme
∀i,A(ai) ∈ W, on aai ·u(1, . . . ,1) = 0, pouri = 1, . . . , n. Et donc, d’après (4), on a :λ−1∗ (Ā) ·u(1, . . . ,1) = 0. Par
conséquent(M,g) admet un spineur pur réel parallèle défini paru(1, . . . ,1). L’implication (d)⇒ (a) est triviale.
D’où le Théorème 1.2. �
Remarque 1. La liste des holonomies possiblesLSP d’une métrique pseudo-riemannienne irréductible et
symétriqueg, qui admet un spineur parallèle non trivial, est exactement celle des holonomies possiblesLRP qui
forcentg à être Ricci-plate (voir introduction). La question qui se pose est donc : Existe-il une preuve dire
ce fait ?

Le Théorème 1.2((a)⇔ (c)) renforce le sentiment dans cette direction, lorsqueg est complétement réductib
et non irréductible.
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