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Résumé

On considére un film courbé mince composé d'un matériau martensitique. Le comportement du film est décrit par une énergie
totale composée d’une partie d’énergieeimte et d’'un terme d’énergie d’interface. Lorsque I'épaisseur du film courbé tend vers
zéro, on montre en utilisant les outils fleconvergence, que les minimiseurs de I'énergie totale convergent vers les minimiseurs
d’'une énergie dépendant d'une déformation bidimensionnelle et d'un vecteur de Cdaaratter cet article: H. Le Dret,

H. Zorgati, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Curved martensitic thin films. We consider a curved thin film made of a martensitic material. The behavior of the film is
described by a free energy composed of a bulk energy and an interfacial energy term. When the thickness of the curved film
goes to zero, we show with-convergence arguments that the minimizers of the free energy converge to the minimizers of an
energy depending on a two-dimensional deformation and one Cosserat vectdidfigtd thisarticle: H. Le Dret, H. Zorgati,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We consider a curved thin film made of a martensitic material (see [2,6,7,10]). The thin film occupies an open
domain of the form

~ ~ —h h
Q= {x eR® 3t €l x =% +nas(v1(®)) avec—- < < E}’ 1)

whereS is the curved midsurface of the filmg(y ~1(%)) is the unit vector normal t§ at the pointy, andh is the
thickness of the film.
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The behavior of the thin film undergoing a deformatipis described by an energ@y in two parts. The first
part is a hyperelastic energy and the second part is an interfacial energy term :

o~ - -2
eh(<p) = /[W(V(p) +K|V2<p| ]dx, (2)
2
whereW is a hyperelastic stored energy function satisfying growth and coercivity hypotheégedenotes the
gradient of the deformation, is a nonnegative constant aRd@ is the 3x 3 x 3 tensor of second derivatives.

In this Note, we analyze the asymptotic behavior of the total energy and its minimizers over a set of admissible
deformations/ of the form

V=|¢eH* 2R3, ¢§(F) = A% onT}), 3)

when the thickness of the fililn goes to zero, wherg), represents the lateral surface@f and A = (a1|dz|as) is
a constant matrix i3,
We begin the study by rescaling the energy in orbework on a domain independent of the thicknéss
Then, we study the behavior of the minimizers of the energy when the thickness goes to zero. We show, using
I'-convergence arguments (see [1,3-8{xt the minimizers of the rescaledezgy converge to the minimizers of
the limit energy depending on a two-dimensional deformation and one Cosserat vector field.
We note that the existence of the interfacial term simplifies the computation 6Ftimeit of the energy. Indeed,
we do not have to relax the bulk energy density as in Le Dret and Raoult [8,9] for instance.
Finally we rewrite the limit model in its original reference configuration to show the intrinsic aspect of the limit
minimizing problem.

1. Préliminaires

On considére un film courbé mince martensitique d’épaiss@gcupant un domaing;, de la forme

~ 3 . o~ 3 1 —h h

Qh:{xeR,EixeS,x:x—f-nag(w (x))avec7<n<§}, (4)
ol S est la surface moyenne déh, une sous-variété bidimensionnelle de cla€ede R3 admettant un atlas
comportant une seule carje Cette carte est uG?-difféomorphisme. Elle envoie un ouvert boraénclus dans
R? de frontiére lipschitzienne dars az(y~1(%)) est le vecteur normal 3 au pointx. Le vecteuraz est le
troisieme vecteur de la base covariante du plan tangent associé a lé carte

Les états d’équilibre du film mince subissant une déformatisont les minimiseurs d’une énerglecomposée

d’une partie d’énergie interne élastique et d'un terme d’énergie d’interface

h o~ ~ 12
eh(go):/[W(w>+x|v2¢| Jdx, (5)
2
olik est une constante strictement positiVég est le tenseur 3 3 x 3 des dérivées secondesiétest la densité

d’énergie interne hyperélastique du matériau dépendagtatiient de la déformation et vérifiant les propriétés de
croissance et de coercivité suivantégi, c2 > 0 tels que

(AP - 1) < W(A) <e2(1Al7 +1), 2<q<6. (6)
Les déformations appartiennent & = {¢ € H2(2; R®), ¢(¥) = A surl};} ot I, désigne la surface latérale
de §2;, avecA = (a1|do|d3) une matrice constante dé2 (voir [2,6,7,10]).

On s’intéresse au comportement de I'énergfieainsi que celui de ses minimiseurs lorsque I'épaisseur du
film mince tend vers zéro. Pour cela, on utilise les outils dé taonvergence (voir [1,3-5]). Tout d'abord,
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on procéde a un changement d’échelle afin de travailler sur un domaine indépendant de I'épgais3eur
pose, poutr € £21 = {x € R3, (x1,x2) € w et —% <x3< %}, on(x) = p(¥(x1, x2, hx3)), OOV : 2} — R3 est
définie pand (x) = ¥ (x1, x2) + x3as(x1, x2) avecs2, = {x € R3, (x1,x2) € w et—% < x3 < 4}. On pose aussi
e(h)(gn) = %5”(@)- Il en découle que () (¢n) = I (h)(gn) + K (h)(pr) avec

1
I(h)(p) =/W[<¢,1I¢,2IE¢,3>Ah}dhdx (7)
21
et

1 1 .
[(V,Z,w + E(e?’ Q@ Vpp 3+ Vyp3®es) + 72630 ¢.33® ea) ®Ah:| ®Ap

K (h)(¢) =/K

21

1 _ 2
+ [va + 2038 e3}®v2w—1(wx1, x2,hx3))| dp(x)dx, (8)

ou ¢, ¢,;; désignent respectivement la dérivée premiere par rapport énig variable et la dérivée seconde
par rapport a laaéme etjéme variable dep, et ol I'on a poséd,(x) = detV¥ (x1, x2, hx3) et Ap(x) =
V¥ (W (x1, x2, hx3)). On a aussi utilisé les notationg,p = ¢ o ® ey €t V12,<p =ey ® ¢ a8 @ eg. Enfin, pour
deux tenseur® et Q d’ordresp etq, P®Q désigne le produit tensoriel contracté Heet Q qui est un tenseur
d'ordre p + g — 2 dont les composantes sont obtenues par contraction du premier indicpatde dernier indice
deQ.

On étudie le probleme de minimisation suivant : trouy@r) € Vj, veérifiant

e(h)(p(h)) = ggl‘g e(h) (), 9)

avecVy, = {p € H2(221; R3); ¢(x) = A(¥ (x1, x2, hx3)) SUrdo x (—%, %)}-

2. Résultats principaux

On prolonge I'énergie (k) a L2(£21; R3) tout entier en posant pour togte L2(£21; R3)

Naturellementy (k) minimise également* (k) surL2(£21; R3). On a le lemme suivant.
Lemme 2.1.Soitg, € L2(21; R®) une suite vérifiane* (h)(¢;,) < ¢ avecce une constante positive. Il existe alors
9% € H?(£21; R®), b € HY(£21; R®) eté e L?(£21; R3) tels que pour une sous suite gdg (encore notéey,) on a
on — ¢° dansH?(£21; R3) faible,
Lons—b  dansH(£21; R3) faible, (11)
Lonzz—¢ dansL?(21; R®) faible

avec(¢®, b, &) € Wo oul

Wo = {(wq b,¢) € H*(21; R%) x H'(21; R®) x L?(£21: R®) vérifiantsp% =0, b3=0

bl

)}

NI =
NI =

b3
etpP(x) = AW (x1, x2,0), b(x) = AW 3(x1, x2,0) = Aag(x1, x2) SUrdw x (—
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Nous obtenons alors
Proposition 2.2.Soite (k) un minimiseur de I'énergie(k) sur Vj,. Alors pour une sous-suite encore noiga),
il existep® € H?($21; R3), b € H(£21; R®) etc e L?(£21; R3) tels que
o(h) — ¢° fortement dang72(£21; R3),
1p3(h) —b  fortement dangs®(s21; R3), (12)
h—12<p,33(h) — ¢ fortement dang.?(£21; R3)
avec

(¢°,b,¢) € Wo. (13)
On passe ensuite au calcul deffalimite de I'énergie, laquelle dépend de la déformation bidimensionnelle et

de deux vecteurs de Cosserat, ce qui nous conduit & réécrire I'énergie dans IB$fraceR3) x L2(21; R3) x
L?(£21; R3) en posant

E0)e.b.c) = {iéz)((p) 2::; 10 = (14)
Pour tout(¢?, b, ¢) € L2(£21; R3) x L?(£21; R®) x L?(£21; R®), on pose
Jo dkl[(VEe® + (3 ® Vb + Vpb @ e3) +e3® ¢ ® e3)®40]’ ®Ao
+[VpeP + b ® e3] BV Lo W (x1, x2,0)°
+ W[(¢%]0%|b)Ao] }dodx si (¢°, b, ¢) € Wo,
+ o0 sinon

E*(0)(¢°, b, 0) = (15)

ol Ag(x) = V¥ 1o W (xq, x2, 0) etdo(x) = detV¥ (x1, x2, 0). On obtient le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.La suite E*(h) I'-converge versE*(0) pour la topologie forte dd.2(21; R%) x L2(£21; R3) x
L?(£21; R®) quandh tend vers zéro.

Remarque 1.Le calcul de lar"-limite est simplifié par le terme d’éndegd’interface. Contrairement au cas des
films hyperélastiques, voir [8], la densité d’énergie élastique interne du modele limite n’est pas relaxée.

Remarque 2.L'énergie limite dépend d’une déformation bidimensionnelle et de deux vecteurs de Cosserat. On
observe en effet une dépendance par rapport au vecthug au caractére courbé du film mince. La minimisation
de I'énergie limite permet d’annuler ce deuxieme vecteur de Cosserat.

On obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.4. La famille des minimiseurg (k) € H2(21; R3) dee(h) admet une sous suifencore notée par
@ (h)) telle que

@(h) — ¢° fortement dang72($21; R3),
1p3(h) — b  fortement dangs?(s21; R3), (16)
Loa3h) —> ¢ fortement dang.?(s21: RS)

avec(¢?, b, ¢) € Wo minimisant I'énergie limite
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e(0)(¢°, b,¢) = / k|[(V20° + (e3® Vb + V)b ® e3) + €3 ® ¢ ® €3)®A0(x) | BA0(x)
21

+ V6% + b ® e3]®VAW L o W (x1, x2, 0)7 + W[ (90| 0%(x)[B) Ao(x) ]do(x) dx. (17)

Remarque 3.En utilisant I'équation d’Euler—Lagrange associée au probléme de minimisation de I'éag@rgie
sur Wp on montre grace au Corollaire 2.4, qug= 0 au sens d®’ (£21; R3). On montre alors que la minimisation
de I'énergie conduit & prendée= 0.

On termine I'étude par un retour a la configuration de référence initiale qu'on obtient en effectuant le
changement de variables inverse. On pose doscl (x) pourx € £21, ¢(X) = @Ox), b(X) = b(x), é(X) = ¢(x),
¢(0)(¢) = e(0)(p) et S = ¥ (w). On obtient I'expression de I'énergie limite

3
&(0)(¢. b, &) = / i Y 160k +bi () (%), ) + bk () (a®) ;(5)

5 i,j,k=1
+&(@®)(@), (@), + b D)), O + W[VEE +bod’®)] { d, (18)
oula3(%) est le vecteur unitaire normal & la surface moyefiee .

Remarque 4.0n remarque que I'énergie limite obtenue ne dépeas du systeme de coordonnées dans lequel on
I'écrit. Ceci souligne le caractere intrinséque du probléme limite de minimisation.
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