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Résumé

Nous considerons un probléme de vibro-impact, c’est-a-dirg/gteme mécanique a nombrd fie degrés de liberté, soumis
a des contraintes unilatérales parfaites. Nous supposons que la transmission des vitesses est décrite par une loi de Newton a\
un coefficient de restitution € [0, 1]. Motivé par des questions numériques, nous étudions la dépendance des solutions par
rapport aux données. Pour une large classe de problémes (systemes soumis a une ou plusieurs contraintes, faible régularité
données), nous obtenons un critére de continuité par rapport aux données, relié a la géométrie des contraintes aeoumpacts.
citer cet article: L. Paali, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Vibro-impact problems: study of the dependence on data. We consider a vibro-impact problem i.e. a mechanical system
with a finite number of degrees of freedom, subject to perfect unilateral constraints. We assume that the transmission of velocities
at impacts is described by a Newton’s law with a restitution coefficient0, 1]. Motivated by the computation of approximate
solutions, we study the dependence of the solutions on data. For a large class of problems (single or multi-constrained system:
weak regularity of data), we obtain a criterion, involving the geometry of the constraints at impacts, which ensures continuity
with respect to the datdo citethisarticle: L. Paoli, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We consider a mechanical system witllegrees of freedom. We denote by R? its representative point in
generalized coordinates. We assume that the system is subject to frictionless unilateral constraints described by tt
following inequalities

fiw)=0 Vie{l... v}, v>1,
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with f; € CL(R?) such thatV f; is locally Lipschitz continuous and does not vanish in a neighbourhood of
{u e R?; fi(u) = 0}. We denote byk the set of admissible positions i.e.

K={ueR? fiu)>0Vie(l,... v},

and we define the set of active constraints atR? by
Jw)={ie(l,...,v}; fi(w) <0}

We assume that the active constraints are functionally independent, i.e.
Yu € K, (Vﬁ(u))ie](u) is linearly independent.

Let us recall the definition of the tangent conekiaat u
VueR!, Tx@w)={weR’ (Vfiu),w)>0Vielw),

where(, -) denotes the scalar Euclidean produdRéf and the definition of the normal coneXbatu with respect
to the Euclidean metriagyk (), or with respect to the kinetic metrid/y ()

Nk () ={w e R (w,v) <OVve Tk W)},
N ) ={weRY; (w, M(u)v) <OVv e Tk )},

whereM (u) is the mass matrix of the systemat
The motion of the system is described by the following Measure Differential Inclusion (MDI)

M(u)ii — f(t,u, 1) € —Ng (u). 1)

More precisely, there existscalar measures such that

M (wyii — f(t,u, i) ==Y MV fiw),

i=1
2 <0, Suppr) C{: fi(u(r) =0}

These equations do not describe completely the motion since the right velocities at impaets;.6) when
u(t) € 9K, are not uniquely defined by the MDI. Hence weogld add a constitutive law of impact. Following
Moreau [2], we assume that the transmission of velocities at impacts is given by

i (t +0) = Proj,y (T (u()), t(t — 0)) — e Proj, ) (N (u(1)). ii(t — 0)) (2)

if u(t) € 9K, where Proj(Tk (u), v) and Proj(Ng (u), v) are the projections of on T (u) and N (u) with
respect to the kinetic metric ards a restitution coefficient belonging {6, 1].

Motivated by the computation of approximate soluti¢d we focus on the dependence of solutions on data.
A first result has been obtained by Schatzman [6] in thedimensional case and a more general result is given
by Ballard in [1]. But, in both cases, the authors considered only the dependence on initi@daga when the
other data are analytical. Here we drop the analyticity assumption and we study the behaviour of theisphition
the Cauchy problem associated to a set of dd$a= {uo,, vop, My, fp, fip, 1 <i <v}. WhenD,, converges to
D« (inthe sense of Theorem 2.1), we prove tha}) ,>o converges to a solutian,, of the limit MDI. Moreover,
U Satisfies also the impact law if

(V froo (too)s M (Uoo)V floo (t1es)) <O if e =0,
(V fioo (oo), M oo)V fioo(ttes)) =0 if e #0

holds for all (i, j) € Joo(a0)?, i # j. These conditions can be interpreted geometrically as follows: the active
constraints along the limit motion create right or acute angles whkef, or remain orthogonal whets£ 0.
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1. Présentation du probléme
SoitD = {ug, vo, M, f, f;, 1<i <v}unensemble de données satisfaisant les hypothéses suivantes :

(H1) M estune application de classé deR? dans I'ensemble des matricés d symétriques définies, positives ;

(H2) f estune application continue @@ 7] x R x R? (r > 0) dansR¢ ;

(H3) f; € CY(RY) pour touti € {1,...,v}, Vf; est localement lipschitzien et ne s’annule pas au voisinage de
I'hypersurfacgu € RY; f;(u) =0};

(H4) les contraintes actives sont fonctionnelent indépendantes c’est-a-dire, pour taut K la famille
(Vfi(”))ie/(u) est libre, avec

K={ueR" fiu)>0,1<i<v}, Jw={ie{l....,vk fiw)<O};
(H5) ug € K etvg € Tk (uo) = {w € RY; (V fi(uo), w) > 0Vi € J(ug)}.

On considére le probléme de vibro-impact décrit par les Egs. (1), (2) et la condition initialey). Plus
précisément, le probléme de Cauchy assod®est défini par

Probléme (P). Trouvers > 0 et une fonction : [0, §] — R tels que

(i) u estcontinue a valeurs dais u est a variation bornée,
(ii) la mesurenw = M (u)ii — f (-, u, u) satisfait I'inclusion différentielle (1) au sens suivant : il existenesures
scalaires\; telles que

—u=Y nVfiw),
i=1
A <0, Supp) C {t€[0,8]; fi(u(r))=0},

(i) laloi d'impact est donnée par (2) pour tout 10, §[,
(iv) la condition initiale(uo, vo) est satisfaite c’est-a-dire

u(0) = ug, (04 0) = vo.

Pour ce type de problémes, un résultat d’existence et d’'unicité a été récemment établi par Ballard [1] quand les
données sont analytiques. Pour des données moins néggutiés accumulations d’irapts a droite d’un instant
donné peuvent apparaitre, conduisant a des cas de non-yofcitg]). Méme en I'absence de tels phénomeénes,
I'unicité n'implique pas que le probleme soit bien posé et il est facile d’exhiber des cas ou il n’y a pas continuité
par rapport aux données. Considérons par exemple le probléme modéle d’un point matériel libre dans un domain:
angulaire dé&R? c’est-a-dire :

f=0 M=ldg2, fi(x,y)=y, fa(x,y)=—xsind—ycosh V(x,y)eR2

Pouré € Ir/2,n[, e = 0 etug, = (xo0p, 1), x0p > 0, vop = (0, —1), avec lim,_, ;o xop, = 0, un calcul direct
montre que la solution, du probleme de Cauchy associé aux conditions initialgs, vo,) ne converge pas vers
la solutionu., du probléme de Cauchy associé a la condition initiale lirig., voso) = ((0, 1), (0, —1)), pour
laguelle la vitesse du point matériel s’annule lorsqu’il atteint le sommét ¢ef. Fig. 1).
Dans une telle situation, la résolution approchée effective du probléeme semble impossible : méme si on dispose
d’'une méthode dont la convergence est démontrée, lasrem&@arrondis conduisent a userte d'imprédictibilité
liee a l'incertitude sur le point exact d'impact par rappii’angle (cf. Fig. 2 pour une autre illustration de ce
probléme quand = 1).
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Fig. 1. Le probléme modéle podre |7 /2, [ ete = 0.

Fig. 1. Model problem fop € |7 /2, #[ ande = 0.

Fig. 2. Le probleme modéle podre ] /2, n[ ete = 1.
Fig. 2. Model problem fo# € |n/2, n[ ande = 1.
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Fig. 3. Le probleme modéle podre 10, 7/2[ ete = 0.
Fig. 3. Model problem fop € 10, 7 /2[ ande = 0.

Il est donc important d’établir des critéres garantissant la continuité par rapport aux données. Un premier résulta
a été obtenu par P. Ballard dans [1] concernant la dépeedaar rapport aux conditions initiales. Généralisant un
résultat antérieur d0 & M. Schatzman [6], il démontre, sous I'hypothese d’analyticité des autres données, qu'ily a
continuité si les contraintes actives le long du mouvement limite restent orthogonales.



L. Paoli/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 27-32 31

L'analyse du probléme modéle précédent permet cependant de penser que ce critére n'est pas optimal pot
e=0. En effetlorsqué € 10, /2 etug, = (=1, yop), yop > 0, vop = (1, 0), avec lim,_, 1 yo, = 0, la suite des
solutions(u ;) , >0 converge vers la solution,, du probléme de Cauchy limite (cf. Fig. 3).

2. Enoncédu résultat
Nous considérons ici le cas général ou &sues données dépendent d’'un paramgttendant vers-oo.
Théoreme 2.1. Nous faisons les hypothéses suivantes

(i) lasuite(uop, vop) p>0 CONVErge Versuoso, vooo) ;
(ii) les suites(M,) >0, (dMp)p>0, (fip)p=0 €t (Vfip)p>0 (1 < i < v) convergent uniformément sur tout
compact d&R? vers My, d Moo, fiso €LV fino respectivement
(iii) la suite(f,),>0 converge uniformément sur tout compacfaer] x RY x R? vers fx ;
(iv) 'ensemble des donné@és, = {10c0, V0co, Moo, foo, fico, 1< i < v} satisfait les hypothésébl1l)—(H5);
(v) ilexistes € (0, r]tel que, pour toup > O, le probleme de Cauchy associé aux donrfégadmet une solution
u, definie sur0, §].

Alors, il existed, € 10, 8] et une sous-suite d& ) ,>0 qui converge uniformément s[0, ] vers une limite

Uoo € CO([O, 8ol Koo) telle quer, est une fonction a variation bornée, il existanesures scalaires; , telles
que

Joo (s oo, oo) — Moo (Uoo)lico = — oo = Z)"I‘OOV,]CI‘OO(MOO)V

i—1 )
hico <O, SUPPAioe) C {7 €10, 8x]; fioo(Uoo(t)) =0},
et
oo (0) = ugoo, 0o (04 0) = Voo 4)
De plus, si la condition
(V fioo (oo (1)), MM (1tos () V fjoo (1 (1)) <O sie =0, )

(V fioo (oo (), MaH(ttoo () V fjoo (1o (1)) =0 sie#0
est vérifiée pour touti, j) € Joo (oo (1))%, i # j, €t pour toutr € (0, 8oo), alorsue, satisfait aussi la loi d’impact
lioo(t +0) = Proj,_ ;) (Tky, (oo (1)) tico(t — 0)) — e Proj, ;) (Nx_. (too(1)). tico(t —0)) V1 €10, 8ocl
etus est une solution du probléeme de Cauchy associé a I'ensemble des d@npées
La preuve se divise en trois grandes étapes. Noosreengons par établir des estimations a priori gayy ,>o
dansL™®(0, 8,.; RY) et BV (0, 85; RY) avecss, € 10, 8], en utilisant des techniques inspirées de [4] et [1]. Les

théoremes d’Ascoli et de Helly permettent alors d’en déduire qu'il existe une sous-suitg)ggo, encore notée
(up) p>o0, telle que

Up = Uoo dansCO([O, Sool; Rd),
ip(t+0) = itoo(t +0) sauf peut-€tre sur un ensemble dénombrable de pointS@ahs),

iip il dansM(0, §o; RY) faible*
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et nous démontrons que, est a valeurs dank, et satisfait (3) et (4). Finalement, nous considérons un instant
d’'impact du mouvement limite c’est-a-dire € 10, §oo[ tel queus(t1) € K. Au voisinage deis (1), K~ et
Tk, sont trés proches et I'hypothese (5) implique que les angles au sommet du cone sont droits ou aigus (si
e =0). Le comportement de la suite,),>o0 est donc qualitativement le méme que dans le probleme modéle
précédent. Bien entendu, ceitiéuition géométrique est étayée par desmations précises, au voisinagergede
(V fip(up), itp)) p>0, POUr tOUL € Joo (Uoo(f1)).

De plus, si le probléme de Cauchy limite admet une unique solution, nous pouvons démontrer un résultat de
convergence global.

Théoréme 2.2. Nous supposons que les hypothéses du Thé@éisent satisfaites. Nous supposons de plus que
le probléme de Cauchy associé aux donr2gsadmet une unique solutiarf, sur[0, 8% ] avecs’, €10, 7] et

(V fioo (), MWV fioo ) <O sie =0,
(V fioo), M)V fioo(w)) =0 sie#0

pour toutu € Koo, et pour tout(i, j) € Joo ()2, i # j.
Alors, la suite(up) ,>0 converge vers:s, dans Wi+ (0, min(s, §»); RY) fort pour toutk € [1, +-o00[ et dans
W20, min(s, 80); RY) faible*.

(6)
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