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Résumé

Les roll-waves sont des ondes progressives entropiques des équations de Saint Venant avec terme sourceCEhm sont
morceaux et périodiques en espace. On s’intéresse dans cetta detix problemes reliés : d’une part I'existence de roll-
waves dans un canal a fond périodique et d’autre part la stabilité linéaire des roll-waves dans un canal a fond plat. Ces dew
problémes ont une difficulté commune : la présence d’'une infinité de chocs. Par un changement de variable, on fixe ces chocs
on se restreint alors & des fonctiah$ surR \ {i L, i € Z} pour unL donné. Dans un canal a fond périodique, on montre ainsi
I'existence de roll-waves de petite plitude dont la vitesse d’onde oscille autalune vitesse moyenne. Dans un canal a fond
plat dont la pente est proche de 0, on peut montrer que les roll-waves sont linéairementRbableser cet article: P. Noble,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Existance and stability of roll-wavesfor the Saint Venant equations. Roll-waves are entropic travelling waves of the Saint
Venant system with a source term. In this Note, we study two connected problems: on the one hand the existence of roll-waves
in a channel with a periodic bottom, on the other hand the linear stability of roll-waves over a flat bottom. The main issue is due
to the presence of an infinite number of shocks. With the help of a suitable change of variables, we can restrict our attention
to C1 functions onR \ {iL, i € Z}. Then we prove the existence of small amplitude roll-waves with wavespeeds oscillating
around an average velocity in a channel vétheriodic bottom. For channels with atfbottom, we show thlinear stability of
roll-waves when the slope is small enougb.citethisarticle: P. Noble, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abridged English version

Consider the Saint Venant equations augmented with a friction term
W2 2 2
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whereG = gcog0), g is the gravity constant ankl is a smooth, 1-periodic function. They describe a shallow
water flow down an open inclined channel (with an average slgp&he resistence effects due to the bottom are
represented by . This system can be derived from the Navier Stokes equations with a free surface in the long
wavelength approximation [10,12]. When= 0 and the uniform flow is unstable (gin> 4cy), the system has
roll-wave solutions (a travelling wave which is spatially periodic and piecewise regular) for any wavesp&ed

and wavelengttL > 0 [4]. The discontinuities are entropic shoakkich satisfy the Rankine Hugoniot relations

and a Lax shock condition.

We first consider the existence of roll-wave in a channel with a nonflat bottogh @). The Saint Venant
system written with the Riemann invariants is equivalent to gksystem with a source term (4). System (4) is
inhomogeneous: instead of roll-waves, we search for pulsating waves with shocks at pagjtienL, i € Z,
wherec satisfiesc(t + T) = ¢(¢) + 1 for a suitableT” [2]. We write the system (4) with the Riemann invariants
r=v+¢), s=v—¢u)wherep’'(x) = /p’(x) and search for small amplitude solutions around a steady state
(ro,s0): r(x,t) =ro+ €R(&, 1), s(x,t) =ro+ €S(§,7) [6]. Herer =T, & = "‘Tc”) The change of variable
fixes the shocks and we search for solutidhsS € C1((—1, 1) x T). The Rankine Hugoniatonditions either
are integrated in the advection matrix or play thkerof nonlinear boundary conditions. The system satisfied by
R, S coupled with the boundary condition ekiits a fast/slow dynamic. We perform a Fenichel like analysis and
prove the existence of an invariant grapk: S€ (R): given anyR € C1((—1, 1) x T), there exists a solutiaf€ (R)
satisfying the equation ofi and the boundary condition. Moreover, we can prove &&R) = s(R)(t) + O(e).

The equation foR, at order O ire is a Burgers equation of the form

p" (uo) R(1,7)+ R(—1, T)) ( f'(uo) >
R R — Re = —1|R+ F(7),
* 4P’(M0)< 2 : VP’ (uo) +F()

where ug = ¢—1(@) and F is 1-periodic. This equation has a particular roll-wave solutiy(é, t) =
H(E) + G(v) with H(E) = A& (A > 0 if f'(uo) > /p'(uo)) andG is periodic. The dissipativity irC! of the
semi group generated l@ydi allows us to findR by a Banach fixed point argument fo0e « 1.

We then study the linear stability of a roll-wave over a flat bott@# V, ct +iL) (H, V denotes the profile
equation of the roll-wave in the area where it is smooth and- i L are the positions of the shocks). One of
the difficulties here is to give a rigorous notion of stability in the presence of an infinity of shocks. Following
Majda’s analysis of shock fronts linear stability in hypdibsystems [7], we choose for the space of perturbations
of the roll-wave the set of functions which decrease to 0 at infinity and pieceWisen R \ {X; (1), i € Z} for
X;(t)=ct+iL +¢€;(¢t) and|¢;| < 1. By mean of a continuous, piecewise affine change of variablé& (x, ¢) in
Saint Venant equations, we fatl the shocks at pointsL, i € Z. The roll-wave(H, V, ct +iL) is now a steady
solution of the (new) Saint Venant equations coupléti the Rankine Hugoniot coiitibns. Then we linearize the
Saint Venant equations in the area wéhthe perturbations are regulaicethe Rankine Hugont conditions around
the roll-wave. We search for solutions with an exponential growth in tighes, r) = k(&) exp(it), Sv(&,t) =
w(€) exp(rt) ete; () = g; exp(rt). This yields the following spectral problem.

FindieC, k,we CYR\{iL, i €Z}), (¢1)icz € R bounded, withime_, 10 || (k, w)(€)|| =0 and

(w — ck)' 4+ 1k = A(si + F12(H (§)) (siv1— €)) H',

V2 2V / 2 V2 2 V . .. GH2 K2 /
<<GH——>k+<— c>w> +Aw:<Gtan9+ < )k— Sy 4 S 8’( +_>

H? H H3 H?2 L 2 H
+M(ei + Fi2(H(®))(eiy1—e)) V', VEeL =]iL, (i +DL[, 1)
[w—ckliL =¢&A[H]iL, [(GH— V—2>k+ (2—V —C>wi| =¢girc[H]iL. (2)
H? H iL

The differential system (1) is singular and possess an affine space of smooth functifnalunh cannot be
computed explicitely. For large wavelength, we can prove that (1), (2) has no unstable eigenvalues with large
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moduli. It is proved by computing asymptotic expansions with respeﬁ%‘ tof the values ofk, w at pointsiL.
Whené — 0, we show that (1), (2) has no unstable eigenvalues. It is done by conside#ii@6) andi = O(1)
unstable eigenvalues.

1. Roll-wavespour le systéme de Saint Venant : casd’un canal a fond plat

Considérons le systéme de Saint Venant augmenté d'un terme de friction
h? 2 v2
hi +v, =0, v+ (G? + 7) = Gh(tand +€b'(x)) — Cf130 0<ek, (3)
X

ou G = gcog0), g étant la constante de gravité ietune fonction 1-périodique. Ces équations modélisent un
ecoulement de faible profondeur dans un canal incliné (de pente mogerugueux ¢ r représente la friction due
aux parois et au fond). On peut dériver ce modéle a partir des équations de Navier Stokes a frontiére libre dans I:
limite des grandes longueurs d’'onde [10,12]. Potr0 et lorsque le flot uniforme est instable & sinfc;t > 4),
Dressler a montré 'existence d’'une onde progressive entropique du systéme (3) appelée roll-wave dg vitesse
L-périodique en espace &t par morceaux pour tout> 0 et > 0 [4]. Le profil continu(h, v)(x, 1) = (H, V)(§)
OU & = x — ct Vérifie

dH H?2+ (Hy— c2/GF)H + H?/F
cH-V=K 2 _tann) (Ho—c*/GF) o/

dg H2+ HoH + HZ P(H), VéeliL,(i+1DL[

LafonctionH est définie implicitement pad (§) =h < & = f(h) ou f est une primitive d%. Les discontinuités

sont des chocs entropiques vérifiant les conditions de Rankine Hug®niot= c[H];L, [GHT2 + VFZ]ZL =c[V]iL
et une condition de choc de Laf™ < H~ ol H~ et H' désignent la valeur d& avant et aprés chaque
discontinuité.

2. Roll waves de petite amplitude dansle p-systéme inhomogéne

Pour simplifier I'étude, le systéme (3) est remplacé par le systéme supays{eme avec forcage périodique
en espace) qui lui est équivalent quand il est écrit avec les invariants de Riemann [12]

ur+ve=0, v+ (pw) =fw)—v+eb(x), 0<e<kl, 4)

ou p, f etb sontréguliéres, leurs premieres dérivées sont globalement borngestet -périodique. Le milieu
étant inhomogene, on cherche a la place des roll-waves, des ondes pulsataiyes 1) = (u, v)(x — c(z)) olc
vérifie la conditionc(t + T) = ¢(¢t) + 1 pour unT a déterminer [2]. Les discontinuités vérifient les conditions de
Rankine—Hugoniot
[p)1t  [v1f

=—7 (5)

it [t
et une condition de choc de La%p’(uﬂ <c </p'u).

Théoréme 2.1. Le systemé4) écrit avec les invariants de Riemamnn= v + ¢ (u), s = v — ¢(u) (ol ¢'(x) =
J/p'(x)) posséde une solution entropique de type roll-wave sous la folme) = so + €S(r) + O(e?) et
r(x,t) =ro + €R(&,t,¢), & = X‘TC(’) ol R(-,-,€) € CL((=1,1) x T). De plusc(r) = cet + Ecl(Te_lt,e)
et R(&,t,0) = A& + G(r), V& € ]1-1,1], les fonctionsc1, G étant périodiquesA > 0, ¢ = / p’(uo) + O(¢)

et Te_1 = /P’ (ug) + O(e).

@) =
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La preuve se décompose en trois étapes

1. Réécriture Le systéme (4) avec les invariants de Riemanrs’'écrit
re + A, s)ry =€b (x) + O, 5), st —A(r, 8)sx = €b' (x) + O(r, 5), (6)

OUA(r,s)=,/p' o ¢—1(%) etQ@r,s)=fo ¢—1(%) — % On cherche des solutions de (6) de petite amplitude
autour d’un état stationnair@o, sg) sous la forme (x,r) =rg+ €R(&, 1), s(x,t) =so+ €S, r)olur =Tt et

&= ’“‘TC(’) [6]. Le changement de variable spatial fixe les chocs et on ché&che C1((—1, 1) x T) et prolongées
périodiguement en espace. Les ralat (5) sont intégrées dans la matrice d’advection ou bien jouent le role d’une
condition aux bords. Le probléme s@ifnule uniguement avec les inconnuest S. En choisissany/ p’ (up) = 1,

le systéme final s’écrit :

R: 4+ P1(R, S,€)Re = Qo(R, S,¢) +€Q1(R, S, €),

Sy — §(1+ €P2(R,S,7,€))S: = Qo(R, S, €) + €Q2(R, S, €), Ve, e xT. ()

S(L,t)=S8(-1,7)+0O(¢), VtreT, (8)
0UQ0(R,S,€)(E, 1) =AR(E, 1) —(A+DSE, 1) + D/ (eE+ 1 +€eh(r,€), A= %(f/(uo)/\/ p'(up) — 1) et

PUR.S.¢) = p Eluo) ((R RO +2R(—1, r)) B (S S 1) +2S(—1, r))) 4O,

La fonctionk dépend deR(+1, ) et S(£1, 7) et les fonctionsP;, Q; sont réguliéres. La dénomination «Q»,
utilisée pour alléger les notations, désigies fonctions régulieres en les variabkess.

2. Analyse lente/rapide Le paramétre « 1 induit une dynamique lente/rapide sur le systeme (7), (8). Une
analyse a la Fenichel [5,1] permet de mettre en évidence un graphe invariant.

Lemme 2.2. SoientR € C1((—1,1) x T) etsy, so solutions1-périodiques des équation$ — Bsy = —b'(1),

s5 + Bsp = %f_llR(u, ) du. Alors il existe une fonctiof€ € C1((—1, 1) x T), vérifiant la deuxiéme équation
de(7) et la condition aux bord§3), et telle queS€ (&, t) = s1(t) + s2(r) + O(e).

En injectantS = s1(t) + s2(t) + O(¢) dans la premiére équation de (7), la dynamique réduite sur ce graphe est
donnée par
p'wo)(, RAT+R(-17)
4 2

ol F(t) = —B(s1(t) + s2(1)) + b'(r) et F¢, G sont réguliéres.

3. Analyse deg(9) : A l'ordre 0 ene, I'équation (9) est une équation de Burgers qui possede des solutions
roll-wave : Ro(&,7) = H(§) + G(t) ou H est 2-périodiqueH (§) = %5 pouré € (—1,1) et G solution
1 périodique deG’ + G = —Bs1 — s7. C’est une solution entropique vérifiant les conditions de chocs de Lax
RT < R~ pourvu queA > 0. Poure # 0, on recherche une solution de (9) sous la forRne: Rg + ew. La
fonctionw vérifie une équation du type

R

R + +6F6(R)>Rg = AR+ F(7) + €G(R), (9)

we + A(E + €K E, w))we = LR+ ew) + A w1, T); v@D) gy, (10)

ou K¢, L€ sontdes fonctions régulieressétv) solution 1-périodique d§§ + Bs = %f_ll w(x, ) dx. La fonction
w apparait alors comme un point fixe de I'opératBudéfini par

H:C(T, CY(~1,1) — C(T, c(~1,1)
z— H(z) =w, w solution dew, +L{w = L(R + €2)(t, ),
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ol Léw = Bs(w) — AYBHED 1 A 4 k€&, 2))ws. LopérateurLs est défini surX = C1(~1,1). En
combinant une estimation sur les caraistéques avec le caractére dissipatif dahslu semi groupe engendré
pars%, on obtient les estimations sur le semi groupe-exf.¢ :

|w(t, ) — €K (wo, 2)|| , < llwollx exp—a(e, uo, 2)7,
Jwe (2, )|, < lwollx exp—A(L— eC(lizllx))x.

ou a(e, wp, z) = min(1, A(1 — eC(J|z]llx))) > 0. Les inégalités (11) impliquent quE est contractant pour
suffisamment petit et posséde donc un point fixe. LEq. (9) posséde donc une s@utich((—1, 1) x T) telle

gue R = R + O(e) et qui vérifie aisément la condition de choc de LRIX < R~. On obtient ainsi une solution

de type roll-wave des équations de Saint Venant avec une vitesse de propagation oscillant autour d’'une vitess
moyenne ce qui traduit I'influence de la modulation spaiale

(11)

3. Stabilitélinéaire desroll-waves dans un canal a fond plat

Le probléme de la stabilité des roll-waves, bien que classique, a été peu traité [11]. Considérons la roll-wave
de Dressler de vitesse d’ondede longueur d’ondé.. Une des difficultés essentielles de I'analyse de stabilité
est dle a la présence d'une infinité de chocs. S’inspirant du cadre introduit par Majda [7] pour I'étude de la
stabilité des chocs simples, on se place dans un espace de for@ligres morceaux avec des discontinuités
proches des chocs de la roll-wave. On choisit donc comme espace de perturbations de la roll-wave, I'ensemble
des fonctions décroissantes vers 0 a l'infiiit, par morceaux suR \ {X;(¢), i € Z} o0 X;(t) = ct +iL + € (1)
et |¢;| <« 1. Dans cet espace de fonctions, un changement de variable gpatigdx, r) dans les équations de
Saint Venant, continu, fife par morceaux et tel quea(X;(¢), ) = i L fixe toutes les discontinuités aux points
{iL, i € Z}. Les conditions de Rankine Hugoniot sont inchangées mais exprimées aux gairdans ces
nouvelles coordonnées, la roll-wave de DresglérV, ct + i L) est une solution stationnaire du systéme de Saint
Venant couplé aux conditions de Ram&iHugoniot. En considérant des peltations a croissance exponentielle
en temps Sh(€,t) = k(&) exp(Ar), Sv(&, 1) = w(&) exp(rt) ete;(t) = ¢; exp(rt), les équations de Saint Venant
linéarisées couplées aux conditions dekRae Hugoniot linéarisées autour deddl-wave conduisent au probleme
spectral suivant

Trouveri € C, k,w e CYR\ {iL, i €Z}), (gi)icz € R bornée tel qudiMe 1+ ||k, w)(§)|| =0 et

(w — ck) + 1k = A(e; + Fro(H (&) (ei41— &) H,

v2 2V ! 2c,V?2 2crV 1—e¢ (GH?2 K2\
<<GH——>k+<— c)w) —}—Aw:(GtanH—i— cég )k— Y w4 it 8’( +—>

H2 H H2 L 2 H
+ A(ei + Fi2(H©®))(eix1 — €)) V', VE€|iL, (i + DL[; (12)
v2 2V
[w—ckliL =¢&iA[H]iL, [(GH— m)k%— (? —C>w:|iL=8iKC[H][L. (13)

La fonction Fy2 est définie patfia(h) = % ol H; et Ho désignent respectivement la hauteur minimale
et la hauteur maximale de la roll wave.

Le systéme différentiel (12) est singulier aux poigfss 1i L, (i + 1)L[ tel queH (§°) = Ho (00 gHZ = K?).
Il posséde une droite de solutions analytiques sur chaque intevall¢i + 1)L[ qu'on ne sait pas calculer
explicitement. Pour aller plus loin, on étudie plusieurs asymptotiques.

Dans la limite des grandes longueurs d’onde, on peut repiue le probleme spectral ne possede pas de
valeurs propres instables de grand module. Le théoréme suivant, d’'intérét indépendant, est une étape importani
dans I'obtention d’estimations résolvantes.
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Théoreme 3.1. Il existe deux fonctions etr;, croissantes, ek tel que pour toutx, L) vérifiantRe(A) > r1(L)
oulL > Loetim(}) > r2(L) (|Re(X)| < M), A n'est pas valeur propre du probleme speci{&2), (13)

Pour montrer ce résultat, raisonnons par I'absurde et supposons qu'il existe des valeurs propres instables d
module arbitrairement grand. Une analyse de typeBAdonne un développement asymptotique des solutions
analytiques de (12) sufL, (i + 1)L[. La contradiction vient des conditions de Rankine Hugoniot linéarisées (13).
L'axe des imaginaires purs ne joue pas ici de rdle particulier comme c’est le cas par exemple en détonique [3].

On s’intéresse alors a la stabilité linéaire des roll-waves dans la limité)tan 0. L'étude se scinde en deux
parties :

e valeurs propres en @) : le changement d’échelle= 16 donne un probléme spectral sans valeurs propres
Re(L) > 0 pourd = 0. On conclut avec le théoréme de Rouché pogr0 ;

e valeurs propres en @) : du Théoréme 3.1, on déduit que (12), (13) n'a pas de solution quan@®(1) et
Re(h) > 0 pourd assez petit.

Théoréme 3.2. Il existey > 0 tel que poul0 < 6 < O, les roll-waves sont linéairement stables.

Les résultats présentés ici seront développés dans deux articles en cours de rédaction [8,9].
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