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Résumé

Henkin et Passare ont démontré le théoreme suivant :«soibe g-forme méromorpheg(> 0) sur un sous-ensemble
analytiqueY de codimension pure d'un ouvert linéairemenip-concaveU C Py ; si la transformation d’Abel-Radon
A(w A [Y]), qui est méromorphe sur* c G(p, N), se prolonge méromorphiqguement dans un doma?iﬁe:ontenantU*
alorsY se prolonge en un sous-ensemble analthum domainel/, etw en une forme méromorphe shir Le probléme est
de démontrer I'’énoncé analogue, lorsqu’on remplace le courari’] par un courand de bidegr&qg + p, p),0<g < N — p,
de type plus général, appdigcalement résiduelNous donnons la solution poyr= 1, etqg = N — p, ou g quelconque si
A(a) = 0. On donne pour terminer une application de ce théor&me. citer cet article: B. Fabre, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 338 (2004).
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Abstract

On the Abel-Radon transform of locally residual currents.The aim of this Note is to give a generalisation of the following
theorem of Henkin and Passare:Yetbe an analytic subvariety of pure codimensjoim a linearly p-concave domai/, andw a
meromorphig;-form (g > 0) on it; if the Abel-Radon transforpd(w A [Y]), which is meromorphic o/ *, has a meromorphic
prolongation toU*, thenY extends to an analytic subvariety of andw to a meromorphic form on it. The problem is to
show the analogous statement when we replacd Y] by a currentx of a more general type, callédcally residual We give
the proof ifa is of bidegreg(N, 1), or (¢ + 1, 1), 0 < g < N in the particular case wheréd(«) = 0. We conclude with some
applications of the theorerio citethisarticle: B. Fabre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abridged English version

Let us recall the definition of Abel-Radon transform of a current, which generalize the one given in [5] and
[6]. Let U be a linearlyp-concave domain oy (i.e., union of p-planes). We denote by* the open subset
of G(p, N), the Grassmannian gf-planes, corresponding to theplanes contained ity. Let Iy C U* x U be
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the incidence variety, with the two natural projections Iy — U* and p2: Iy — U. If « is a current onlJ,
sincepy: Iy — U is a submersionp,*(«) is a well-defined current ofy;; and sinceps: Iy — U* is proper, we
can define thé\bel-Radon transforrof o as: A(«) := p1,(p5(«)). Now let us recall what is a locally residual
current on some analytic manifold. A currenta of bidegree(p, g) on X is said to be locally residual if for
any x € X there exists an open neighborhotd of x, some holomorphic functiong, ..., f,, g on U, such
that{f1 =--- = f, = g} is of pure codimensiop + 1 onU,, and an holomorphig-form » on Uy, such that
o, =[¥/gl AL/ Al A--- A 5[1/fp]. Here[w] is the principal value of the meromorphic foum and the wedge
product can be shown to be well-defined (cf. [10,11,9,1]).

Let U be a linearly 1-concave domain Bf;.

Theorem 0.1.Leta be a locally residual current of bidegreg + 1,1), 0 < g < N in U. ThenA(«) = 0 if and
only if « extends td@y as ad-closed locally residual current.

This theorem can be considered as a variant of the damtinverse Abel theorems of [5] and [8] for the case
of ‘non-reduced’ analytic subvarieties. The proof uses essentially the result of [4] which says4b@y = 0, and
Y is smootha-closed, theny = 3¢ for a smoothp on U, provided thaly has some good topological property.

Theorem 0.2.Leta be a locally residual current gf bidegre@v, 1) on U. If A(x) extends meromorphically
to some domail/* containingU*, thena extends tdJ as a locally residual current.

The proof is based on several lemmas, studying the link between a locally residual euméftidegree
(n +1,1) on some domaiD x C ¢ C"*1, D some domain irC”, with p-proper support (withp: D x C — D
the natural projection) and ‘tracesj (x)dx := p.(ay¥). In particular we prove that if all theys extend
meromorphically to some greater domdinthene extends taD x C as a locally residual current.

We give the following applidgon of the preceding theorem:

Corollary 0.3. If « is a locally residual current of bidegre@V, 1) in a domainU C Py containing aP2, thena
extends in a unique way to the whdg as a locally residual current. Moreover, the extensio-slosed if and
only if a is 3-closed.

1. Théorémes principaux

Soit U un ouvert linéairemenp-concave dePy (i.e. réunion dep-plans); on noted/* I'ouvert de G(p, N)
correspondant auy-plans contenus daré. Si Iy Cc U* x U est la variété d'incidence, avgg : Iy — U* et
p2: Iy — U les projections naturelles, on définit pour tout courargur U sa transformation d’Abel-Radon
A(er) := p1,(p3()) (les opérations sont bien définies du fait queest propre ep, est une submersion).

Définition 1.1. Sur une variété analytiqué, un courantr de bidegrég, p) est dit localement résiduel (on notera
l.r.), si au voisinage de tout pointe X, il existe un voisinage ouvetf, de x, et p + 1 fonctions holomorphes
f1...., fp,gsurUy, tellesqud f1 = - -- = f, = g = 0} est de codimension puge+ 1, et ungz-forme holomorphe
Y surlUy, telles quexjy, = [¥/gl AJ[L/filA--- AB[L/fp].

Dans la définition précédente, on ndte] le courantvaleur principaleassocié & une forme méromorphe
(cf. [10]). Pour I'existence du produit dans la définitiprécédente, cf. [9,11], ou [1]. On peut aussi définir un
courant l.r. de la maniéere suivante : un courant de bidégrg) est dit I.r. si pour tout point on peut trouver un
voisinage ouvert/, de x dans lequel il s’écrit sous la formg 438, avecp résiduel de bidegré;, p — 1), etg
une fonction holomorphe coupant le supporigderoprement.
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Le résultat suivant est obtenu dans [3] :

Théoreme 1.2 Soite un courant de bidegrég +1,1),0<q < N, L.r, d-fermé surlU. A(a) = 0 si et seulement
sia se prolonge &y en un courand[y], avecy une(q + 1)-forme rationnelle.

Démonstration. Considérons une droit® contenue dan# . Alors, soitUp un voisinage ouvert d®, contenu
dansU, et vérifiant la propriété suivante : il existe une section continud/p — G(1, N), x € s(x) C Up. On
peut prendre par exempléy de la formejxg|? + - - - + |xy—2]% < €(lxn—1|% + |xn|%), OU D a pour équation
xo=---=xy_2 = 0. Alors, d’aprés [4], pour toute forme lisgede bidegré&q + 1, 1), A(¢) =0 etdp =0
|mpl|quent¢ = 3y, pour quelqudq + 1)-forme lissey . Soit¢ une forme lisse de bidegig + 1, 1) telle que
o =¢ + 3B surU, pour un certain couramt surU. Alors, on aA(¢) =0, doncg = oY, eta = (Y + B).

Soit Y le support dex. Alors, y := ¢ + B est de bidegrég + 1, 0), et 3-fermé en dehors dE. Il est donc
représenté suv — Y par une(qg + 1)-forme holomorphe. Soitx un point deY, et f, une fonction holomorphe
dans un voisinag®, de x tel queY N U, C {f, = 0}. Si N est tel quefNa =0, on ad f¥y =0 surUy, et
donc fNw se prolonge holomorphiquementa. Soitw’ I'extension méromorphe de sur Up. Par hypothése,
« estl.r., doner = 3[w'] surUp. Enfin, si 'on décompose’ = Zm:qu dx’, ol lesx; sont des coordonnées
affines surfPy, on obtient, comme d’aprés [2] les fonctions méromorpbgsur Up se prolongent en fonctions
rationnelles suPy (Up est pseudoconcave au sens d’Andreotti), quee prolonge en une forme rationnelie
Soita := d[@]. Ainsi @ — o est un courant l.r. nul sWp, donc également sif. En effet, si le support suy était
non vide, ce serait une hypersurface analytique fermée, rencontrant toutes les drbitesateparticulier dé/p
en un méme nombre de points. Le cour@mst donc bien un prolongementdé&Py. 0O

Théoreme 1.3.Soit « un courant L.r. de bidegré(nN,1) dans U. On suppose qued(x) se prolonge
méromorphiquement dans un domaire Alorsa se prolonge & comme courant ..

Ce théoréme donne poir = 2 la solution d’un probléme formulé dans [7], p. 482.

On a besoin pour la démonstration des lemmes suivantfegmiettent de reconstruire un courant L.r. a partir
de ses traces. Saitun courant |.r. de bidegré: + 1, 1) sur D, x C,, avecD C C" un domaine d&€”. On note
p:D x C— D la projection canonique. On suppose que la restrictiop de support dex (notéY) est propre.
Alors, on pose pour tout entigr: v, (x) dx := p.(ay¥), avec d :=dxy A - -- A dx,. On note quex (x) est une
fonction méromorphe sub. Pour toutr € D, commep,y est proprep—1(x) NY est fini. On notgx, y;(x)) les
différents points dg~1(x) N Y. Soit F(x, y) = y? +a1(x)y? 1+ .- +a4(x), avecs; des fonctions holomorphes
dex sur D, telles queFa = 0. On sait qu’une telle fonctioR existe, carY peut étre définie par une foncti@n
de cette forme, et une puissance@eannulex. On suppose de plus que I'on a chaigninimal. Alorson a :

Lemme 1.4. Pour toutk > d, on a.:

vk (x) + a1(x)vg—1(x) + - - + ag(x)vg—g(x) = 0.

Démonstration. On considére I'équatiofay*~¢ = 0. Si I'on prend son image directe par compte tenu du fait
queps(a(x)a) = a(x)ps(a), on obtient :(vy + a1 (xX)vg—1(x) + - - -+ ag(X)vg—q¢(x))dx =0. O

Lemme 1.5. Si p,(ay*) = 0 pour tout entierk > 0, alorsa = 0.

Démonstration. L'énoncé est local. SoiD,, un voisinage de Stein dey € D, au-dessus duquel s’écrit
resp—opdx Ady/Pg, avecp, P, g holomorphes. Alorg, (ay*) sur Dy, s'écrit (3_; Res, ) py* dy/Pg) dx. Si
la somme est nulle pour toktet toutx, alors, la fonctiorp/ Pg n’a pas de p6le aux poingg(x), donc pas de pble
surP =0, ete estnulle. O



790 B. Fabre / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004) 787-792

Lemme 1.6.Pour x € D fixé, la sommeZ@0 v (x)/y" converge pouty| > max |y;(x)|. Il existe surD x C
une unique fonction méromorphé(x, y), qui vérifie, pour toutc € D, V(x,y) = Zn>0 v (x)/y™ pour |y| >
max; |y; (x)|. Cette fonctior¥V égale

¥4 uo(x) + y?2(1(x) + a1(x)vo(x)) 4 - - - + (Wa—1(x) + - - - + ag_1(x)vo(x))
F(x,)

et

a=resg—oV(x,y)dx Ady.

Démonstration. Considérons la sommgw0 va(x)/y". Soit R(x) := max |y;(x)|. On trouve|v; (x)|¥* —
R(x) lorsquek tend vers I'infini. D'aprés Cauchy—Hadamard, la somme converge uniformément sur tout compact
dely| > R(x). Lorsqu’on mutiplie pat, on trouve, en utilisant les relations du Lemme 1.4, que la somme vaut en
fait
Yoo () + y!2(w1(x) + a1 () vo(x)) + - + (Va—1(x) + -+ + ag_1(x)vo(x))

F(x,y) '
Soit 8 :=res—o V(x, y) dx A dy. Un calcul de résidus montre que pour téut

Vix,y):=

p(BY") = (Z Res, () V(x, »)* dy) dx = vy (x) dx.

D’apres le Lemme 1.5, on en déduit= 8. O

Corollaire 1.7. Si pour tout entiek, 0 < k < d —1, py(ay¥) est nul(resp. holomorphgalorsa = 0 (resp.da = 0).

Démonstration. On a vu ci-dessus qu’on pouvait calcute’ partir devo, ..., vg—1 €t F. Sivo, ..., vg—1 sont
nuls (resp. holomorphes), alarsest aussi nul (resp-fermé).

Lemme 1.8.Considérons la matricé/ (x) := (vi4; (x))o<i<d—1,0<j<d—1- Alors det(M (x)) n’est pas identique-
ment nul.

Démonstration. Supposons que le déterminant est nul. Alors, on a une relation linéaire entre les colonnes de
la matrice, a coefficients dans le corps des fonctions méromorphe8 sug(x)v; (x) + lo(x)viy1(x) + -+ +
lg(xX)vita—1(x) =0 (0 < i <d — 1). Mais alors, multiplions la-éme équation pat,;_;(x) et additionnons. On
obtient, grace aux relations du Lemme LUA(x)vg(x) + I2(x)vg41(x) + - - -+ 1lg(x)v2g—1(x) = 0. On obtient de la

méme maniére, pour tout entier /1 (x)vg (x) + l2(x)vg+1(x) + - - - + Ly (x)vkra—1(x) = 0. Cela peut s’écrire aussi

de la maniére suivantep, ((I1(x) + lo(x)y + - - - + ls(x)y* Day¥) = 0 pour tout entiek. D’apreés le corollaire
précédent, cela impliqué1(x) + lo(x)y + - -+ + Iz(x)y?*1Ha = 0. Mais cela est impossible, car on a supposé
ci-dessugl minimal. Donc le déterminant est non nulo

Lemme 1.9.Si pour toutn, v, (x) se prolonge méromorphiquement dans un domaire C" contenantD, alors
F etV (x, y) se prolongent méromorphiquement ddhx C, eta s’y prolonge également comme courant l.r.

Démonstration. On considére le systeme linéairg(x) + a1(x)vg—1(x) + -+ + ag(xX)vk—g(x) =0 (d <

d —1). Sil'on considere les; comme des inconnues, le systeme admet une unique solution, car le determlnant est
non nul. Donc les; admettent un prolongementa donc aussF, soit ', etV, soit V. Alors, le courant résiduel
a:=resy_g Vdx A dy estun proIongementdesurD xC. O

Lemme 1.10.SoitY une hypersurface analytique d& x C, telle que la restriction de a Y est propre. SoiX
une hypersurface analytique de SoitH := p(X). Soite un courantl.r. sukD — H) x C, de suppor — X. On
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suppose que les, ..., vg—1 (introduits ci-dessusse prolongent méromorphiquemenbaAlors, «, qui définit un
courant l.r. surD x C — X, se prolonge de maniére unique a travéfen courant L.r.

Démonstration. Considérons la formé := V (x, y) dx A dy définie ci-dessus, qui est telle ge= res—_oy sur
(D — H) x C. D’aprés I'hypothésey se prolonge méromorphiquementgrsur D x C, et& = resr—oy est un
prolongement de. En enlevant une éventuelle composante verticale, on obtient un prolongenashtadaersX
dansD x C comme courant |.r. Le prolongement est uniqueXaast de codimension 2.0

Démonstration du théoréme. Choisissons un hyperplan a linfini, et un systéeme de coordonnées affines
(x1,...,xn,y), tel que I'hnyperplan a l'infini coupe le support deproprement, et une carte associéeb) sur la
grassmannienn@ (1, N) en prenant pour les droites des équations de la férmer; y +b; —x; =0 (1 <i < n).

Le lemme ci-dessous donne une expression explicite de la transformation d’Abel-Radon d’'un courdset |.r.
bidegré(n, 1) surU :

Lemme 1.11.
Ale) := Z Vcard 1) (a,b) da! Adb!® >

avecuvg(a, b) := Zpt_(a’b) Res, (ayk/11---1,), ou lesP; sont les différents points d'intersection de la draitg ,
avec le support der, et Res, (a/I1---1,) ;== Res, (Psi;/ fil1---1,) est le résidu ponctuel de Grothendieck, si
o =res;—oPsi;/f; au voisinage de?;.

Démonstration. Cela provient de I'expression du coura#ite) comme image directe, par la projection standard
p1:U* x U — U*, ducourantl.r. rgs—..—j,—oa Adly /Iy A---Adl,/1,. O

Notons que pour tow, v (a, b) est méromorphe sur*, puisque c’est le coefficient dégdna --- A db, dans
Alay®).
On poseD, :=1{b, (a,b) e U*} et D, :={b, (a,b) € U*}. On posep,(x, y) := (x; — ay);.

Lemme 1.12.A(a)|{a}x D, = Pax(@).

Démonstration. Soit Iy , := Iy N {a = Cte}, alorspz: Iy 4 — U, := {(x, y), pa(x,y) € D,} est un biholomor-
phisme. Soitp,~1 son inverse, on aA(e)ja}x b} = P1s(P25 (@) = (p10 P2 Hu(@) = pay(@). O

D’aprés le lemme précédent,, (ay*) := vi(a, b) db surD,.

Supposons qud(«) se prolonge méromorphiquement/a. _
On déduit du Lemme 1.11 que, . .., v, Se prolongent méromorphiquement .
D’autre part,A(ay*) est une forme méromorphe fermée &, pour toutk > 0.

On en déduit du Lemme 1.11 :

Lemme 1.13.9p, vk = 94; Un+k—1 POUr toutk > O surU*.

Premiére étape.Supposons quel(«) se prolongeéholomorphiquemera U*, et queU* vérifie la condition
topologique suivante : pour tout le domaineD, est contractiblev; est méromorphe pour tokitsur D,. D’autre
part, vo, ..., v, S€ prolongent holomorphiquement ;. Supposons que I'on ait prolongé holomorphiguement
Un+k SUr Dy, k > 0, introduisons la forme suivante sDy, : ¢ := Zlgign q; Un+k db;. Cette forme est holomorphe
fermée sum,, donc surD,,, et égale @lv, 11 sur D, d’'apres le lemme précédent. On en déduit, confipest
contractible, que, 1,11, qui est méromorphe sud,, y est en fait holomorphe et se prolonge holomorphiqguement
a D,. Par récurrence, pour fixé, pour toutk > 0, vi(a, b) se prolonge holomorphiquement si¥,. D’aprés
ce qu'on a vu ci-dessus, commg, (ay) = vi(a, b) db, cela implique quex restreint U, := Upep, Aab S€
prolonge en un courant | &, surlU, := Ubeﬁﬂ Agb.
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En faisant varier I'hyperplan a l'infini, on voit que pour toute U, si I'on poseUy = J,cp acpy A €t
Uy = Usrea. aci A, ou, se prolonge canoniguement en un courantkrsur U,. D'autre part, on peut montrer
queax yn, = dyng,» donca se prolonge &/ U U,.

On considére I'ensemble des coupl@s ay), ordonnés par la relatiotV,ay) < (W,aw) si V. C W, et
ay = awy. Alors, cet ensemble admet un éléement maxidiapres le lemme de Zorn. Cet élément maximal
(V,ay) est tel quer € V implique U, C V, d’apres ce qu’on a montré ci-dessisest donc a la fois ouvert et
fermé dand/. CommeU est connexeV =U. O

Deuxiéme étape : Suppression ldecondition topologique sui/*. On suppose maintenant seuleméfit
connexe. Alors la méthode exposée dans [6] pew étilisée pour montrer que lerolongement a lieu sans
hypothése topologique sur le domaitié.

Troisieme étapedn suppose maintenant un prologenmaétomorpheAlors, le pole du prolongement dé(«)
estde laformed™ :={A, AN H # @}, pour un certain sous-ensemble analytiglie U de codimension 2. Soit
& le prolongemend-fermé dea obtenu sutU — H d'aprés la deuxiéme étape ; sditson support. D'aprés le
théoreme de Remmert-Steih se prolonge a traveld .

Le Lemme 1.10 permet de conclure qu&ii-méme se prolonge a traveks, comme courantl.r. O

Corollaire 1.14. Soite un courant |.r. de bidegrén, 1), sur un domaine linéairemefitconcavel, tel queU* est
connexe, et contenant wAplan complexe. Alorsy se prolonge de maniére unigue en un courant residuslir
Py . De plus,& estd-fermé si et seulementgil’est.

Démonstration. L'ensemblelU* C G(1, N) des droites contenues dalisst pseudoconcave au sens d’Andreotti.
On en déduit d'aprés [2] qud(x) se prolonge en une forme rationnelle sur la grassmannienne toute entiére. Le
Théoreme 1.3 permet de conclure

Remarque 1.Le théoréme analogue de Henkin—Passare n’est pas démontré pour les courants localement résiduel
de bidegré N, p) de codimensiorp quelconque. Cette généralisation permettrait en particulier de remgcer

par une sous-variété algébrique quelconque. L'énonaébgue n’est pas non plus démontré pour les courants de
bidegré(q + 1, 1) avec O< g < N — 1, si la transformation n’est pas nulle. Nous reviendrons sur ces questions et
leurs applications dans une publication ultérieure.
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