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Résumé

Henkin et Passare ont démontré le théorème suivant : soitω une q-forme méromorphe (q > 0) sur un sous-ensemb
analytiqueY de codimension purep d’un ouvert linéairementp-concaveU ⊂ PN ; si la transformation d’Abel–Rado
A(ω ∧ [Y ]), qui est méromorphe surU∗ ⊂ G(p,N), se prolonge méromorphiquement dans un domaineŨ∗ contenantU∗,
alorsY se prolonge en un sous-ensemble analytiqueỸ du domainẽU , etω en une forme méromorphe sur̃Y . Le problème es
de démontrer l’énoncé analogue, lorsqu’on remplace le courantω∧[Y ] par un courantα de bidegré(q +p,p), 0< q � N −p,
de type plus général, appelélocalement résiduel. Nous donnons la solution pourp = 1, etq = N − p, ou q quelconque s
A(α) = 0. On donne pour terminer une application de ce théorème.Pour citer cet article : B. Fabre, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the Abel–Radon transform of locally residual currents.The aim of this Note is to give a generalisation of the followi
theorem of Henkin and Passare: letY be an analytic subvariety of pure codimensionp in a linearlyp-concave domainU , andω a
meromorphicq-form (q > 0) on it; if the Abel–Radon transformA(ω∧[Y ]), which is meromorphic onU∗, has a meromorphic
prolongation toŨ∗, thenY extends to an analytic subvariety of̃U , andω to a meromorphic form on it. The problem is
show the analogous statement when we replaceω ∧ [Y ] by a currentα of a more general type, calledlocally residual. We give
the proof ifα is of bidegree(N,1), or (q + 1,1), 0< q < N in the particular case whereA(α) = 0. We conclude with some
applications of the theorem.To cite this article: B. Fabre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let us recall the definition of Abel–Radon transform of a current, which generalize the one given in [
[6]. Let U be a linearlyp-concave domain ofPN (i.e., union ofp-planes). We denote byU∗ the open subse
of G(p,N), the Grassmannian ofp-planes, corresponding to thep-planes contained inU . Let IU ⊂ U∗ × U be
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1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.03.008



788 B. Fabre / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004) 787–792

al
r

se

y

n

ra
s

un
the incidence variety, with the two natural projectionsp1 : IU → U∗ andp2 : IU → U . If α is a current onU ,
sincep2 : IU → U is a submersion,p2

∗(α) is a well-defined current onIU ; and sincep1 : IU → U∗ is proper, we
can define theAbel–Radon transformof α as:A(α) := p1∗(p∗

2(α)). Now let us recall what is a locally residu
current on some analytic manifoldX. A currentα of bidegree(p, q) on X is said to be locally residual if fo
any x ∈ X there exists an open neighborhoodUx of x, some holomorphic functionsf1, . . . , fp, g on Ux such
that {f1 = · · · = fp = g} is of pure codimensionp + 1 on Ux , and an holomorphicq-form ψ on Ux , such that
αUx = [ψ/g] ∧ ∂[1/f1] ∧ · · · ∧ ∂[1/fp]. Here[ω] is the principal value of the meromorphic formω, and the wedge
product can be shown to be well-defined (cf. [10,11,9,1]).

Let U be a linearly 1-concave domain ofPN .

Theorem 0.1.Let α be a locally residual current of bidegree(q + 1,1), 0 < q < N in U . ThenA(α) = 0 if and
only if α extends toPN as a∂̄-closed locally residual current.

This theorem can be considered as a variant of the directand inverse Abel theorems of [5] and [8] for the ca
of ‘non-reduced’ analytic subvarieties. The proof uses essentially the result of [4] which says that ifA(ψ) = 0, and
ψ is smooth∂̄-closed, thenψ = ∂̄φ for a smoothφ onU , provided thatU has some good topological property.

Theorem 0.2.Let α be a locally residual current of bidegree(N,1) on U . If A(α) extends meromorphicall
to some domaiñU∗ containingU∗, thenα extends tõU as a locally residual current.

The proof is based on several lemmas, studying the link between a locally residual currentα of bidegree
(n + 1,1) on some domainD × C ⊂ Cn+1, D some domain inCn, with p-proper support (withp :D × C → D

the natural projection) and ‘traces’vk(x)dx := p∗(αyk). In particular we prove that if all thevks extend
meromorphically to some greater domaiñD, thenα extends tõD × C as a locally residual current.

We give the following application of the preceding theorem:

Corollary 0.3. If α is a locally residual current of bidegree(N,1) in a domainU ⊂ PN containing aP2, thenα

extends in a unique way to the wholePN as a locally residual current. Moreover, the extension is∂̄-closed if and
only if α is ∂̄-closed.

1. Théorèmes principaux

Soit U un ouvert linéairementp-concave dePN (i.e. réunion dep-plans) ; on noteU∗ l’ouvert deG(p,N)

correspondant auxp-plans contenus dansU . Si IU ⊂ U∗ × U est la variété d’incidence, avecp1 : IU → U∗ et
p2 : IU → U les projections naturelles, on définit pour tout courantα sur U sa transformation d’Abel–Rado
A(α) := p1∗(p∗

2(α)) (les opérations sont bien définies du fait quep1 est propre etp2 est une submersion).

Définition 1.1.Sur une variété analytiqueX, un courantα de bidegré(q,p) est dit localement résiduel (on note
l.r.), si au voisinage de tout pointx ∈ X, il existe un voisinage ouvertUx de x, et p + 1 fonctions holomorphe
f1, . . . , fp, g surUx , telles que{f1 = · · · = fp = g = 0} est de codimension purep+1, et uneq-forme holomorphe
ψ surUx , telles queα|Ux = [ψ/g] ∧ ∂̄[1/f1] ∧ · · · ∧ ∂̄[1/fp].

Dans la définition précédente, on note[ω] le courantvaleur principaleassocié à une forme méromorpheω

(cf. [10]). Pour l’existence du produit dans la définition précédente, cf. [9,11], ou [1]. On peut aussi définir
courant l.r. de la manière suivante : un courant de bidegré(q,p) est dit l.r. si pour tout pointx on peut trouver un
voisinage ouvertUx dex dans lequel il s’écrit sous la forme 1/g∂̄β , avecβ résiduel de bidegré(q,p − 1), et g
une fonction holomorphe coupant le support deβ proprement.
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Le résultat suivant est obtenu dans [3] :

Théorème 1.2.Soitα un courant de bidegré(q + 1,1), 0 < q < N , l.r., ∂̄-fermé surU . A(α) = 0 si et seulemen
si α se prolonge àPN en un courant̄∂[ψ], avecψ une(q + 1)-forme rationnelle.

Démonstration. Considérons une droiteD contenue dansU . Alors, soitUD un voisinage ouvert deD, contenu
dansU , et vérifiant la propriété suivante : il existe une section continue :s :UD → G(1,N), x ∈ s(x) ⊂ UD . On
peut prendre par exempleUD de la forme|x0|2 + · · · + |xN−2|2 < ε(|xN−1|2 + |xN |2), où D a pour équation
x0 = · · · = xN−2 = 0. Alors, d’après [4], pour toute forme lisseφ de bidegré(q + 1,1), A(φ) = 0 et ∂̄φ = 0
impliquentφ = ∂̄ψ , pour quelque(q + 1)-forme lisseψ . Soit φ une forme lisse de bidegré(q + 1,1) telle que
α = φ + ∂̄β surU , pour un certain courantβ surU . Alors, on aA(φ) = 0, doncφ = ∂̄ψ , etα = ∂̄(ψ + β).

Soit Y le support deα. Alors, γ := ψ + β est de bidegré(q + 1,0), et ∂̄-fermé en dehors deY . Il est donc
représenté surU − Y par une(q + 1)-forme holomorpheω. Soitx un point deY , etfx une fonction holomorph
dans un voisinageUx de x tel queY ∩ Ux ⊂ {fx = 0}. Si N est tel quef N

x α = 0, on a∂̄f N
x γ = 0 surUx , et

doncf N
x ω se prolonge holomorphiquement àUx . Soit ω′ l’extension méromorphe deω surUD . Par hypothèse

α est l.r., doncα = ∂̄[ω′] surUD . Enfin, si l’on décomposeω′ = ∑
|I |=q+1 ωI dxI , où lesxi sont des coordonnée

affines surPN , on obtient, comme d’après [2] les fonctions méromorphesωI surUD se prolongent en fonction
rationnelles surPN (UD est pseudoconcave au sens d’Andreotti), queω′ se prolonge en une forme rationnellẽω.
Soit α̃ := ∂̄[ω̃]. Ainsi α̃ − α est un courant l.r. nul surUD , donc également surU . En effet, si le support surU était
non vide, ce serait une hypersurface analytique fermée, rencontrant toutes les droites deU et en particulier deUD

en un même nombre de points. Le courantα̃ est donc bien un prolongement deα à PN . �
Théorème 1.3. Soit α un courant l.r. de bidegré(N,1) dans U . On suppose queA(α) se prolonge
méromorphiquement dans un domaineŨ∗. Alorsα se prolonge à̃U comme courant l.r.

Ce théorème donne pourN = 2 la solution d’un problème formulé dans [7], p. 482.
On a besoin pour la démonstration des lemmes suivants, quipermettent de reconstruire un courant l.r. à pa

de ses traces. Soitα un courant l.r. de bidegré(n + 1,1) surDx × Cy , avecD ⊂ Cn un domaine deCn. On note
p :D × C → D la projection canonique. On suppose que la restriction dep au support deα (notéY ) est propre.
Alors, on pose pour tout entierk : vk(x)dx := p∗(αyk), avec dx := dx1 ∧ · · · ∧ dxn. On note quevk(x) est une
fonction méromorphe surD. Pour toutx ∈ D, commep|Y est propre,p−1(x) ∩ Y est fini. On note(x, yi(x)) les
différents points dep−1(x) ∩Y . SoitF(x, y) = yd + a1(x)yd−1 + · · ·+ ad(x), avecai des fonctions holomorphe
dex surD, telles queFα = 0. On sait qu’une telle fonctionF existe, carY peut être définie par une fonctionG
de cette forme, et une puissance deG annuleα. On suppose de plus que l’on a choisid minimal. Alors on a :

Lemme 1.4. Pour toutk � d , on a:

vk(x) + a1(x)vk−1(x) + · · · + ad(x)vk−d(x) = 0.

Démonstration. On considère l’équationFαyk−d = 0. Si l’on prend son image directe parp, compte tenu du fai
quep∗(a(x)α) = a(x)p∗(α), on obtient :(vk + a1(x)vk−1(x) + · · · + ad(x)vk−d (x))dx = 0. �
Lemme 1.5. Sip∗(αyk) = 0 pour tout entierk � 0, alorsα = 0.

Démonstration. L’énoncé est local. SoitDx0 un voisinage de Stein dex0 ∈ D, au-dessus duquelα s’écrit
resP=0 ρ dx ∧ dy/Pg, avecρ, P , g holomorphes. Alorsp∗(αyk) surDx0 s’écrit (

∑
i Resyi(x) ρyk dy/Pg)dx. Si

la somme est nulle pour toutk et toutx, alors, la fonctionρ/Pg n’a pas de pôle aux pointsyi(x), donc pas de pôle
surP = 0, etα est nulle. �
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Lemme 1.6.Pour x ∈ D fixé, la somme
∑

n�0 vn(x)/yn converge pour|y| > maxi |yi(x)|. Il existe surD × C

une unique fonction méromorpheV (x, y), qui vérifie, pour toutx ∈ D, V (x, y) = ∑
n�0 vn(x)/yn pour |y| >

maxi |yi(x)|. Cette fonctionV égale

yd−1v0(x) + yd−2(v1(x) + a1(x)v0(x)) + · · · + (vd−1(x) + · · · + ad−1(x)v0(x))

F (x, y)

et

α = resF=0 V (x, y)dx ∧ dy.

Démonstration. Considérons la somme
∑

n�0 vn(x)/yn. Soit R(x) := maxi |yi(x)|. On trouve|vk(x)|1/k →
R(x) lorsquek tend vers l’infini. D’après Cauchy–Hadamard, la somme converge uniformément sur tout co
de|y| > R(x). Lorsqu’on mutiplie parF , on trouve, en utilisant les relations du Lemme 1.4, que la somme va
fait

V (x, y) := yd−1v0(x) + yd−2(v1(x) + a1(x)v0(x)) + · · · + (vd−1(x) + · · · + ad−1(x)v0(x))

F (x, y)
.

Soit β := resF=0 V (x, y)dx ∧ dy. Un calcul de résidus montre que pour toutk,

p∗
(
βyk

) =
(∑

i

Resyi(x) V (x, y)yk dy

)
dx = vk(x)dx.

D’après le Lemme 1.5, on en déduitα = β . �
Corollaire 1.7.Si pour tout entierk,0 � k � d −1, p∗(αyk) est nul(resp. holomorphe), alorsα = 0 (resp.∂̄α = 0).

Démonstration. On a vu ci-dessus qu’on pouvait calculerα à partir dev0, . . . , vd−1 et F . Si v0, . . . , vd−1 sont
nuls (resp. holomorphes), alorsα est aussi nul (resp.∂̄-fermé). �
Lemme 1.8.Considérons la matriceM(x) := (vi+j (x))0�i�d−1,0�j�d−1. Alors det(M(x)) n’est pas identique
ment nul.

Démonstration. Supposons que le déterminant est nul. Alors, on a une relation linéaire entre les colon
la matrice, à coefficients dans le corps des fonctions méromorphes surD : l1(x)vi(x) + l2(x)vi+1(x) + · · · +
ld (x)vi+d−1(x) = 0 (0 � i � d − 1). Mais alors, multiplions lai-ème équation parad−i (x) et additionnons. On
obtient, grâce aux relations du Lemme 1.4 :l1(x)vd(x)+ l2(x)vd+1(x)+· · ·+ ld (x)v2d−1(x) = 0. On obtient de la
même manière, pour tout entierk : l1(x)vk(x)+ l2(x)vd+1(x)+ · · ·+ ld(x)vk+d−1(x) = 0. Cela peut s’écrire aus
de la manière suivante :p∗((l1(x) + l2(x)y + · · · + ld (x)yd−1)αyk) = 0 pour tout entierk. D’après le corollaire
précédent, cela implique(l1(x) + l2(x)y + · · · + ld (x)yd−1)α = 0. Mais cela est impossible, car on a supp
ci-dessusd minimal. Donc le déterminant est non nul.�
Lemme 1.9.Si pour toutn, vn(x) se prolonge méromorphiquement dans un domaineD̃ ⊂ Cn contenantD, alors
F etV (x, y) se prolongent méromorphiquement dansD̃ × C, etα s’y prolonge également comme courant l.r.

Démonstration. On considère le système linéairevk(x) + a1(x)vk−1(x) + · · · + ad(x)vk−d(x) = 0 (d � k �
d − 1). Si l’on considère lesai comme des inconnues, le système admet une unique solution, car le détermin
non nul. Donc lesai admettent un prolongement à̃D, donc aussiF , soit F̃ , etV , soit Ṽ . Alors, le courant résidue
α̃ := res̃F=0 Ṽ dx ∧ dy est un prolongement deα surD̃ × C. �
Lemme 1.10.SoitY une hypersurface analytique deD × C, telle que la restriction dep à Y est propre. SoitX
une hypersurface analytique deY . SoitH := p(X). Soitα un courant l.r. sur(D − H)× C, de supportY − X. On
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suppose que lesv0, . . . , vd−1 (introduits ci-dessus) se prolongent méromorphiquement àD. Alors,α, qui définit un
courant l.r. surD × C − X, se prolonge de manière unique à traversX en courant l.r.

Démonstration. Considérons la formeψ := V (x, y)dx ∧ dy définie ci-dessus, qui est telle queα = resF=0ψ sur
(D − H) × C. D’après l’hypothèse,ψ se prolonge méromorphiquement enψ̃ surD × C, et α̃ = resF=0 ψ̃ est un
prolongement deα. En enlevant une éventuelle composante verticale, on obtient un prolongement deα à traversX
dansD × C comme courant l.r. Le prolongement est unique carX est de codimension 2.�
Démonstration du théorème.Choisissons un hyperplan à l’infini, et un système de coordonnées a
(x1, . . . , xn, y), tel que l’hyperplan à l’infini coupe le support deα proprement, et une carte associée(a, b) sur la
grassmannienneG(1,N) en prenant pour les droites des équations de la formeli = aiy + bi − xi = 0 (1 � i � n).

Le lemme ci-dessous donne une expression explicite de la transformation d’Abel–Radon d’un courantα de
bidegré(N,1) surU :

Lemme 1.11.

A(α) :=
∑

I⊂{1,...,n}
vcard(I )(a,b)daI∧dbIc ,

avecvk(a, b) := ∑
Pi(a,b) ResPi (αyk/l1 · · · ln), où lesPi sont les différents points d’intersection de la droite
a,b

avec le support deα, et ResPi (α/l1 · · · ln) := ResPi (Psii/fi l1 · · · ln) est le résidu ponctuel de Grothendieck,
α = resfi=0 Psii/fi au voisinage dePi .

Démonstration. Cela provient de l’expression du courantA(α) comme image directe, par la projection stand
p1 :U∗ × U → U∗, du courant l.r. resl1=···=ln=0 α ∧ dl1/l1 ∧ · · · ∧ dln/ ln. �

Notons que pour toutk, vk(a, b) est méromorphe surU∗, puisque c’est le coefficient de db1 ∧ · · · ∧ dbn dans
A(αyk).

On poseDa := {b, (a, b) ∈ U∗} et D̃a := {b, (a, b) ∈ Ũ∗}. On posepa(x, y) := (xi − ay)i .

Lemme 1.12.A(α)|{a}×Da = pa∗(α).

Démonstration. Soit IU,a := IU ∩ {a = Cte}, alorsp2 : IU,a → Ua := {(x, y),pa(x, y) ∈ Da} est un biholomor-
phisme. Soitp2

−1 son inverse, on a :A(α)|{a}×Da } = p1∗(p2
−1∗ (α)) = (p1 ◦ p2

−1)∗(α) = pa∗(α). �
D’après le lemme précédent,pa∗(αyk) := vk(a, b)db surDa .
Supposons queA(α) se prolonge méromorphiquement à̃U∗.
On déduit du Lemme 1.11 quev0, . . . , vn se prolongent méromorphiquement surŨ∗.
D’autre part,A(αyk) est une forme méromorphe fermée surU∗, pour toutk � 0.
On en déduit du Lemme 1.11 :

Lemme 1.13.∂bi vn+k = ∂ai vn+k−1 pour toutk � 0 surU∗.

Première étape.Supposons queA(α) se prolongeholomorphiquementà Ũ∗, et queŨ∗ vérifie la condition
topologique suivante : pour touta, le domainẽDa est contractible.vk est méromorphe pour toutk surDa . D’autre
part,v0, . . . , vn se prolongent holomorphiquement surD̃a . Supposons que l’on ait prolongé holomorphiquem
vn+k surD̃a , k � 0, introduisons la forme suivante sur̃Da : φ := ∑

1�i�n ∂ai vn+k dbi . Cette forme est holomorph

fermée surDa , donc surD̃a , et égale àdvn+k+1 surDa d’après le lemme précédent. On en déduit, commeD̃a est
contractible, quevn+k+1, qui est méromorphe surDa , y est en fait holomorphe et se prolonge holomorphiquem
à D̃a . Par récurrence, poura fixé, pour toutk � 0, vk(a, b) se prolonge holomorphiquement sur̃Da . D’après
ce qu’on a vu ci-dessus, commepa∗(αyk) = vk(a, b)db, cela implique queα restreint àUa := ⋃

b∈Da

a,b se

prolonge en un courant l.r.̃αa surŨa := ⋃
b∈D̃a


a,b.
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En faisant varier l’hyperplan à l’infini, on voit que pour toutx ∈ U , si l’on poseUx = ⋃
x∈
,
⊂U 
 et

Ũx := ⋃
x∈
,
⊂Ũ 
, α|Ux se prolonge canoniquement en un courant l.r.αx surŨx . D’autre part, on peut montre

queαxU∩Ũx
= αU∩Ũx

, doncα se prolonge àU ∪ Ũx .
On considère l’ensemble des couples(V ,αV ), ordonnés par la relation(V ,αV ) � (W,αW ) si V ⊂ W , et

αV = αW |V . Alors, cet ensemble admet un élément maximal d’après le lemme de Zorn. Cet élément maxim
(V ,αV ) est tel quex ∈ V implique Ũx ⊂ V , d’après ce qu’on a montré ci-dessus.V est donc à la fois ouvert e
fermé dans̃U . CommeŨ est connexe,V = Ũ . �

Deuxième étape : Suppression dela condition topologique sur̃U∗. On suppose maintenant seulementŨ∗
connexe. Alors la méthode exposée dans [6] peut être utilisée pour montrer que leprolongement a lieu san
hypothèse topologique sur le domaineŨ∗.

Troisième étape.On suppose maintenant un prologementméromorphe. Alors, le pôle du prolongement deA(α)

est de la formeH ∗ := {
,
 ∩ H 
= ∅}, pour un certain sous-ensemble analytiqueH deŨ de codimension 2. So
α̃ le prolongement̄∂-fermé deα obtenu sur̃U − H d’après la deuxième étape ; soit̃Y son support. D’après l
théorème de Remmert–Stein,Ỹ se prolonge à traversH .

Le Lemme 1.10 permet de conclure queα̃ lui-même se prolonge à traversH , comme courant l.r. �
Corollaire 1.14.Soitα un courant l.r. de bidegré(N,1), sur un domaine linéairement1-concaveU , tel queU∗ est
connexe, et contenant un2-plan complexe. Alors,α se prolonge de manière unique en un courant résiduelα̃ sur
PN . De plus,α̃ est∂̄-fermé si et seulement siα l’est.

Démonstration. L’ensembleU∗ ⊂ G(1,N) des droites contenues dansU est pseudoconcave au sens d’Andreo
On en déduit d’après [2] queA(α) se prolonge en une forme rationnelle sur la grassmannienne toute entiè
Théorème 1.3 permet de conclure.�
Remarque 1.Le théorème analogue de Henkin–Passare n’est pas démontré pour les courants localement
de bidegré(N,p) de codimensionp quelconque. Cette généralisation permettrait en particulier de remplacPN

par une sous-variété algébrique quelconque. L’énoncé analogue n’est pas non plus démontré pour les couran
bidegré(q + 1,1) avec 0< q < N − 1, si la transformation n’est pas nulle. Nous reviendrons sur ces questi
leurs applications dans une publication ultérieure.
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