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Résumé

Dans un article récent, Vishik montre que le systéeme d’Euler bidimensionnel est globalement bien posé dans I'espace de
Besov crmqueB . Nous montrons ici que le systeme de Navier—Stokes est globalement bien posé%ciamec des
estimations unlformes par rapport a la viscosité. Nous prouvaaerdgnt un résultat global de limite non visqueuse. Le taux

de convergence dard< est de I'ordrev. Pour citer cet article: T. Hmidi, S. Keraani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Inviscid limit for Navier—Stokes system in a critical space. In a recent paper, Vishik proved the global well-posedness of
the two-dimensional Euler equation in the critical Besov S[ﬂ%?. In the present paper we prove that Navier—Stokes system
is globally well-posed |nB2 1> With uniform estimates on the viscosity. We prove also a global result of inviscid limit. The

convergence rate ih? is of orderv. To citethisarticle: T. Hmidi, S. Keraani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Les systemes de Navier—Stokes et Euler incompressibles sont décrits par

o:vy + vy - Vv, —vAv, = —-Vp,, v+v-Vv=—-Vp,
(NS,) divv, =0, et (E) divv =0,
Vyjr=0 = v0 Vjt=0 = V9,

ou v est un parametre positif désignant la viscosité du fluide. Les scalairesp représentent la pression. Nous
savons que le systéeme de Navier—Stokes estidonent bien posé pour toute donnée initiale ddhs s > % -1

(voir [2]). Le résultat est en fait global lorsqu’on est en dimension deux d’espace. Par ailleurs, le systeme d’Euler
est localement bien posé dans les espaces de Saobéldés ques > % + 1 (voir par exemple [4]). En revanche,
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si I'on remplace I'espace critiquel 1+4/2 parBlJr”l/2 alors on peut assurer un résultat local d’existence d’'une

unique solution (voir [1]). Lorsqu’on est en dimensiorudel’espace, la solution d’Euler est globale pour toute
donnée surcritigue. Récemment, Vishik amtré dans [6] que la solution d’Euler est globale en dimension deux
dans les espaces crmquﬂyz”’ avecp € 11, +-ool.

Concernant la limite non visqueuse, on peut établir (voir [5]) que si la donnée initiale est dans un espace
H®, s + 1, alors il existe un temps commun > 0 tel que la solution de Navier—Stokes converge fortement
vers ceIIe d’Euler. Le taux de convergence dans I'esg&cest de I'ordrev. Un résultat semblable est établi dans
les espaceBl+d/” mais localement en temps, méme en dimension deux [1].

Dans ce travall nous allons montrer qu’en dimension deux le systéeme de Navier—Stokes est globalement bier
posé dans I'espace crqu%l, avec un contr6le uniforme par rapport a la viscosité. Nous prouvons également

un résultat de limite non visqueuse. Toutsflai démonstration ne s’adapte pas aux espaﬁi”’ lorsquep > 2.

Pour définir les espaces de Besov en question, naunabesoin de la décomposition de Littlewood—Paley :
il existe deux fonctions positives et réguliéresetp qui sont supportées respectivement dans une boule et une
couronne telles que, pour togie RY,

— 1 2 2/(—
XE+) e(27E)=1 et Z<)*®+) ¢*(27) <1 (1)
q=0 q=0
On pose alors pour toute distribution tempéiée
A qu=xDu; VgeN, Au=¢(279Du et Su= > A

—-1<pgg-1
Ainsi on définit les espaces de BesB}l’l, avecp > 1lets e R, par
def
B) | = {u e S'(RY); Il | = Z 29| Aqullr < +oo}.
g=-1
Voici notre principal théoréme.

Théoréme 1.1. Soit v2 un champ de vecteurs de R? & divergence nulle et appartenant a Bg’l. Alors le systéme
(NS,) possede une unique solution globale dans L7 (R Bg’ 1) satisfaisant I’ estimation uniforme en v

[oe )] 5z, <) 53, exple 21).

De plus, la solution de (NS,) converge vers celle d’ Euler, quand la viscosité tend vers zéro, dans tous les espaces
B3, pour tout s > 0 :

expCi|[v° H

Ct|v° H
[ou® = v@] o < CON|O 55 & . (2)

2. Limite non visgqueuse

La démonstration de I'estimation (2) repose sur unehod d’énergie faisant appel aux estimations suivantes,
prouvées dans [6] :

Ctv° H
et [V <]z e B ®

XPCIl2
lv@ gz, <0l 52, ’

En écrivant 'équation régissaiit, = v, — v et en se servant d’une estimation d’énetife alors on trouve grace
a l'incompressibilité du flot
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|| Wy (1) ||L2 + || VW () ”Lz VAV 2 [IWyll 2 + [Vl oo | W12,

Donc, on obtient suite a une intégration en temps et une application du lemme de Gronwall,
t
W2 < [ 1800 2 e 6170w
0

Il suffit & ce stade d'utiliser les estimations (3) pour déduire (2).

3. Effet régularisant

En dimension deux, le tourbillon, = 3;v2 — d,v! satisfait I'équation
(TDy,) 0wy + vy - Vo, —vAw, =0.
Nous avons déja établi dans [3] le résultat suivant qui sgoidre a I'aide d’un changement de variables lagrangien.

Proposition 3.1. Soit w® € L?, avec p € [1, +00] et v, une solution de (NS,) qui soit lipschitzienne. Alors, pour
tout g € N onal’ estimation

t t

2 [ 8400065 < o], (1+ 190, dr).

0 0

4. Egstimation Lipschitz dela vitesse

Nous allons voir que I'estimation (2) combinée avec I'effet régularisant permettent de contréler la quantité
]é Vv, ()|~ dz. Soit N un entier positif. Alors I'inegalité triangulaire donne

t t t t

/HVUU(YZ)HLOO dr < /||szv(z)y|Loo dr +/HVSN(UV —0)(7) | dr +/’|V(Id — Snvu ()|, de

0 0 0 0
(4)
Signalons d’abord que I'inégalité de convolution entraine
t t
/Hszv(r)”Loo dr < C/HVU(‘L’)HLOO dr. (5)
0 0
D’un autre c6té, nous avons par le biais dedijalité de Bernstein et I'estimation (2)
t t 0
/ [VSx (wy = 0)(@) | oo dr < €22V / [y = v)(@)] 2dr < Cvi2?V e e lag, (6)
0 0
Pour la majoration du dernier terme de,(@h utilise la Proposition 3.1, qui implique
t 0 t
/ [v0d = Sy ()] wdr <€ S / | Agon(D)]] . dr ”‘”2#(1+ / IVou@)] dr). @)
0 92N 0
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En reportant (5), (6) et (7) dans (4), on trouve

t t
oy EXPCIVO 2 0P|l 1.0
/HWU(I)HM dr <C(1+vr2?N)e g O | 14 [ Vo @) ).
0 0
Par conséquent, en choisissahtel que

0117 oo 1
ol 1
p22N 2

alors on aura
t

/}|Vvv(t)}|Lm dr < C(1+t||wOHL°°)
0

expCt (v 52 expCr [0 ;2
e 21 Ce 21,

(8)

5. Findelapreuve

Désormais, pour alléger les notations darbillon visqueux ne sera pas indexé paEn appliquant I'opérateur
de troncature en fréquencag a I'Eq. (TD,) et en posanb, = A,w, on aura

Orwy +v- Vo, —vAw; =—[Ay4,v- V]w.
Or, nous avons l'estimation suivante qui est démontrée par exemple dans [6].
[(Ag. v Vie|,, <ClIVvle > 2977]A 0L
Jj=2q—No
Donc en prenant le produit scalaité avecaw, et en se servant de l'incompressibilite du flot, on trouve

1
|0y ] 2 < g @ 2 +C / [Ve@ o 22 277 |8j0@)] 0.
0 Jj2q—No
En multipliant par 2 et en sommant sur leg on trouve grace a l'inégalité de convolution de Young
t

o]y, < 16l 55, +€ [ 1900 fo0)] 5y, v
0
Donc le lemme de Gronwall donne

13
”w(t) ” B%,l < ”wOHB%J ecfo V@)oo

Pour estimer les hautes fréquences de la vitesse, on utilise la refation (—1)'~19;w. Les basses fréquences
dewv sont contrdlées grace a I'inégalité d’énergie.
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