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Résumé

Nous étendons au cas hyper-analytique la notion de fonction de Schur et la théorie de la réalisation pour de telles fonctions
Nous introduisons la notion de fonction caractéristique pour les colligations coisométriques entre espaces de Hilbert de
fonctions hyper-analytiques. Nous caractérisons les fonctions de Schur comme les fonctions caractéristiques des colligation:
coisométriquesPour citer cet article: D. Alpay et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abstract

de Branges Rovnyak spaces and Schur functions: the hyperholomorphic caséle extend to the hyperholomorphic
case the notion of Schur functions and the corresponding realization theory. We introduce the notion of characteristic operator
function for coisometric colligations between Hilbert spaces of hyperholomorphic functions. We show that every Schur function
is the characteristic operator function of a coisometric colligation and vice-visdethisarticle: D. Alpay et al., C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Schur functions (that is, functions analytic and contractive in the open unit @d)sklay an important
role in operator theory and related topics; see [1] for a review. For such a fungtithe kernelk,(z, w) =
(1—-s()s(w)*)/(1—zw) is positive inDD. In [5] de Branges and Rovnyak studied the associated reproducing
kernel Hilbert space (denoted By(s)). The spacé(s) is contractively included in the Hardy spdde and is the
state space for a coisometric realization pfhat is,s(z) = H + zG(I — zT)~1F whereG is the point evaluation
at the origin,H = s(0),

5(z) —5(0)

Tf=Rof, H()—>H(s) and Fx=—"——x, Cr H(s),
Z
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and the operator matrix (also calledlligation) (g ,’;) is coisometric. When leaving the setting of one complex
variable there are numerous counterparts of de Branges Rovnyak spaces. See [1] for the definition of these
spaces in the setting of compact Riemann surfaces and upper triangular operators respectively. In the setting
of the unit ballBy of CV, Schur functions (also called Schur multipliers) are functions such that the kernel
(1—s5()s(w)*)(A— (z, w)) is positive inB, . Note that it can be rewritten as

1-s(@)s)* oy (1 sops(y) W

1= w veNN

where we used the multi-index notation. WhEn- 1, the kernel— is the reproducing kernel of the Arveson
space (see [4]), which is included strictly and contractively in time Hardy space of the ball. The connections with
the Beurling—Lax theorem and realization theory were explained in [2]. Another direction of research is when one
replacesC by the skew field of quaterniorid. The counterpart of the Arveson space was given in our previous
note [3]. In the present Note (where we use the notation and definitions of [3]) we study the contractive multipliers
of the quaternionic Arveson space in terms of realizations and the corresponding reproducing kernel Hilbert spaces

1. Espace d’Arveson et fonctions de Schur hyper-analytiques

Nous noteronst = xg + x1€1 + x26&2 + x3€3 un élément ded (avec xg, x1, x2, x3 € R). Voir [3]. Soient
z1(x), Z2(x) etes(x) les variables hyper-analytiques (voir [3, 81]). On a

102+ |20 P+ |230) [P = 3x2 + x2 + 23 4+ x2.
Nous avons montré (voir [3]; le symbaokdénote le produit de Cauchy—Kovalevskaya par la gauche) que le noyau

ky(x) = (1= 1) () — 20 50) — 3@)E()) ° = > P e 077
veN3 :

est positif dans I'ellipsoide
2 ={xeH|3§+xi+x3+x5 <1}

Comme dans [3] nous dénotons m@dr (v € N3) les polynémes de Fueter. Lespace d’Arveson est 'espace de
Hilbert quaternionique & noyau reproduisant correspondant. Nous le dénotrdihstons la différence avec
I'espace de Hardy quaternionique, qui est 'espace a noyau reproduisant de (fieyaw)/|1 — xy|* et dont

les éléments sont des fonctions hyper-analytiques dans la boule uiiifé(deir [6, p. 198]).

Une fonction de Schur est une fonction 2 — H telle que I'opérateur de multiplication de Cauchy—
Kovalevskaya par la gauchef:— M, f =s © f est une contraction de I'espace d’Arveson dans lui-méme. Les
fonctions de Schur sont hyper-analytiques puisque les constantes appartiennent a I'espace d’Arveson. De plus |
formule

M) =Y. uc @0 »)

veN3
permet de montrer queest une fonction de Schur si et seulement si le noyau
k) = (U - MM 0 = 3 P PG - (00 02 ) @)

veN3

est positif dang2. On reconnait I'analogue de (1).

Définition 1.1.Soits une fonction de Schur hyper-analytique. L'espace de de Branges Rovnyak associé est I'espace
de Hilbert quaternionique a droite a noyau reproduisant de noyau (2). On lg{(9te
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2. Réalisation d’'une fonction de Schur hyper-analytique

D’abord quelques notations et définitions. Etant donésA,, ..., A, des opérateurs linéaires d’un espace de
Hilbert quaternioniqué{ dans lui-méme, on appelle produit symétrique I'opérateur

1
AL x Az XX Ap= D AcAc Ay,

‘oeSs,

S, étant le groupe de permutations{de. . ., n}.

Théoréme 2.1. Soit s une fonction de Schur hyper-analytique. |1 existe une matrice d’ opérateurs

Tmn Fp
| T Fo|.(H() H(S)3
v=|Pr (H)H(H> 3)
G H
qui est coisométrique et telle que pour chaque f € H(s) et g e H :
3
<Z§k®(ka)>(X)=f(x)—f(0); (4)
k=1
3
(Z Tk © (qu)>(X) = (s(x) —5(0))q : (5)
k=1
Gf=r0; (6)
Hg =5(0)g. (7)
Soit
T =T, x T, x T3 2. (8)
La fonction s(x) admet la représentation :
3 |
s@g=Hg+Y > %(Q@C”)(x)GT”qu, xef, qeH. 9)
k=1lpeN3

Nous remarquons que (4) exprime le fait que le probléme de Gleason est résolulité(dans

Démonstration du Théoréme 2.1.Nous dénotons pdt (s)3 la fermeture dan{(s)° des combinaisons linéaires
des éléments de la forme

(I — MMM}k,
wy=| I -MMHMLky |, ye.
(I — M;M})M}k,
Les formuleSGq)(x) = ks(x, 0)q, Hg = s(0)q et
Twyg) (@) = (ks(x, ) —ks(x,0)q,  Fwyg=(s0)—50))q,

permettent de définir une relatioh= (; g) dont le domaine de définition consiste en les combinaisons linéaires
a droite des éléments de la forr(léggl) et est donc dense. Nous montrons duest isométrique. Cela nous
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permettra d'affirmer qué’ définit en fait une matrice d’opérateurs et non seulement une relation. Soient donc
x,yesf2etp,q,u,veH. Nousavons:

<f/'\ <w1iq> , v<w$p>> = (?qu + Gu, Twep + (/?\U)H(S) + (Fwxp + ﬁv)(fqu + Hu)
H(s)dH

= (ks (-, ) = ks (-, 00(g = u), ks (-, 1) p — ks (-, 0)(p = V)
+ (ps(x) — (p — 0)s(0)) (s(»)g — 5(0)(g — u))
= ﬁ(ks(x, ¥)+5(x)s(y) — 1)q + vu.

Définissant I'opérateut f = f(0) d’évaluation a l'origine, on a I'identité dans I'espace d’Arvesén
3
1= My M, =C*C.
Utilisant le fait queM, andM,; commutent, le dernier terme devient :
ks (x, y) +5()s(y) — L)g + u
= (I = MyMDkyq, kxplyy ) + P((CM7kD(C M ky) — (Chi)(Chy))g + Du
={I = C*Okyq. ke p) 4 — (I = C*CO)YMkyq, Mk p) 4 + Du
Mg,
=<qu, (MZ‘Z) kxp> + vu =<<w;~q> . <w$p>> L
M;a e H(s)3oH
V est donc une isométrie sur son domaine. Ce dernier étant dense, on peut $teldnee isométrie de

H(s)z ® H dansH(s) ¢ H. Soit (3) son adjoint. On a :

3 3 3
D (G0 T NH)@) =Y (e O (Tef) kel = Z Te, M} k) r)
=1 =1

=1
= (T wa)pys2 = (f ke Cox) = ks (L O))y ) = F @) = £(0),

et nous obtenons donc (4). On vérifie de maniére similaire (5)—(7).
Finalement nous remarquons que (4)—(7) impliquent que :

3
s(x)g =5(0)g + (s(x) —5(0)g = Hg + Y (& © (Frq))(x)

k=1
3 3
=Hg+Y G (Fq)(0) + > (¢ © (Frg — (Feq)(0))) (x)
k=1 k=1
3 3 3
= Hq+ ) &(x)GFiq +Z<ck ) 4o Tszq><x>.
k=1 k=1 =1

En réitérant ce procédé nous obtenons la représentation (9). Cette série converge normalement puisqu
(T1. T» Ts)' estune contraction (ésigne le transposé du vecteur d’opérateurs).
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3. Fonction caractéristique d’'une colligation

Etant donnsé un espace de Hilbert quaternionique a dt¢jten appelle colligation toute matrice d’opérateurs
V: (g) > (7;1 ) de la forme (3). Le Théoréme 2.1 suggére la définition suivante (rappelons’gast défini

par (8)) :

Définition 3.1. La fonction caractéristique de la colligatidhest la fonction hyper-analytique a gauche

3 |
sv)=H+Y Y %(g ©¢")x)GT" Fy.

k=1yeN3
LorsqueTy, Fi, G, H sont des matrices constantes dont les éléments appartierifi¢daas ce cad( est aussi un
espace quaternionique a gauche), on a
sv@) =H+G O U —t1T1— {212 — (373)"° O ((1F1 + (2F2 + L3F3),
etsy est rationnelle.

Théoréme 3.2 La fonction caractéristique d’ une colligation coisométrique est une fonction de Schur.
Démonstration. Introduisons les fonctiong , (x) : H3 > H et B, (x), C(x) : H— H, données par

!

A=Y = (" 0 L) GT ({0 ) WGTY (¢ © () ()GT"),

veN3
_ |V|' n+v v _ |1)|' v v
Bu(x)=Y_ —T 6T, ) = > — ¢ GT".
veN3 veN3

Nous avons
ApO) AL+ EH D) = (A (x) ¢ () VVH (AL () ¢ )
= (Bu(x) (¢" ©sv) ) (Bu () (¢* @ sv) ()"
=B, (x)B.(y)" + (¢" Osv)(x)(¢* O sv)(p).

Il vient donc
| - .
Koo = ¥ LR 00) - (¢ 05 (e 05v)0)
ueNs 7
|
=) 'L!'(Bu(xwu(y)* — A AL)Y).
ueN3 "

Par ailleurs on a pour tout choix aeetn dansN® :

3
‘ —_—m
Z ﬂ Z(z“*” O &) ()GTY (T")* G*(£HH1 O ¢4 ) ()

peNs T =1

3
=3 3 BB i gy 6 g
] w!

= Y T WGT (T GG,
[ul>0

et doncKy, (x, y) = C(x)C(y)* est positive ety est une fonction de Schur hyper-analytique.

n=1p:pu,>0
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