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Résumé

On donne une déformation de la superconnexion de Levi-Civita associée à une famille d’opérateurs de de Rham
courbure est une famille d’opérateurs hypoelliptiques d’ordre deux le long des fibres du fibré cotangent de la fibratiPour
citer cet article : J.-M. Bismut, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A deformation in families of Hodge–de Rham theory.We construct a deformation of the Levi-Civita superconnex
associated to a family of de Rham–Hodge operators, whose curvature is a family of second order hypoelliptic operat
the fibres of the cotangent bundle of the given fibration.To cite this article: J.-M. Bismut, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338
(2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans les Notes [3] et [4], nous avons construit une déformation naturelle de la théorie de Hodge d’une
compacte riemannienneX, et nous avons montré que le laplacien correspondant est un opérateur hypoellipti
T ∗X. Nous avons également montré que cette déformation produisait une interpolation entre la théorie d
habituelle deX et le flot géodésique deT ∗X.

L’objet de cette Note est d’étendre cette construction à une fibrationp :M → S de fibre compacteX. Nous
construisons une déformation de la superconnexion de Levi-Civita considérée par Lott et l’auteur [5
démontrer un théorème de Riemann–Roch–Grothendieck pour l’image directe des fibrés plats. SoitM l’espace
total deT ∗X, et soitq :M → S la projection de fibreT ∗X. La courbure de notre superconnexion est alors
opérateur hypoelliptique le long des fibresT ∗X au dessus deS. Les résultats des Notes [3] et [4] sont des
particuliers des résultats de la présente note quandS est un point.

Dans cette Note, on utilise les notations des Notes [3] et [4]. Les démonstrations complètes sont
dans [2].

Adresse e-mail : Jean-Michel.Bismut@math.u-psud.fr (J.-M. Bismut).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.01.010
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2. Fibration cotangente et superconnexions

SoientM et S des variétés, soitp :M → S une submersion de fibre compacteX. SoitF un fibré plat surM,
soitgF une métrique hermitienne surF . Soitω(∇F ,gF ) la 1-forme surM,

ω
(∇F ,gF

) = (
gF

)−1∇F gF . (1)

Soit M l’espace total deT ∗X, et soitπ :M →M, q :M → S les projections évidentes. Soit(Ω ·(T ∗X,π∗F),
dT

∗X) le complexe de de Rham de long des fibres deT ∗X à coefficients dansπ∗F .
Soit T HM un fibré horizontal surM, de telle sorte queTM = T HM ⊕ TX, et soitPTX :TM → TX la

projection associée. SiU ∈ T S, soitUH ∈ T HM son relevé horizontal. SiU,V ∈ T S, on pose

T H (U,V )= −PTX[
UH ,V H

]
. (2)

Alors T H est un tenseur. Le fibréT HM induit une connexion sur un Diff(X) fibré principal. Comme Diff(X) agit
symplectiquement surT ∗X, on en déduit queT HM a un relèvement canoniqueT HM, qui est un fibré horizonta
surM, tel que la connexion associée préserve la forme symplectique des fibresT ∗X.

On peut donner une autre version de la construction précédente. En effet soitθ = π∗p la 1-forme canonique
le long des fibresT ∗X. On peut relever canoniquementθ en une 1-forme surM qui est nulle surT HM. Alors
ω = dMθ est une 2-forme fermée surM, qui induit la forme symplectiqueωV le long des fibresT ∗X. On vérifie
queT HM est exactement le fibré orthogonal àT T ∗X dansTM relativement àω. SoitωH la restriction deω à
T HM. On vérifie que

ωH = 〈
p,T H

〉
. (3)

Si T H est l’analogue deT H relativement àT HM, alors T H (U,V ) est exactement le champ de vecte
hamiltonien le long deT ∗X de hamiltonienωH(U,V ).

SoitdM l’opérateur de de Rham agissant sur les formesC∞ surM à coefficients dansπ∗F . Comme dans [5]
on peut considérerdM comme une superconnexion plateA′M surΩ ·(T ∗X,π∗F).

Soit ∇Ω ·(T ∗X,π∗F) la connexion évidente surΩ ·(T ∗X,π∗F) associée àT HM. Si U ∈ T S, si UH ∈ T HM
est son relèvement horizontal, soitLUH l’opérateur de dérivée de Lie correspondant. Sis est une sectionC∞ de
Ω ·(T ∗X,π∗F), on pose en effet

∇Ω ·(T ∗X,π∗F)
U s = LUH s. (4)

Alors par [5, Proposition 3.4], on a

A′M = dT
∗X + ∇Ω ·(T ∗X,π∗F) + iT H . (5)

La forme symplectique le long des fibresωV , la forme volume induite parωV et la métrique hermitiennegF

définissent une forme sesquilinéaire évidente le long des fibres comme dans [3, Éq. (18)]. SoitĀ′M l’adjoint de la
superconnexionA′M relativement à cette forme sesquilinéaire au sens de Bismut et Lott [5]. AlorsĀ′M est encore
une superconnexion plate surΩ ·(T ∗X,π∗F). De plus siω(∇F ,gF )= 0, alors[

A′M, Ā′M] = ∇Ω ·(T ∗X,π∗F),2. (6)

Soit gTX une métriqueC∞ surTX. On définit la forme bilinéaireη surT T ∗X comme dans [3, Éq. (25)], d
telle sorte que siU,V ∈ T T ∗X,

η(U,V )= 〈π∗U,π∗V 〉gTX +ωV (U,V ). (7)

Soit φ :T T ∗X → T ∗T ∗X le morphisme associé àη comme dans [3, Éq. (17)]. Soit̄A′M
φ la superconnexion

adjointe deA′M relativement à la forme sesquilinéaire surΩ ·(T ∗X,π∗F) associée àη, gF et à la forme volume
surT ∗X.

On définitλ0 comme en [3, Éq. (27)].
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Proposition 2.1. On a les identités,

Ā′M
φ = eλ0Ā′M e−λ0,

Ā′M
φ = Ā′M − [

Ā′M, λ0
]
.

(8)

3. Une fonction hamiltonienne

SoitH :M → R une fonctionC∞.

Définition 3.1. On pose

C′M
H = e−HA′M eH, �C′M

φ,H = eHĀ′M
φ e−H. (9)

Alors C′M
H , �C′M

φ,H sont encore des superconnexions surΩ ·(T ∗X,π∗F). Dans la suite, on effectuera ce

construction en remplaçantH parH−ωH .

Définition 3.2. On pose

AM
φ,H−ωH = 1

2

(�C′M
φ,2(H−ωH ) +A′M)

, BM
φ,H−ωH = 1

2

(�C′M
φ,2(H−ωH ) −A′M)

,

C
M
φ,H−ωH = 1

2

(�C′M
φ,H−ωH + C

′M
H−ωH

)
, D

M
φ,H−ωH = 1

2

(�C′M
φ,H−ωH − C

′M
H−ωH

)
.

(10)

On a de manière évidente,

C
M
φ,H−ωH = e−(H−ωH )AM

φ,H−ωH e(H−ωH ), (11)

DM
φ,H−ωH = e−(H−ωH )BM

φ,H−ωH e(H−ωH ).

Par (11), on peut raisonner de la même manière sur l’un des deux couples qui y apparaissent.
Alors AM

φ,2H−ωH est une superconnexion surΩ ·(T ∗X,π∗F), et BM
φ,2(H−ωH ) est une section deΛ·(T ∗S) ⊗̂

End(Ω ·(T ∗X,π∗F)).

4. Une formule de Lichnerowicz pour la courbure

Soit∇T X la connexion euclidienne surTX construite dans [1], qui est canoniquement associée àgTX etT HM.
Soit RTX la courbure de∇TX. La connexion∇TX induit un scindageT T ∗X = TX ⊕ T ∗X, et l’identification
Λ·(T ∗T ∗X)=Λ·(T ∗X) ⊗̂Λ·(T X).

Soite1, . . . , en une base orthonormale deTX, soite1, . . . , en la base duale. Soit̂e1, . . . , ên et ê1, . . . , ên d’autres
copies de ces bases. Alorse1, . . . , en, ê

1, . . . , ên est une base deT T ∗X, ete1, . . . , en, ê1, . . . , ên est la base duale
Pour des raisons multiples, on doit conjuguer les superconnexions précédentes par des automorphi

triviaux. En particulier, siA est l’un des objets construits précédemment, on désigne parA l’objet obtenu à partir
deA en effectuant les substitutions suivantes :

– Lesei sont inchangés.
– Lesiei sont changés eniei+êi .
– Lesêi sont changés eniêi .
– Lesiêi sont changés en̂ei − ei .
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Notons que les relations de commutation évidentes entre opérateurs ne sont pas modifiées par ces subst
SiU ∈ T S, V ∈ TX, on pose

T
(
UH,V

) = 1

2
LUH g

TXV. (12)

En combinant (2) et(6), on obtient le tenseurT surM qui a été considéré dans [1]. Soitf1, . . . , fm une base de
T S, et soitf 1, . . . , f m la base duale. On pose

T 0 = 〈
T

(
f Hα , ei

)
, ej

〉
f αêiej , (13)

de telle sorte que〈
T 0,p

〉 = 〈
T

(
f Hα , ei

)
,p

〉
f αêi . (14)

SiA est l’un des objets précédents, on pose

Â= exp
(〈
T 0,p

〉)
Aexp

(−〈
T 0,p

〉)
. (15)

Soit Hc = c|p|2/2. SoitYH le champ de vecteurs hamiltonien surT ∗X associé àH = |p|2/2. SoitT �HM le
sous-fibré horizontal deTM induit par∇TX , de telle sorte queTM = T

�HM ⊕ T ∗X. Dans la suite, lesei, êi
sont considérées comme des formes surM qui s’annulent surT �HM.

SoitLYH l’opérateur de dérivée de Lie dans la fibreT ∗X associé àYH, et soitLYH l’opérateur de dérivée d
Lie correspondant agissant surM. On a les identités,

LYH = ∇Λ·(T ∗X)⊗̂Λ·(T X)⊗̂F
p + êi iei +

〈
RT

∗X(p, ei)p, ej
〉
eiiêj , (16)

LYH = LYH − 〈
T

(
fHα ,p

)
, ei

〉
f αiei +

〈
RT

∗X(
p,f Hα

)
p, ei

〉
f αiêi .

On désigne encore parLYH , LYH les opérateurs dans (16) obtenus en remplaçantêi , iêi pariêi , ê
i .

Rappelons queθ est une 1-forme surM, et queω= dMθ . On peut exprimerω à l’aide des variablesei, êi , f α .
On noteA′Mθ l’objet obtenu à partir deω en remplaçant̂ei, iêi pariêi , ê

i .

Théorème 4.1.On a l’identité,

Ĉ
M,2
φ,Hc−ωH = 1

4

(−*V + c2|p|2 + c
(
2iêi ê

i − n
)) + 1

4

〈
ei ,R

TXej
〉
êi êj

− 1

4
ω

(∇F ,gF
)
(ei)∇êi −

1

4
∇Λ·(T ∗T ∗X)⊗̂F ω̂(∇F ,gF

) − 1

4
ω

(∇F ,gF
)2

− c

2

(
Lp + 1

2
ω

(∇F ,gF
)
(p)+ Â′Mθ

)
. (17)

5. Courbure hypoelliptique et courbure ordinaire

Poura ∈ R∗, soit ra la transformation deM donnée parp → ap. Dans l’opérateur̂C
M,2
φ,Hc−ωH , on remplace

êi , iêi par iêi , êi . On conjugue l’opérateur obtenu par exp(Hc). On obtient ainsi un opérateur̂A
M,2
φ,Hc−ωH . Pour

c > 0, on a

r∗1/√cÂ
M,2
φ,Hc−ωH r

∗√
c
= ca′+ + √

cb′+ + c′. (18)

Dans (18), les opérateurs dans le membre de droite peuvent être calculés explicitement. Pourc < 0, on a une
formule comparable, où les indices+ doivent être remplacés par−.
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Soit o(TX) le fibré d’orientation deTX. Soit C± la superconnexion de Levi-Civita surΩ ·(X,F ) ou sur
Ω ·(X,F ⊗o(TX)) qui est construite dans [5], et qui est associée àT HM, gTX, gF . Rappelons que les opérateu
QT ∗X± ont déjà été définis dans [4]. Leur définition est ici essentiellement la même. On plongeΩ ·(X,F ) et
Ω ·(X,F ⊗ o(TX)) dansΩ ·(T ∗X,π∗F) (après tensorisation parΛ·(T ∗S)) comme dans [4].

On a alors un résultat qui servira à montrer que notre construction est effectivement une déformati
construction de [5]. Ce résultat étend le résultat correspondant dans [4, Théorème 3.1] dans le cas oùS est un
point.

Théorème 5.1.On a l’identité,

QT ∗X±
(
c′ − b′±a

′−1± b′±
)
QT ∗X± = 2C2±. (19)
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