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Résumé

Nous décrivons la structure de variété algébrique affine de l’ensemble des classes analytiques d’équations auxq-différences
dans une classe formelle donnée.Pour citer cet article : J.-P. Ramis et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The variety of analytical classes ofq-difference equations within a formal class.We describe the structure of affin
algebraic variety of the set of analytical classes ofq-difference equations within a given formal class.To cite this article:
J.-P. Ramis et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Birkhoff et Guenther posent à la fin de [3] le problème de la classification locale des systèmes auxq-différences
analytiques en termes d’obtention d’un système complet d’invariants transcendants explicites. Ils suggè
solution par réduction à uneforme normaleà matrice polynomiale triangulaire, qu’ils établissent pour certains
particuliers. En termes d’opérateurs auxq-différences, ceci correspond à l’existence de factorisationsanalytiques.
De telles factorisations n’ont pas d’équivalent dans le cadre parallèle des opérateurs différentiels mérom
les factorisations formelles correspondantes sont en généraldivergentes. En termes de modules auxq-différences,
ces factorisations analytiques donnent lieu à une filtration par les pentes à quotients purs [7], et l’on mo
la classe d’isomorphie du gradué associé est l’unique classifiant formel. Ainsi, la classification analytiq
une classe formelle se ramène à la classification à gradué donné. La classification formelle est quant à
connue [4]. Nous présentons dans cette Note la partie algébrique de notre solution ; outre la filtration, les
sont l’algèbre homologique (pour reconstituer, par extensions successives, la structure d’un module filtré à
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celle de son gradué) et la transformation deq-Borel–Ramis. Dans [6], nous interprétons ces résultats en term
faisceaux de Stokes, obtenus à l’aide d’une théorie des développements asymptotiques adaptée et nous
les opérateurs de Stokes à l’aide d’une théorie de la resommation discrète due à C. Zhang.

On fixe un nombre complexeq de module|q| > 1. Le symboleσq désigne l’automorphisme du corpsC({z})
des germes méromorphes en 0∈ C défini par la relation :(σqf )(z) = f (qz), ainsi que ses extensions naturel
aux espaces vectorielsC({z})n, Mp,n(C({z})) (matrices), etc. On considère des (germes de) systèmes analy
aux q-différencesσqX = AX où A ∈ GLn(C({z})), que l’on se propose de classifier modulo l’équivale
A ∼ B, où B = (σqF )AF−1, avecF ∈ GLn(C({z})) [3]. On traduit ici le problème en termes de modul
Un module auxq-différences est un module à gauche de longueur finie sur l’algèbreDq des opérateurs au
q-différences analytiques, ou, de manière équivalente, un couple(E,Φ) formé d’unC({z})-espace vectorielE
de rang fini et d’un automorphismeσq -linéaire deE. Par le choix d’une base deE, on peut l’identifier à un
couple (C({z})n,ΦA), où A ∈ GLn(C({z})) et ΦA(X) = A−1σqX. D’après [4,7], on peut munir la catégor
DiffMod(C({z}), σq) des modules auxq-différences d’une structure tensorielle qui en fait une catégorie abél
tensorielle rigide surC ; nous noterons 1l’objet unité etM∨ = (E∨,Φ∨) le dual deM = (E,Φ). Le foncteur
« sections globales »M ❀ Γ (M) = Hom(1,M) est exact à gauche etC-linéaire de DiffMod(C({z}), σq) dans
la catégorie desC-espaces vectoriels de rang fini. On a :Γ (C({z})n,ΦA) = {X ∈ C({z})n | σqX = AX}. A tout
module auxq-différencesM, on peut associer un polygone de NewtonN(M), ou, de manière équivalente, u
ensemble de pentesS(M) = {µ1, . . . ,µk} de multiplicitésr1, . . . , rk ∈ N∗. Le moduleM est dit pur de penteµ si
S(M) = {µ}. Un module pur de penteµ ∈ Z est isomorphe à un(C({z})n,Φz−µA) où A ∈ GLn(C). D’après [7],
tout moduleM admet une filtration : 0= M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mk = M, telle que les quotients successifsMi/Mi−1
(i = 1, . . . , k) sont purs de pentesµ1 > · · · > µk . Les propriétés du polygone de Newton et de cette filtra
canonique sont résumées par le fait que le foncteur « gradué associé »M ❀ gr(M) = ⊕

Mi/Mi−1 est exact, fidèle
C-linéaire et compatible au produit tensoriel, et quegr(M) a même polygone de Newton queM.

Nous ne considérerons que des modulesM à pentes entières: S(M) ⊂ Z. SoientP1, . . . ,Pk des modules pur
de rangsr1, . . . , rk et de pentesµ1 > · · · > µk . On identifieraPi à (C({z})ri ,Φz−µi Ai

), où Ai ∈ GLri (C). Le
moduleM0 = P1 ⊕ · · · ⊕ Pk est de rangn = r1 + · · · + rk . Nous nous proposons, en analogie avec [1], de dé
l’ensembleF(M0) des classes d’équivalence de couples(M,g), où les couples(M,g) sont formés d’un moduleM
et d’un isomorphismeg : gr(M) → M0 et (M,g) est dit équivalent à(M ′, g′) s’il existe un morphismeu :M → M ′
tel queg = g′ ◦ gr(u) (u est automatiquement un isomorphisme). Un tel couple peut être décrit sous la
(C({z})n,ΦA), avec :

A =




z−µ1A1 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . Ui,j . . .

0 . . . . . . . . . . . .

. . . 0 . . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . z−µkAk


 , oùUi,j ∈ Mri ,rj

(
C

({z})). (1)

Deux telles matricesA, A′ sont équivalentes s’il existe une matriceF ∈ G(C({z})) telle que(σqF )A = A′F . On
a noté iciG le sous-groupe algébrique de GLn formé des matrices triangulaires supérieures par blocs unipote
les blocs diagonaux sont doncIr1, . . . , Irk . En termes de systèmes analytiques auxq-différences, cette approch
correspond à la possibilité de réduireanalytiquementun tel système à une forme « prénormale » triangulaire
n’a pas d’équivalent pour les systèmes différentiels.

2. Extensions de modules purs

Notons Γ i (i ∈ N) les foncteurs dérivés à droite deΓ . Tout objet de DiffMod(C({z}), σq) admet, en
tant queDq -module, une résolution projective de longueur� 2. D’autre part, on a un isomorphisme natu
Hom(M,M ′) = Γ (M∨ ⊗ M ′) et les foncteurs− ⊗ − et −∨ sont exacts, d’où un isomorphisme natu
Exti (M,M ′) = Γ i(M∨⊗M ′). A tout moduleM = (E,Φ) associons le complexe deC-espaces vectoriels défini e
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degrés 0 et 1 parE
Φ−IdE−→ E et nul ailleurs. Ses groupes de cohomologie s’identifient naturellement auxC-espaces

vectorielsΓ 0(M) et Γ 1(M), ce qui permet de ramener la détermination de ces derniers à des calculs d’i
On prouve alors, par des calculs proches de ceux de [2] et de [5], que leC-espace vectorielΓ i(M) est nul
pour i � 2 et de dimension finieγ i(M) pour i = 0,1, puis queγ 0(M) − γ 1(M) = −∑

µi>0 rM(µi)µi . On se
ramène au cas de l’opérateur 1− zσq : C({z}) → C({z}). On considère alors latransformation deq-Borel–Ramis:
Bq,1(

∑
fnz

n) = ∑
q−n(n−1)/2fnz

n. Celle-ci envoieC({z}) sur l’espaceC({z})q,−1 des sériesq-Gevrey de niveau
−1 (voir [5]) et conjugue 1− zσq à la multiplication par 1− z dansC({z})q,−1. Cette dernière est injective
C ⊂ C({z})q,−1 est un supplémentaire de son image. On peutexpliciter un projecteur par un calcultranscendant
(on conjugue l’évaluation de séries entières par des transformations deq-Borel–Ramis).

Soient maintenantP , P ′ deux modules purs de pentesµ > µ′ et de rangsr, r ′. Alors dimC Ext1(P ′,P ) = (µ−
µ′)rr ′. IdentifionsP à (C({z})r ,Φz−µA), oùA ∈ GLr (C) (notations analogues pourP ′). Soit U ∈ Mr,r ′(C({z}))
et soit MU le module (C({z})n,BU), où n = r + r ′ et où BU est la matrice triangulaire supérieure p

blocsBU = ( z−µA U

0 z−µ′
A′

)
. Le moduleMU définit donc une classeMU ∈ Ext1(P ′,P ), d’où un épimorphisme

φP,P ′ :U �→ MU , Mr,r ′(C({z})) → Ext1(P ′,P ). Par ailleurs, il existe un unique couple(F,V ) (que l’on peut,
comme plus haut, décrireexplicitementpar des calculstranscendants) oùF ∈ Mr,r ′(C({z})) etV ∈ V(r, r ′,µ,µ′)
(sousC-espace vectoriel de Mr,r ′(C({z})) formé par les matrices dont tous les coefficients sont élémen∑

µ′�k<µ Czk) tel que la matrice
( Ir F

0 Ir′
)

définisse un isomorphisme deBU avecBV . Ce couple sera not

Red(µ,A,µ′,A′,U).

Proposition 2.1.L’applicationφP,P ′ induit un isomorphisme entre le conoyau de l’endomorphismeC-linéaire de
Mr,r ′(C({z})) défini par: X �→ (σqX)(z−µ′

A′)− (z−µA)X et l’espace vectorielExt1(P ′,P ) ; elle induit de même
un isomorphismeV(r, r ′,µ,µ′) → Ext1(P ′,P ).

Exemple 1. L’existence d’une solution convergentef de l’équation avec second membref − zσqf = u a
pour seule obstruction le nombrev = Bq,1u(1). S’il est nul, cette solution existe et est unique ; en géné
Red(−1,1,0,1, u) = (f, v). Le nombrev est le classifiant analytique du module(C({z})2,ΦA) dans sa class
formelle, oùA = ( 1 u

0 z

)
. Comme l’équationf − zσqf = u admet une unique solution formellêf , c’est un cas

particulier du problème de la resommation d’une série divergente. Pouru = 1, on a là unq-analogue de la séri
d’Euler, la série de Tschakaloff :̂f (z) = ∑

n�0 qn(n−1)/2zn.

3. Application à la classification analytique

Lorsquek = 2,F(M0) s’identifie naturellement à Ext1(P2,P1), que l’on vient de décrire. Dans le cas général
voit qu’à toute famille(Ui,j )1�i<j�k ∈ ∏

1�i<j�k V(ri, rj ,µi,µj ) on peut associer une matriceA de la forme (1),
donc un élément deF(M0).

Théorème 3.1.On obtient ainsi une bijection
∏

1�i<j�k V(ri, rj ,µi,µj ) � F(M0). La dimension obtenue de c
espace affine est

∑
1�i<j�k rirj (µi − µj), i.e. l’aire contenue « au dessus » du polygone de Newton.

Ce théorème admet une variante explicite (au sens transcendant). SoitAU une matrice de la forme (1), o
U = (Ui,j ) ∈ ∏

1�i<j�k Mri ,rj (C({z})). L’unique couple(F ,V ) avecF = (Fi,j ) ∈ ∏
1�i<j�k Mri,rj (C({z})) et

V = (Vi,j ) ∈ ∏
1�i<j�k V(ri , rj ,µi,µj ), tel que la matrice associéeF ∈ G(C({z})) définit un isomorphisme

de AU avecAV , se calcule en résolvant un système d’équations avec seconds membres : pour 1� i < j � k,
z−µiAiFi,j + ∑

i<l<j Vi,lFl,j + Vi,j = Ui,j + ∑
i<l<j (σqFi,l )Ul,j + z−µj (σqFi,j )Aj . La formule(Fi,j ,Vi,j ) =

Red(µi,Ai,µj ,Aj ,Ui,j + ∑
i<l<j (σqFi,l )Ul,j − ∑

i<l<j Vi,lFl,j ) permet le calcul par récurrence surj − i des
(Fi,j ,Vi,j ).
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