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Résumé

Nous obtenons un développement asymptotique complet à très basses énergies de la densité d’états intégrée
d’Anderson non borné. Nous étudions aussi la dépendance de cette asymptotique par rapport à la décroissance à l
fonction de répartition du potentiel aléatoire.Pour citer cet article : O. Saad, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Publié par Elsevier SAS pour l’Académie des sciences.

Abstract

Very low energy behaviour of the integrated density of states of the unbounded Anderson model. We obtain a complete
asymptotic expansion of the integrated density of states of the unbounded Anderson model at low energies. We also
evolution of this asymptotic when the decay of the tail of the distribution of the random potential increases.To cite this article:
O. Saad, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Publié par Elsevier SAS pour l’Académie des sciences.

Abridged English version

We consider the Anderson model acting onL2(Rd)

Hω := −�+
∑
k∈Zd

ωkV (· − k), (1)

where(ωk)k∈Zd is a nonnegative family of independent and identically distributed (i.i.d.) random variables. LP0
be the probability measure ofω0. We denote byF(λ) := P0(ω0 � λ), the tail of the probability distribution ofω0.
We assume that

(H1) F(λ) > 0, ∀λ ∈ R (i.e., the random variableω0 is unbounded from above).
(H2) There existsA� 1 such thatF is absolutely continuous on[A,+∞[ and

lim
λ→+∞

F ′(λ)
F (λ)

= −∞.

Adresse e-mail :saad@math.univ-paris13.fr (O. Saad).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Publié par Elsevier SAS pour l’Académie des sciences.
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(H3) (i) V ∈C∞
0 (]−1

2,
1
2[d, [−1,0]).

(ii) V admits a unique non-degenerate minimum at 0, i.e.,

V ′(0)= 0, V ′′(0) > 0, V −1({−1}) = {0}.

We denote byN(−λ), the integrated density of states associated toHω (see (8)). We study the asymptotic behav
of N(−λ) whenλ→ +∞. To describe our results, we need the following reference model

Hλ := −�+ λV (x), λ→ +∞.
The assumption (H3) implies that the infimum of the spectrum ofHλ is an isolated simple eigenvalue. L
inf σ(Hλ) =: −E0(λ). We denote byy(·) the reciprocal function ofE0(·). It is well known (see [1]) thaty(λ)
has a complete asymptotic expansion in powers ofλ−1/2 that reads

y(λ)∼ λ+ e0λ1/2 +
∑
j∈N

e′jλ−j/2 asλ→ +∞. (2)

Heree0 is the first eigenvalue of the harmonic oscillator−�+ 1
2〈V ′′(0)x, x〉. Let dV (resp.dV0) be the Agmon

distance associated to the metric max(V + 1,0)dx2 (resp. max(
∑
k∈Zd

V (· − k) + 1,0)dx2) where dx2 is the
Riemannian metric onRd (see [1]). We define

S0 := inf
a∈Zd

dV0(0, a),

�S0 := inf
(
dV (0, ∂C0), S0

)
,

where∂C0 denotes the boundary ofC0 := ]−1
2,

1
2]d . LetG= − lnF . Suppose that

G′(λ)
G(λ)

= o
(
eS0

√
λ
)

asλ→ +∞. (3)

Our main result is the following:

Theorem 0.1. Assume(H1)–(H3)and (3). For everyS ∈]0,�S0[, β > 0 andγ > 0, there existsa > 0, K > 0 and
λS,γ,β > 0 such that forλ > λS,γ,β , we have

F
(
y(λ)+ a e−S√λ) −KF (

y(λ)
)2−γ

�N(−λ)� F (
y(λ)− a e−S√λ)(1+O

(
e−β√

λ
)) +KF (

y(λ)
)2−γ

. (4)

The termF(y(λ))2−γ represents the probability of having at least two random variables of sizey(λ). Under

the assumption (3),F(y(λ))2−γ = o(F (y(λ)± a e−S√λ)). In this case, the principal term ofN(−λ) is due to long
fluctuations of only one random variable. We call that the behavior ofN(−λ) is classical. Moreover, if we suppos
that there existsS ∈ ]0,�S0[ such that

G′(λ)=O
(
eS

√
λ
)

asλ→ +∞, (5)

then we can neglectthe tunneling effectterm e−S
√
λ in the leading term of (4). More precisely, we have

Corollary 0.2. Assume(H1)–(H3) and (5) are satisfied. Then, for anyε > 0, there existsλε > 0 such that for
λ > λε , we have

N(−λ)= F (
y(λ)

)(
1+O

(
e−ε√λ)).
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The termF(y(λ)) represents the probability that the infimum of the spectrum of the operatorHω0 := −�+ω0V

be below−λ. In this case,N(−λ) behaves as ifHω were the direct sum of infinitelymany i.i.d. copiesof operators
Hω0 each one located at a site ofZ

d .

Remark 1. If G admits a complete asymptotic expansion, Theorem 0.1 (resp. Corollary 0.2) gives a co
asymptotic expansion of lnN (resp.N ) given by that of−G(y(λ)) (resp.F(y(λ))). The first term was given in [2]

1. Introduction

On considère le modèle d’Anderson surL2(Rd)

Hω := −�+
∑
k∈Zd

ωkV (· − k), (6)

où (ωk)k∈Zd est une famille de variables aléatoires positives, indépendantes et identiquement distribuée
SoitF(λ) := P0(ω0 � λ) la fonction de répartition deω0, oùP0 est la mesure de probabilité deω0. La fonctionF
est décroissante et à valeurs dans[0,1]. Dans la suite, on suppose que

(H1) F(λ) > 0, ∀λ ∈ R (i.e. la variable aléatoireω0 est non bornée supérieurement).
(H2) Il existeA� 1 tel queF est absolument continue sur[A,+∞[ et

lim
λ→+∞

F ′(λ)
F (λ)

= −∞. (7)

(H3) (i) V ∈C∞
0 (]−1

2,
1
2[d, [−1,0]).

(ii) V admet un unique minimum non dégénéré avecV (0)= −1, i.e.

V ′(0)= 0, V ′′(0) > 0, V −1({−1}) = {0}.

Sous les hypothèses (H1), (H3(i)) et (7),Hω est,ω-presque sûrement, essentiellement auto-adjoint surC∞
0 (R

d ).
CommeHω est ergodique, il existeΣ un fermé deR tel queσ(Hω)=Σ, ω-presque sûrement [2]. De plusV � 0
etω0 n’est pas bornée supérieurement ; ceci assure que infΣ = −∞.

La densité d’états intégréeassociée àHω au pointλ ∈ R est définie comme une limite thermodynamique
la façon suivante. SoitCL, le cube centré en 0 et de côtéL. On considèreHDω,L (resp.HNeω,L) la restriction deHω
au cubeCL avec les conditions au bord de Dirichlet (resp. Neumann). Dans ce qui suit, l’indice «• » désigneD
ouNe. Comme la résolvante deH •

ω,L est compacte, son spectre est discret. SoitN•
ω,L(λ), le nombre de valeur

propres deH •
ω,L qui sont inférieures àλ. On définit

N(λ) := lim
L→∞

1

vol(CL)
N•
ω,L(λ). (8)

Il est bien connu que cette limite existeω-presque sûrement, elle est non aléatoire, croissante et indépe
des conditions au bord choisies pour restreindreHω à CL [2]. De plus, si on désigne parE(X), l’espérance
mathématique deX, on a (voir [2])

1

vol(CL)
E
(
NDω,L(λ)

)
�N(λ)� 1

vol(CL)
E
(
NNeω,L(λ)

)
.

Heuristiquement,N(−λ) est interprétée comme le nombre moyen par unité de volume de valeurs propres dH •
ω,L

qui sont inférieures à−λ . Une telle valeur propre est créée seulement si, au moins une des variables alé
prend des valeurs supérieures àλ. On distingue deux cas :

1. soit une seule variable aléatoireωk est supérieure àλ et toutes les autres sont strictement inférieures àλ ;
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2. soit au moins deux variables aléatoiresdistinctessont supérieures àλ.

Notons ces événements respectivementΩ1 et Ω2. Comme ces deux événements sont complémentaire
décompose

E

(
1

vol(CL)
N•
ω,L(−λ)

)
=N•

1,L(−λ)+N•
2,L(−λ),

où N•
i,L(−λ) := 1

vol(CL)
E(N•

ω,L(−λ)1Ωi ), i ∈ {1,2}. Pourω ∈ Ω1, afin de créer une valeur propre inférieure
−λ (λ→ +∞), ωk doit être plus grande queyλ, où yλ > λ (voir [1]). Si F satisfait (7), alorsN•

1,L(−λ) est de

taille F(yλ) et la quantitéN•
2,L(−λ) est majorée parLdF(λ)2−γ , γ > 0. Suivant la vitesse de décroissance

F , c’est l’une ou l’autre de ces deux quantités qui domine (L est choisi suffisamment grand en fonction deλ). Si
le terme principal deN(−λ) est dû àN•

1,L(−λ), on dit que l’asymptotique deN est classique : c’est le cas q
nous intéressera dans cette note. Une étude similaire a déjà été faite dans le cas discret [3]. Dans le cas
premier terme de l’asymptotique deN est connu [2]. Dans ce travail, nous obtenons des asymptotiques com
pourN(−λ) quandλ→ +∞.

2. Le modèle de référence

Pour énoncer les résultats, on introduit le modèle de référence suivant :

Hλ := −�+ λV (x), λ� 1.

L’opérateurHλ est auto-adjoint surH 2(Rd ). CommeV −1(]−∞,0]) est un ensemble compact, le spectre deHλ
dans l’intervalle]−∞,0] est constitué par des valeurs propres isolées de multiplicité finie. On note infσ(Hλ)=:
−E0(λ). La fonctionE0 est croissante et convexe. On désigne pary(λ) sa fonction réciproque. Il est bien con
(voir [1]) quey(λ) admet un développement asymptotique complet en puissances deλ−1/2 donné par

y(λ)∼ λ+ e0λ1/2 +
∑
j∈N

e′jλ−j/2, quandλ→ +∞, (9)

où e0 est la première valeur propre de l’oscillateur harmonique−�+ 1
2〈V ′′(0)x, x〉.

3. Énoncé des résultats

Soit dV (resp.dV0) la distance d’Agmon associée à la métrique max(V + 1,0)dx2 (resp. max(
∑
k∈Zd

V (· −
k)+ 1,0)dx2), où dx2 est la métrique de Riemann surR

d . On définit

S0 := inf
a∈Zd

dV0(0, a),

�S0 := inf
(
dV (0, ∂C0), S0

)
,

où on note∂C0 le bord deC0 := ]−1
2,

1
2]d . SoitG= − lnF . Supposons que

G′(λ)
G(λ)

= o
(
eS0

√
λ
)

quandλ→ +∞. (10)

On obtient alors le résultat suivant :

Théorème 3.1. Supposons que les hypothèses(H1)–(H3)et (10)sont satisfaites. PourS ∈ ]0,�S0[, β > 0 etγ > 0,
il existea > 0, K > 0 etλS,γ,β > 0 tels que pourλ > λS,γ,β , on a
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s grandes
F
(
y(λ)+ a e−S√λ) −KF (

y(λ)
)2−γ

�N(−λ)� F (
y(λ)− a e−S√λ)(1+O

(
e−β√

λ
)) +KF (

y(λ)
)2−γ

. (11)

Le termeF(y(λ))2−γ représente la probabilité d’avoir au moins deux variables aléatoires supérieuresy(λ).
Sous l’hypothèse (10), il est négligeable par rapport àF(y(λ)± a e−S√λ). Si F ne décroît pas trop rapidemen
l’infini, le terme del’effet tunnele−S√λ est négligeable dans le terme principal deN(−λ). Plus précisément, si o
suppose qu’il existeS ∈ ]0,�S0[ tel que

G′(λ)=O
(
eS

√
λ
)

quandλ→ +∞, (12)

alors on obtient l’asymptotique suivante :

Corollaire 3.2. Supposons que les hypothèses(H1), (H3)et (12)sont satisfaites. Pour toutε > 0, il existeλε > 0
tel que pourλ > λε , on a

N(−λ)= F (
y(λ)

)(
1+O

(
e−ε√λ)).

La quantitéF(y(λ)) représente la probabilité que−E0(ω0), l’infimum du spectre de l’opérateur à un seul pu
Hω0 = −�+ ω0V , soit inférieur à−λ. Dans ce cas, on dit queN(−λ) se comporte comme siHω était constitué
d’une somme directedes copies i.i.d.de l’opérateurHωk , k ∈ Z

d .

Remarque 2. Si on connaît un développement asymptotique complet deG (resp.F ), le Théorème 3.1 (resp
Corollaire 3.2) donne un développement asymptotique complet de lnN (resp.N ). Il est donné par celui d
−G(y(λ)) (resp.F(y(λ))).

Remarque 3. Dans [5], on obtient un résultat analogue au Théorème 3.1 pour des fonctionsF plus générales qu
celles décrites dans cette note.

4. Idée de la preuve

Pour démontrer nos résultats, on utilise principalement la méthode des approximations périodiques in
par Klopp [4]. Elle nous permet d’approcherN(−λ) par E(Nω,n(−λ ± ε)), pourε > 0 dépendant deλ. Ici, on
désigne parNω,n la densité d’états intégrée d’une réalisation(2n+ 1)Zd -périodique définie par

Hω,n := −�+ Vω,n = −�+
∑

k∈Zd/(2n+1)Zd

ωk
∑

m∈(2n+1)Zd

V (x − k −m).

L’intérêt de cette méthode est qu’avec un choix convenable den en fonction deλ etε, N(−λ) etE(Nω,n(−λ± ε))
sont exponentiellement proches. Pour étudierE(Nω,n(−λ)), on procède de la façon suivante. La densité d’é
intégréeNω,n(−λ) est donnée par la formule (voir par exemple [6])

Nω,n(−λ)= 1

(2π)d

∫
Tn

#
{
v.p. deHω,n(θ)� −λ}dθ,

où « v.p. » est l’abréviation de « valeur propre » etTn = [− π
2n+1,

π
2n+1[d .

On estime alors l’espérance du nombre des valeurs propres deHω,n(θ)� −λ, pourθ ∈ Tn. Pour cela, on utilise
une décomposition convenable sur l’espace de probabilité et une approche semi-classique car seules le
valeurs deω contribueront au spectre situé sous l’énergie−λ quandλ grand. Le terme principal deE(Nω,n(−λ))
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(Marseille,

hys. 12 (4)

. 206 (1)

vol. 1495,
est donné par la probabilité que l’infimum du spectre deHω0 = −�+ ω0V soit inférieur à−λ± O(e−S√λ), où
S > 0 .

Enfin, on déduit l’asymptotique deN à partir de l’approximation périodique et de l’estimation surE(Nω,n(−λ))
avec un choix convenable surn et ε. Le choix deε détermine la précision de nos asymptotiques.
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