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Résumé

Nous montrons que les groupes de cohomologie de l’espace symétrique de DrinfeldΩ(n+1) défini sur un corps local d
caractéristique quelconque sont GLn+1-isomorphes à certains espaces de cocycles harmoniques définis sur l’immeu
Bruhat–Tits.Pour citer cet article : Y. Aït Amrane, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Cohomology of Drinfeld symmetric spaces and harmonic cochains.We show that the cohomology groups of the Drinfe
symmetric spaceΩ(n+1) defined over a local field of any characteristic are GLn+1-isomorphic to certain spaces of harmon
cochains on the Bruhat–Tits building.To cite this article: Y. Aït Amrane, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let Kω be a local field of any characteristic, that is the completion of a global fieldK with respect to a non
archimedean valuationω. Let G̃ denote GLn+1(Kω), let P̃ be the upper triangular Borel subgroup, and let�S denote
the set of fundamental reflexionssi , 1� i � n, in the linear Weyl group�W . Let∆= {1, . . . , n}. For any subsetI
of ∆, let P̃I be the parabolic subgroup of̃G generated bỹP and the reflexionssi , i ∈ I .

LetM be a commutative ring on which̃G acts trivially. For anyI ⊆∆, we denote byC
∞
(G̃/P̃I ,M) the space

of locally constant functions oñG/P̃I with values inM. The action of̃G onC
∞
(G̃/P̃I ,M) is induced by its action

by left translation oñG/P̃I . For any integerk, 0� k � n, if J denotes the subset{1, . . . , n− k} of ∆, the special
representation space of degreek of G̃ is defined to be theM[G̃]-module:

Spk(M)= C
∞
(G̃/P̃J ,M)∑n

j=n−k+1C
∞
(G̃/P̃J∪{j},M)

.

Adresse e-mail :amrane@picard.ups-tlse.fr (Y. Aït Amrane).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.12.004
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The Drinfeld’s symmetric space of dimensionn is the complementΩ(n+1) in Pn/Kω
of the union of all the

Kω-rational hyperplanes. In their paper [4] Schneider and Stuhler studied the cohomology ofΩ(n+1) for any
cohomology theory satisfying certain natural axioms, they prooved the existence of a canonicalG̃-isomorphism,
cf. [loc. cit., Corollary 17]:

Hk
(
Ω(n+1),F

) ∼= HomM

(
Spk(Z),A

)
, (1)

whereF is a complex of sheaves on the category of smooth separated rigid analytic varieties overKω equipped
with a suitable Grothendieck topology, andA=H 0(Sp(Kω),F) is the cohomology of the point.

The purpose of this work is to show that there is aG̃-isomorphism between the dual spaces of the spe
representation spaces and certain spaces of harmonic cochains on the Bruhat–Tits building (we use
definition given by De-Shalit in his article [2]). So, if̂Ik denotes the set of pointedk-cells of the Bruhat–Tits
building, ifL is anM-module equipped with anM-linearG̃ action, and ifHk(M,L) denotes the space of harmon
cochains,M-linear, with values inL and satisfying some properties, cf. [loc. cit., Definition 3.1], our main re
is theG̃-isomorphism:

HomM

(
Spk(M),L

) ∼=Hk(M,L). (2)

It was known in zero characteristic [2], our proof, valid in all characteristic, uses a new method.
From the isomorphisms (1) and (2), we deduce (in all characteristic) aG̃-invariant isomorphism between th

cohomology groups ofΩ(n+1) and the spaces of harmonic cochains over the Bruhat–Tits building:

Hk
(
Ω(n+1),F

) ∼=Hk(Z,A). (3)

In the case of the de Rham cohomology, whenK is of zero charateristic, this isomorphism (3) has been pro
by De-Shalit in his paper [2, Theorem 8.2], with the Schneider and Stuhler isomorphism (1), he has obta
isomorphism (2) in the zero characteristic case, cf. [loc. cit., Theorem 8.3].

This Note gives sketches of proofs. A detailed paper can be obtained directly from the author [1].

0. Introduction

SoitKω un corps local de caractéristique quelconque, complété d’un corps globalK par rapport à une valuatio
non-archimédienneω. NotonsG̃ le groupe GLn+1(Kω), P̃ son sous-groupe de Borel des matrices triangula
supérieures, et�S l’ensemble des réflexions fondamentalessi , 1 � i � n, qui engendrent le groupe de We
linéaire�W . Soit∆= {1, . . . , n}. Pour tout sous-ensembleI de∆, soitP̃I le sous-groupe parabolique dẽG engendré
parP̃ et lessi , i ∈ I .

Soit M un anneau commutatif unitaire sur lequelG̃ opère trivialement. On noteC
∞
(G̃/P̃I ,M) l’espace des

fonctions localement constantes définies surG̃/P̃I à valeurs dansM. L’action deG̃ surC
∞
(G̃/P̃I ,M) provient de

son action à gauche sur̃G/P̃I . Pour tout entierk, 0� k � n, si J désigne le sous-ensemble{1, . . . , n− k} de∆,
l’espace des représentations spéciales de degrék est leM[G̃]-module :

Spk(M)= C
∞
(G̃/P̃J ,M)∑n

j=n−k+1C
∞
(G̃/P̃J∪{j},M)

.

Dans leur article [4], Schneider et Stuhler ont étudié les groupes de cohomologie abstraite, une
cohomologique satisfaisant certains axiomes naturels, de l’espace symétrique de Drinfeld :

Ω(n+1) := Pn/Kω
\

⋃
H∈H

H,

où H désigne l’ensemble des hyperplansKω-rationnels. Ils ont montré que ces groupes de cohomologie
G̃-isomorphes aux espaces duaux des espaces de représentations spéciales, voir (1) ci-dessus, cf. [Co
loc. cit.].
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Cette note est décomposée en trois parties, les deux premières sont techniques et contiennent quelqu
essentiels de notre méthode. Dans le dernier paragraphe nous énonçons notre résultat principal (Théorèm
est l’isomorphismẽG-équivariant (2), à partir duquel nous déduisons l’isomorphismeG̃-équivariant (3).

1. Décomposition en doubles classes

Nous adoptons la description de l’immeuble de Bruhat–Tits deG̃ par les classes des réseaux d’unKω-espace
vectorielV de dimensionn+ 1 (cf. [3]). Nous utilisons la notion de simplexes pointés introduite par De-Shal
§ 1].

Fixons une base deV . L’opération deG̃ surV est donnée par le produit matricielug−1 où u est vu comme
matrice ligne relativement à la base fixée deV . Il suit une opération dẽG sur l’immeuble de Bruhat–TitsI et cette
opération est transitive sur les chambres.

NotonsC0 et vo0, respectivement la chambre fondamentale et le sommet fondamental deI (déterminés par le
choix de la base deV ). Les sommetsvoi , 0� i � n, de la chambre fondamentaleC0 s’obtiennent en faisant opér
survo0 les matrices diagonales

yi = diag(1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
i fois

πω, . . . , πω),

oùπω est une uniformisante deKω ; on avoi = yi.v
o
0.

Soit∆ l’ensemble{1, . . . , n}. Pour toutI ⊆∆ tel que∆− I = {i1 < i2 < · · ·< ik}, notons(σI , vo0) le simplexe
standardσI formé des sommetsvo0, v

o
i1
, . . . , voik et pointé en le sommet fondamentalvo0.

Le lemme suivant, utile pour notre étude des cocycles harmoniques (Proposition 2 et Théorème 3.1)
que, sous l’action dẽG, tout simplexe pointé se ramène à un simplexe standard (i.e. une face deC0) pointé envo0.

Lemme 1.1. Posonswi = (sisi+1 · · · sn)(si−1si · · · sn−1) · · · (s1s2 · · · sn−i+1) ∈ �W . Si (σ, voij ) = (voij , . . . , v
o
ik
,

voi0
, . . . , voij−1

) avec0 � i0 � i1 � · · · � ik � n est une face de la chambre fondamentale pointée envoij , alors

on a(σ, voij )= yij wij (σÎ , v
o
0), où Î ⊆∆ est tel que

∆− Î = {ij+1 − ij < · · ·< ik − ij < n+ 1+ i0 − ij < · · ·< n+ 1+ ij−1 − ij }.

Pour toutI ⊆∆, notonsWI le sous-groupe de�W engendré par lessi , i ∈ I , etBI le sous-groupe parahoriqu
de G̃ stabilisateur du simplexe standard pointé(σI , vo0). Le théorème suivant nous servira à déduire
décompositions dans̃G en doubles classes (cellules de Bruhat et d’Iwasawa) à partir des décompositions en
à gauche dans le groupe de Weyl�W .

Théorème 1.2.SoientI1 et I2 deux sous-ensembles de∆. On a les bijections:

BI1\K
∗
ωG̃(Oω)/BI2 �WI1\ �W/WI2 � BI1\G̃/P̃I2.

Démonstration. La première bijection est bien connue, pour la deuxième bijection voir [1, Théorème 2.2.1.2✷
Notations.Dans ce qui suit on utilisera souvent les notations suivantes : pour tous entiersr, r ′ tels quer � r ′ + 1,
on posewr ′

r = sr sr+1 · · · sr ′ , on awr ′
r ′+1 = 1. On désigne aussi par❏r, r ′❑ l’ensemble des entiers se trouvant «

sens large » entrer et r ′ lorsquer � r ′, et l’ensemble vide lorsquer = r ′ + 1.
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Proposition 1.3. Soitm un entier tel que0 �m� k. Soienta0, a1, . . . , am des entiers tels que1� a0 � a1 � · · · �
am. Supposons, de plus, que pour toutι= 0,1, . . . ,m, on aaι � n− k + ι+ 1. Alors,

W❏am,n−k+m❑ · · ·W❏a1,n−k+1❑W❏a0,n−k❑ =
∐

(r1,...,rm)

wn−k+m
rm

· · ·wn−k+1
r1

W❏a0,n−k❑,

où (r1, . . . , rm) décrit l’ensemble
∏m

ι=1❏aι, n− k + ι+ 1❑.

Démonstration. On utilise les relations de Coxeter dans�W , voir [1, Théorème 2.2.2.1].✷
Soit J = ❏1, n − k❑. Pour tousr ′

1, . . . , r
′
m ∈ ∆ et tousr1, . . . , rm ∈ J ∪ {r ′

1, . . . , r
′
m}, nous notonsJ

r ′1,...,r ′m
r1,...,rm =

(J ∪{r ′
1, . . . , r

′
m})−{r1, . . . , rm}. Les sous-ensembles dẽG qui nous intéressent dans ce travail et qui sont à la

du lien entre les représentations spéciales et les cocycles harmoniques, sont définis comme suit :

CI = B
J
n−k+1,...,n
i1,...,ik

· · ·B
Jn−k+1
i1

BJ ,

pour toutI ⊆∆ tel que∆− I = {i1 < · · ·< ik}.
Il est clair que lesCI P̃J /P̃J sont des sous-ensembles ouverts compacts deG̃/P̃J , et correspondent au

simplexes standard(σI , vo0) dans le lien cité ci-dessus.
Nous avons le résultat suivant (avecB = B∅) :

Proposition 1.4. Pour toutI ⊆∆ tel que∆− I = {i1 < · · ·< ik}, on définit l’ensemble:

CI =
k∏
ι=1

❏iι + 1, n− k + ι+ 1❑.

Désignons parr le multi-indice(r1, . . . , rk). On a:

CI =
∐
r∈CI

Bwn
rk

· · ·wn−k+1
r1

BJ et CI P̃J =
∐
r∈CI

Bwn
rk

· · ·wn−k+1
r1

P̃J .

Démonstration. Ceci vient de la décomposition en classes à gauche dans�W , Proposition 1.3, et des bijection
respectives du Théorème 1.2.✷

2. Cocycles harmoniques et représentations spéciales

Soit M un anneau commutatif unitaire sur lequelG̃ opère trivialement etL unM-module muni aussi d’un
opération dẽG que l’on supposeM-linéaire.

Un cocycle harmonique de degrék (0 � k � n) à valeurs dansL est un homomorphisme deM-modules
h ∈ HomM(M [̂Ik],L) vérifiant certaines conditions d’harmonicité notées (A), (B), (C) et (D) par E. De-Shalit,
cf. [2, Définition 3.1].

SoitHk(M,L) l’ensemble des cocycles harmoniques de degrék à valeurs dansL. L’action deG̃ surHk(M,L)

provient de son action sur̂Ik et surL.
Rappelons maintenant ce que nous appelons les espaces des représentations spéciales et leurs liens a

groupes parahoriques dẽG. Pour toutI ⊆ ∆, soit C
∞
(G̃/P̃I ,M) (resp.C

∞
c (G̃/BI ,M)) l’espace des fonction

localement constantes à support compact deG̃/P̃I (resp.G̃/BI ) dansM. L’action deG̃ sur l’espaceC
∞
(G̃/P̃I ,M)

(resp.C
∞
c (G̃/BI ,M)) provient de son action à gauche surG̃/P̃I (resp.G̃/BI ).
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Définition 2.1. Pour tout entierk, 0� k � n, soitJ = ❏1, n− k❑. L’espace des représentations spéciales de d
k est leM[G̃]-module :

Spk(M)= C
∞
(G̃/P̃J ,M)∑n

j=n−k+1C
∞
(G̃/P̃J∪{j},M)

.

D’après [4, § 4, Proposition 15], pour toutI ⊆ ∆, nous disposons d’un homomorphisme deM[G̃]-modules
surjectif :HI :C

∞
c (G̃/BI ,M)→ C

∞
(G̃/P̃I ,M) qui à la fonction caractéristiqueχBI de{BI } dansG̃/BI associe

la fonction caractéristiqueχBI P̃I du sous-ensemble ouvert compactBI P̃I /P̃I de G̃/P̃I . Soit J comme dans la

définition ci-dessus, si l’on noteRJ le sous-M[G̃]-module deC
∞
c (G̃/BJ ,M) engendré par les fonctionsχByiBJ −

χBJ , 0� i � n, et les fonctionsχBJ∪{i} (= χBJ siBJ + χBJ ), n− k + 1 � i � n, il résulte des homomorphismesHI

un isomorphisme deM[G̃]-modules :

C
∞
c (G̃/BJ ,Z)

RJ

∼= Spk(M). (4)

Proposition 2.2. Soit I ⊆ ∆ tel que∆ − I = {i1 < · · · < ik}. Soientik+1 un entier tel queik � ik+1 � n + 1
et Î1 ⊆ ∆ tel que∆ − Î1 = {i2 − i1 < · · · < ik − i1 < ik+1 − i1}. Posons: C0

I = ∏k
ι=1❏iι + 1, iι+1❑, CkI =

(
∏k−1

ι=1 ❏iι + 1, n− k + ι+ 1❑)× ❏ik+1 + 1, n+ 1❑ et C
t,k−t−1
I = (

∏t−1
ι=1❏iι + 1, n− k + ι+ 1❑)× (

∏k−1
ι=t ❏iι+1 +

1, n− k + ι+ 1❑)× ❏ik + 1, ik+1❑ pour toutt tel que1 � t � k − 1. DansSpk(M), on a:

(1) χCI P̃J =
∑
r∈C0

I

χ
Bwn

rk
···wn−k+1

r1 P̃J
+

k−1∑
t=1

(−1)k−t−1
∑

r∈C
t,k−t−1
I

χ
Bwn

rk
···wn−k+1

r1 P̃J
+

∑
r∈Ck

I

χ
Bwn

rk
···wn−k+1

r1 P̃J
.

(2) χCI =
∑
r∈C0

I

χ
Bwn

rk
···wn−k+1

r1 BJ
+

k−1∑
t=1

(−1)k−t−1
∑

r∈C
t,k−t−1
I

χ
Bwn

rk
···wn−k+1

r1 BJ
+

∑
r∈Ck

I

χ
Bwn

rk
···wn−k+1

r1 BJ
.

(3) yi1wi1χC
Î1
P̃J

= (−1)k
∑
r∈C0

I

χ
Bwn

rk
···wn−k+1

r1 P̃J
, oùyi1 etwi1 sont comme dans le Lemme1.1.

(4) Si ik+1 = n+ 1, alors : χCI P̃J = (−1)kyi1wi1χC
Î1
P̃J

.

La preuve des assertions (1), (2) et (3) repose sur la Proposition 1.4 qui donne des décompositions
ensembles de typeCI etCI P̃J en classes doubles, et sur le lemme suivant qui nous permet de regrouper ce
de ces classes doubles pour obtenir d’autres classes doubles dont la fonction caractéristique est nulle dank(M).

Lemme 2.3. Soientw,w′ ∈ �W eta, b deux entiers tels que1 � a, b� n. Supposons de plus quesbw′ =wsb′ avec
b′ un entier tel quen− k + 2 � b′ � n. Alors :

(1)
∑

(r1,r2)
χ
Bwwb

r2
wb−1
r1 w′P̃J = ∑b−a

l=0
∑b−l

r=a χBwwb
r w

b−1
b−l w′P̃J∪{b′}

∈C∞
(G̃/P̃J∪{b′},M).

(2)
∑

(r1,r2)
χ
Bwwb

r2
wb−1
r1 w′BJ = ∑b−a

l=0
∑b−l

r=a χBwwb
r w

b−1
b−l w′BJ∪{b′}

∈C∞
c (G̃/BJ∪{b′},M),

où (r1, r2) parcourt l’ensemble❏a, b❑× ❏a, b+ 1❑.

Pour l’assertion (3) de la Proposition 2.2, on utilise aussi le Lemme 1.1 qui entraîne particulièreme
l’élément yi1wi1 normalise le sous-groupe parahoriqueB. L’assertion (4) découle des assertions (1) et (3)
utilisant encore une fois l’assertion (1) du lemme ci-dessus.



196 Y. Aït Amrane / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004) 191–196

soit la

dans un

e la

sidérant

s :

s

ue
e
]) :

ment
phisme
3. Cohomologie deΩ(n+1) et cocycles harmoniques

Maintenant nous arrivons à l’énoncé du théorème principal de notre travail, valable quelle que
caractéristique du corps de baseKω.

Théorème 3.1.Pour tout entierk, 0 � k � n, on a un isomorphisme de groupes̃G-équivariant:

HomM

(
Spk(M),L

) ∼=Hk(M,L).

Démonstration. Nous démontrons cet isomorphisme en construisant deux homomorphismes de groupes,
sens et dans l’autre,̃G-équivariants et inverses l’un de l’autre. Soit l’homomorphisme :

H : HomM

(
Spk(M),L

) → HomM

(
M

[
Îk

]
,L

)
qui àϕ ∈ HomM(Spk(M),L) associeh :M [̂Ik] → L défini parh(σ ) = ϕ(gχCI P̃J ), où g ∈ G̃ et I ⊆∆ sont tels

queσ = g.(σI , v
o
0). Cela est possible d’après le Lemme 1.1. Il s’agit de montrer queh ∈ Hk(M,L), c’est-à-dire

queh vérifie les propriétés (A), (B), (C) et (D) de la définition des cocycles harmoniques. Pour cela on utilis
Proposition 2.2 et le Lemme 2.3.✷

Dans l’autre sens, nous considérons l’homomorphismeΦ défini comme suit :

Φ :Hk(M,L)→ HomM

(
Spk(M),L

)
qui à un cocycleh ∈ Hk(M,L) associeϕh ∈ HomM(Spk(M),L) défini parϕh(gχBJ P̃J )= h(g(σJ , v

o
0)) pour tout

g ∈ G̃.
Afin de montrer queΦ est bien défini, nous passons par les sous-groupes parahoriques en con

l’homomorphismeΨ :Hk(M,L)→ HomM(C
∞
c (G̃/BJ ,M)/RJ ,L) qui à un cocycle harmoniqueh ∈ Hk(M,L)

associe l’homomorphismeψh :C
∞
c (G̃/BJ ,M) → L défini parψh(gχBJ ) = h(g(σJ , v

o
0)) pour toutg ∈ G̃. Il est

clair que l’on aΦ = H̃−1
J ◦Ψ , oùH̃J est l’isomorphisme deM[G̃]-modules dual de l’isomorphisme (4) ci-dessu

H̃J : HomM(Spk(M),L) → HomM(C
∞
c (G̃/BJ ,M)/RJ ,L). Donc pour montrer queΦ est bien défini, il suffit

de montrer queΨ l’est. Cela revient à vérifier queψh est triviale surRJ , pour touth. Pour cela, nous utilison
l’assertion (2) de la Proposition 2.2 et l’assertion (2) du Lemme 2.3.

SoitV la catégorie des variétés analytiques rigides et lisses surKω, munie d’une topologie de Grothendieck q
l’on suppose plus fine que la topologie analytique. SoitF un complexe de faisceaux surV , en degré positif. On pos
A=H 0(Spec(Kω),F). On a un isomorphisme de groupesG̃-équivariant (Schneider et Stuhler, [4, Corollaire 17

Hk
(
Ω(n+1),F

) ∼= Hom
(
Spk(Z),A

)
. (5)

Avec notre Théorème 3.1 (M = Z etL=A), il vient en toute caractéristique du corps de baseKω :

Théorème 3.2.On a un isomorphismẽG-équivariant: Hk(Ω(n+1),F)∼=Hk(Z,A).

Dans le cas de la cohomologie de de Rham,Kω de caractéristique zéro, ce théorème a été démontré directe
par De-Shalit [2, Théorème 8.2], et avec l’isomorphisme (5) de Schneider et Stuhler, il a obtenu l’isomor
de notre Théorème 3.1 uniquement en caractéristique zéro, cf. [loc. cit., Théorème 8.3].
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