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Résumé

Nous étudions la composante neutre de la fibre spéciale du modèle de Néron d’un tore déployé par une extension m
ramifiée. On voit qu’il s’agit d’un produit de vecteurs de Witt de longueurs finis explicitement calculables. Ainsi nous p
corriger un résultat présenté dans Kunyavskii et Sansuc (C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 324 (1997) 307–312).Pour citer cet
article : C. Buchheim, H. Frommer, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Reduction of tori split over tamely ramified extensions.We study the connected component of the special fiber of
Néron model of a torus split over a tamely ramified extension. It turns out to be a product of Witt vectors of finite
explicitly calculable. We are thus able to correct a result presented in Kunyavskii and Sansuc (C. R. Acad. Sci. Paris, S
(1997) 307–312).To cite this article: C. Buchheim, H. Frommer, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

SoitR un anneau de valuation discrète de corps de fractionsK et corps résiduelk. SoientK ′/K une extension
finie galoisienne etR′ la clôture intégrale deR dansK ′ de corps résiduelk′. Soitp �= 0 la caractéristique dek etk′.
SoitT un tore, défini surK et déployé surK ′ de groupe de caractèresM. Dénotons parT le modèle de Néron d
T et par�T la fibre spéciale deT . La formation du modèle de Néron commute avec une extension de base
alors nous supposons que l’extensionK ′/K est totalement ramifiée.

Adresses e-mail :buchheim@informatik.uni-koeln.de (C. Buchheim), frommer@math.uni-muenster.de (H. Frommer).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.12.003
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On appelle réduction deT la composante neutre de�T et la dénote par�T ◦. SupposonsK ′/K modérée de group
de GaloisG. Considérons la décomposition en caractères irréductiblesM⊗Z

�Q ∼= ⊕
i M

ei
i , oùG opère surMi par

la i-ème puissance du caractère cyclotomique. Nous montrons que

�T ◦ ∼= G
e0
m,k ×

∏

(i,p)=1

W
ei
ri ,k
,

oùWri,k désigne les vecteurs de Witt de longueurri à coefficients dansk et ri est facilement calculable.
Ce résultat contredit un résultat de [3] proposé dans [4]. Nous établirons cette formule dans la Sec

donnerons un contre-exemple à [3] dans la Section 3.

2. Calcul de la réduction�T ◦

SoitU le tore surK défini par la restriction de Weil àK du groupe multiplicatifGm,K ′ , alors pour toutK-schéma
X on aU(X) = (X ×K K

′)∗. Celui-ci est en fait un tore de groupe de caractèresZ[G], le Z[G]-module libre de
rang un. SoitGm,R′ le modèle de Néron du groupe multiplicatifGm,K ′ . Il est clair que le schémaU défini par la
restriction de Weil deGm,R′ àR est le modèle de Néron deU .

Le groupeG opère surU et U par l’action naturelle surK ′ et R′. Nous considérons le foncteur en group
abéliens défini par

HomG(M,U)(X )= HomG
(
M,U(X )

)

pour toutR-schémaX . On vérifie que le foncteurHomG(M,U) est représentable par un schéma sépar
localement de type fini surR.

Proposition 2.1.Le R-schémaHomG(M,U) a la propriété de Néron[1]. C’est à dire que pour toutR-schéma
lisseX on a

HomG(M,U)(X )= T (XK).
Sa fibre générale est le toreT , c’est-à-dire que pour toutK-schémaX on a

HomG(M,U)K(X)= T (X).

SiK ′/K est une extension modérément ramifiée, alorsHomG(M,U) est le modèle de Néron deT .

Les deux formules sont aisément vérifiées. SiK ′/K est modérément ramifiée, la lissité deHomG(M,U) résulte
de [2], 3.4, carHomG(M,U)= Hom(M,U)G etHom(M,U)= U rk(M) est lisse. Bien que le schémaHomG(M,U)
ait toujours la propriété de Néron, il n’est pas nécessairement lisse lui-même si l’extensionK ′/K est de ramifica-
tion sauvage.

Par la suite, nous supposons queK ′/K est une extension modérément ramifiée et queR est strictemen
hensélien. Alors, siG est d’ordren, on aG ∼= µn(k). Nous nous proposons de calculer la réduction�T ◦, égale
à la composante neutre de la fibre spéciale deHomG(M,U) d’après la proposition. On déduit

�T ◦ = HomG

(
M, �U◦)◦.

De l’exponentielle d’Artin-Hasse on obtient un isomorphisme

�U◦ ∼= Gm,k ×
∏

(i,p)=1

Wri,k,

où ri = min{r | pr � n
i
} etWri,k sont les vecteurs de Witt de longueurri à coefficients dansk. Cette décompositio

estG-équivariante siG opère surWri,k par lai-ème puissance du caractère cyclotomique.
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SoitM ⊗Z
�Q ∼= ⊕

i M
ei
i la décomposition deM en caractères irréductibles, où le groupeG opère surMi par la

i-ème puissance du caractère cyclotomique.

Théorème 2.2.On a la décomposition suivante

�T ◦ ∼= G
e0
m,k ×

∏

(i,p)=1

Wei
ri,k
.

CommeG est d’ordre premier àp, la décomposition deM ⊗Z
�Q apparaît déjà dansM ⊗Z W(k), oùW(k)

désigne l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dansk. Alors la formule découle du calcul suivant

HomG(M,Wrj ,k)= HomW(k)[G]
(
M ⊗Z W(k),Wrj ,k

) =
∏

i

HomW(k)[G](Mi,Wrj ,k)
ei

et le fait queG opère surMi (resp.Wrj ,k) par la i-ème (resp.j -ème) puissance du caractère cyclotomique
qui entraîne queHomW(k)[G](Mi,Wrj ,k) est égale à zéro sii �= j et àWrj ,k si i = j . Par la même raison on
HomG(M,Gm,k)= G

e0
m,k .

3. Contradiction avec [3]

Le Théorème 2.2 est en contradiction avec Théorème 2.3 de [3] disant que la réduction est égale à

G
e0
m,k ×

∏

ψi �=1

Wsi,k,

où si est le degré du caractère irréductibleψi dans la décompositionM ⊗ Fp ∼= ⊕
i ψi . Mais cette formule n’es

pas correcte, ce que démontre l’exemple suivant. Soientp = 5 etn= 3, alorsG= µ3. Nous considérons le « tor
normique », le noyau de l’application norme deK ′/K. On aM ∼= Z[µ3]/(1+ ζ + ζ 2). PuisqueF5 ne contient pas
µ3, le moduleM est irréductible. Alors la formule fournit�T ◦ ∼=W2,k , mais en fait�T ◦ ∼= Ga,k × Ga,k.
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