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Résumé

Mityagin a montré que les polynômes de Tchebyshev forment une base de Schauder de l’espace des fonctions
C∞ sur l’intervalle[−1,1]. Il en déduit un opérateur linéaire continu d’extension explicite. Ces résultats ont été étend
Goncharov, à des compacts ne satisfaisant pas les inégalités de Markov. A contrario, Tidten a donné des exemples d
pour lesquels il n’y a pas d’opérateur linéaire continu d’extension. Dans cette Note, on généralise ces travaux à des
fonctions ultradifférentiables construites sur le modèle de l’intersection des classes de Gevrey non quasi-analytiques.
notamment un théorème d’extension linéaire dans des classes de Beurling assez grandes.Pour citer cet article : P. Beaugendre,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Continuous linear extension operators in intersections of ultradifferentiable classes.Mityagin proved that the
Tchebyshev polynomials form a Schauder basis of the space ofC∞ functions on the interval[−1,1]. Thus, he deduced a
explicit continuous linear extension operator. These results were extended, by Goncharov, to compact sets which do
the Markov’s inequalities. On the other hand, Tidten gave examples of compact sets for which there is no continuo
extension operator. In this Note, we generalize these works to ultradifferentiable classes of functions built on the m
the intersection of non quasi-analytic Gevrey classes. We get, among other things, a Whitney linear extension the
ultradifferentiable jets of Beurling type.To cite this article: P. Beaugendre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let φ be an increasing convex function onR+ such that limt→+∞ φ(t)
t

= +∞. Let I be an interval with non
empty interior. Denote byIφ(I) the class ofC∞-functionsf on I such that for everya > 0,

sup
p∈N

sup
x∈I

|f (p)(x)|
p!exp(φ(ap))

= ‖f ‖a <+∞.

Adresses e-mail :pbeaugendre@ifrance.com, pascal.beaugendre@math.u-psud.fr (P. Beaugendre).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.12.002
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The setIφ(I) is a Fréchet space.

Theorem 0.1.(1) The Fréchet spaceIφ([−1,1]) has an absolute basis.

(2) Suppose thatlimu→+∞ φ(u)
u lnu = +∞, then there exists a continuous linear extension operator f

Iφ([−1,1]) to Iφ(R).

Consider the compact setK = {0} ∪ (⋃k�1[ak, bk]) where(ak)k�1 and(bk)k�1 have the following properties

• The sequences(ak)k�1 and(bk − ak)k�1 monotonically decrease to 0.
• b1 � 1 and for everyk � 1, ak − bk+1> 0.
• There existC0 � 3 andM > 0 such that, for everyk � 1, we have 2bk � C0(bk−ak), bk−ak � 2C0(ak−bk+1)

andbk+1 − ak+1 � 21−M(bk − ak)M .

A jet f onK is a sequence(f (j))j∈N of continuous real-valued functions onK. For every(j,p) ∈ N
2, j � p,

and every(ζ, x) ∈K2, we note the Taylor remainder by

R
j,p
ζ f (x)= f (j)(x)−

p−j∑
k=0

1

k! (x − ζ )kf (j+k)(ζ ).

Denote byIφ(K) the class of jetsf satisfying the following condition:
for everya > 0,

sup
p∈N

max

{
sup
x∈K

|f (p)(x)|
p!exp(φ(ap))

, sup
j ; j�p

sup
(ζ,x)∈K2

ζ �=x

|Rj,pζ f (x)|
j !exp(φ(a(p+ 1)))|ζ − x|p+1−j

}
= ‖f ‖a <+∞.

Theorem 0.2.Suppose thatlimu→+∞ φ(u)

u2 = +∞, then the Fréchet spaceIφ(K) has an absolute basis and the
exists a continuous linear extension operator fromIφ(K) to Iφ(R)

Suppose that limu→+∞ φ(u)
u ln(lnu) = +∞, then there exists a functiong ∈ Iφ(R) with g > 0 on R

∗+ andg = 0

on R−. PutKg = {(x, y) ∈ [0,1]2, 0 � y � g(x)}. Similarly as in the case of one variable we define the sp
Iφ(Kg) andIφ(R2).

Theorem 0.3.There is no continuous linear extension operator fromIφ(Kg) to Iφ(R2).

1. Définitions et notations

Dans toute cette Note, on suppose queφ est une fonction convexe croissante surR+, nulle en 0 et vérifiant la
condition suivante

lim
t→+∞

φ(t)

t
= +∞. (1)

On considère l’espace de FréchetIφ([−1,1]) formé des fonctionsf appartenant àC∞([−1,1]) et telles que
pour touta > 0, on ait

sup
p∈N

sup
x∈[−1,1]

|f (p)(x)|
p!exp(φ(ap))

= ‖f ‖a <+∞.
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On définit l’espaceIφ(R) de manière analogue.
Par exemple, siφ est la fonction définie parφ(t)= t ln(1+ t), on retrouve l’intersection des classes de Gev

non quasi-analytiques.
On désigne parR[−1,1] l’application de restriction, deIφ(R) dans Iφ([−1,1]). Une application linéaire

continueU , de Iφ([−1,1]) dansIφ(R), vérifiant R[−1,1] ◦ U = id est appelée un opérateur linéaire cont
d’extension. Ici id désigne l’application identité surIφ([−1,1]).

Soit n un entier, on pose, pour toutx ∈ [−1,1], Tn(x)= cos(narccosx) ; c’est le polynôme de Tchebyshev
degrén pour l’intervalle[−1,1].

Si f est une fonction continûment dérivable sur[−1,1], pour toutx ∈ [−1,1], on af (x)= ∑+∞
n=0 an(f )Tn(x),

aveca0(f )= 1
2π

∫ π
−π f (cost)dt et, pour toutn ∈ N

∗, an(f )= 1
π

∫ π
−π f (cost)cos(nt)dt .

On rappelle l’inégalité de Markov ([3], p. 131) :
si P est un polynôme de degré au plusn, alors, pour tout entierp, on a :

sup
x∈[−1,1]

∣∣P (p)(x)∣∣ � T (p)n (1) sup
x∈[−1,1]

∣∣P(x)∣∣.
2. Une base de l’espaceIφ([−1,1])
Définition 2.1. SoitF un espace de Fréchet muni d’une famille de semi-normes(‖ · ‖a)a>0. Soient(xn)n�0 une
suite d’éléments deF et (x ′

n)n�0 une suite d’éléments du dual deF . On dit que le système{(xn)n�0, (x
′
n)n�0} est

unebase de Schauder absoluede l’espaceF lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :

(i) {(xn)n�0, (x
′
n)n�0} est un système biorthogonal ;

(ii) pour toutx ∈F , on ax = ∑
n�0 x

′
n(x)xn ;

(iii) pour touta > 0, il existe deux réelsb > 0 etC > 0 tels que, pour toutx ∈ F , on ait
∑+∞
n=0 |x ′

n(x)|‖xn‖a �
C‖x‖b.

Théorème 2.2.Le système{(Tn)n�0, (an)n�0} est une base de Schauder absolue de l’espace de Fr
Iφ([−1,1]).
Démonstration. En suivant les calculs de Mityagin [7], on montre que sif ∈ Iφ([−1,1]), pour touta ∈ R

∗+, tout
n ∈ N

∗ et toutr ∈ N, on a∣∣an(f )∣∣ � 1

nr+2
‖f ‖a2r+2(r + 2)!exp

(
φ
(
a(r + 2)

))
.

Ensuite, avec l’inégalité de Markov, on établit que, pour touta ∈ R
∗+, il existe une constanteBa telle pour tout

n ∈ N
∗ et pour toute fonctionf ∈ Iφ([−1,1]), on ait∣∣an(f )∣∣‖Tn‖8a � Ba‖f ‖a 1

n2 . ✷
Remarque 1.Dans ce théorème, la condition (1) est la seule condition de croissance imposée à la fonctionφ.

3. Extension linéaire deIφ([−1,1]) dansIφ(R)

Théorème 3.1.On suppose queφ vérifie la condition

lim
u→+∞

φ(u)

u lnu
= +∞. (2)

Alors il existe un opérateur linéaire continu d’extension, deIφ([−1,1]) dansIφ(R).
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Démonstration. En utilisant le Lemme 3.1.1 et la Proposition 4.2 de [1], on construit, pour tout entiern, une
fonctionun de classeC∞ surR, positive, à support dans[−1− 1

1+n2 ,1+ 1
1+n2 ], égale à 1 sur[−1,1] et vérifiant

la condition suivante :
pour touta ∈ R

∗+, toutp ∈ N et toutx ∈ R, on a∣∣u(p)n (x)∣∣ � Ca
(
2C(1+ n2)

)p
p!exp

(
φ(ap)

)
,

oùC est une constante ne dépendant que de la fonctionφ etCa est une constante ne dépendant que de la fonc
φ et dea.

On conclut en vérifiant que la suite(T̃n)n�0 = (Tnun)n�0 satisfait à la condition suivante :
pour touta > 0, il existe deux réelsb > 0 etC̃a > 0 tels que, pour toutn ∈ N, on ait‖T̃n‖a � C̃a‖Tn‖b. ✷

Remarque 2.On dit qu’un ensemble compactK de R satisfait les inégalités de Markov lorsqu’il existe de
réels r � 2 et M > 0 tels que, pour tout polynômeQ et pour tout entierj , on ait supx∈K |Q(j)(x)| �
M(degQ)rj supx∈K |Q(x)|. L’intervalle [−1,1] satisfait ces inégalités avecr = 2 et M = 1. Ainsi le
Théorème 3.1 est un cas particulier du Théorème 8.8 de [1].

Remarque 3.On a également établi dans[1] que l’application de restrictionR[−1,1] deIφ(R) dansIφ([−1,1]) est
surjective, c’est-à-dire que les fonctions s’étendent, si et seulement si la fonctionφ vérifie la condition suivante :

lim
u→+∞

φ(u)

u ln(lnu)
= +∞. (3)

La condition (2) impose une croissance plus forte à la fonctionφ.

Pour l’intersection des classes de Gevrey non quasi-analytiques, il n’y a pas d’opérateur linéaire
d’extension. On ne sait pas si la condition (2) est nécessaire pour qu’un tel opérateur existe.

4. Définitions et notations

Dans tout ce qui suit, on considère deux suites(ak)k�1 et (bk)k�1 vérifiant les conditions suivantes :

• Les suites(ak)k�1 et (bk − ak)k�1 décroissent vers 0 ;
• b1 � 1 et pour tout entierk � 1, on aak − bk+1> 0 ;
• Il existe deux constantesC0 � 3 etM > 0 telles que, pour toutk � 1, on ait 2bk � C0(bk − ak), bk − ak �

2C0(ak − bk+1) et bk+1 − ak+1 � 21−M(bk − ak)M .

On définit le compact de Goncharov

K = {0} ∪
( ⋃
k�1

[ak, bk]
)
.

Un jet f surK est la donnée d’une suite(f (j))j∈N de fonctions continues surK à valeurs dansR. Soientp ∈ N,

j ∈ N tels quej � p et (ζ, x) ∈K2. On définit lereste de TaylorRj,pζ f (x) par

R
j,p
ζ f (x)= f (j)(x)−

p−j∑
k=0

1

k! (x − ζ )kf (j+k)(ζ ).

L’espace de FréchetIφ(K) est formé de l’ensemble des jetsf surK vérifiant la condition suivante :
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pour touta > 0,

sup
p∈N

max

{
sup
x∈K

|f (p)(x)|
p!exp(φ(ap))

, sup
j ; j�p

sup
(ζ,x)∈K2

ζ �=x

|Rj,pζ f (x)|
j !exp(φ(a(p+ 1)))|ζ − x|p+1−j

}
= ‖f ‖a <+∞.

5. Une base de de Schauder de l’espaceIφ(K)

Pour toutk ∈ N
∗, on poseδk = bk−ak

2 et on définit l’applicationl, deN
∗ dansN, en posantl(k)= [− ln(δk)

ln(4C0)
]. Ici

[·] désigne la fonction partie entière.
Pour tout(n, k) ∈ N × N

∗, on définit le polynôme de TchebyshevTn,k (x)= Tn((x − xk)/δk) puis on considère
la famille (�Tn,k)(n,k)∈N×N∗ formée des fonctions définies surK de la façon suivante :

• Si n < l(k), on pose�Tn,k = χ[0,bk]∩KTn,k|K .
• Si n� l(k), on pose�Tn,k = χ[ak,bk]Tn,k|K .

Ici, Tn,k|K désigne la restriction deTn,k au compactK et, pour tout sous-ensembleE deK, χE désigne la
fonction caractéristique deE.

Si f ∈ Iφ(K), pour toutk ∈ N
∗, on posea0,k(f )= 1

2π

∫ π
−π f

(0)(xk + δk cost)dt et pour tout(n, k) ∈ N
∗ × N

∗,

on posean,k(f ) = 1
π

∫ π
−π f (0)(xk + δk cost)cos(nt)dt . Ensuite, comme dans [5], pour tout(n, k) ∈ N × N

∗, on
définit le coefficientηn,k(f ) de la façon suivante :

• si k = 1, ηn,k(f )= an,k(f ),
• si k > 1 etn� l(k − 1), ηn,k(f )= an,k(f ),
• si k > 1 etn < l(k − 1), ηn,k(f )= an,k(f )− ∑l(k−1)−1

i=n an,k(�Ti,k−1)ai,k−1(f ).

Théorème 5.1.Si limu→+∞ φ(u)

u2 = +∞ alors {(�Tn,k)(n,k)∈N×N∗, (ηn,k)(n,k)∈N×N∗} est une base de Schaud
absolue de l’espace deIφ(K).

6. Extension linéaire des jets appartenant àIφ(K)

Comme dans la preuve du Théorème 3.1, en utilisant des fonctions troncatures adaptées, on établit le
suivant :

Théorème 6.1.Si limu→+∞ φ(u)

u2 = +∞, alors il existe un opérateur linéaire continu d’extension, deIφ(K) dans
Iφ(R).

Remarque 4.Ce résultat est une version ultradifférentiable d’un théorème de Goncharov. En outre, si on co
le casδk = 2−3k et bk = 6δk, alors le compactK ne satisfait pas les inégalités de Markov (voir [6]).

Remarque 5.Dans le cas particulier oùφ(u)= ua , aveca > 2, Iφ(K) est un espace de Beurling (voir [2]).
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7. Compacts « ventrus » pour lesquels il n’existe pas d’opérateur linéaire continu d’extension

On suppose queφ vérifie la condition (3). Soitg une fonction appartenant àIφ(R), nulle surR− et strictement
positive surR∗+.

On poseKg = {(x, y) ∈ [0,1]2, 0 � y � g(x)} ; Kg est un compact deR2 régulier au sens de Whitney. On no
Iφ(Kg) l’ensemble des fonctionsf , de classeC∞ surKg , telles que, pour touta > 0, on ait

sup
(p1,p2)∈N2

sup
(x1,x2)∈Kg

|∂p1+p2f (x)/∂p1x1∂
p2x2|

(p1 + p2)!exp(φ(a(p1 + p2)))
= ‖f ‖a <+∞.

On définit de même l’espaceIφ(R2).
Le théorème qui suit est inspiré par un travail de Tidten [8] ; il complète une situation étudiée par F

dans [4].

Théorème 7.1.(1) L’application de restriction, deIφ(R2) dansIφ(Kg) est surjective.
(2) Il n’existe pas d’opérateur linéaire continu d’extension, deIφ(Kg) dansIφ(R2).
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