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Résumé

Le but de cette étude est de trouver la loi limite du processus{
In(W) :=

∫
A

(
fn(x)−Efn(x)

)2
W(x)dx, W ∈ W

}
,

oùW est une classe de fonctions de poidsW , fn est l’estimateur à noyau de la densitéf etA est un sous-ensemble boréli
de R. On utilise ce résultat pour construire de nouveaux tests d’ajustement de la densitéf , plus performants, sous certain
alternatives locales, que le test classique de Bickel–Rosenblatt.Pour citer cet article : F. Chebana, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Weighted Bickel–Rosenblatt process and goodness of fit tests.The goal of this work is to establish the limit distributio
of the process{

In(W) :=
∫
A

(
fn(x)−Efn(x)

)2
W(x)dx, W ∈ W

}
,

whereW is a class of weight functionsW , fn is the kernel density estimator of the densityf andA is a Borelian subset ofR.
We apply this result to derive new statistics to test goodness-of-fit of the density functionf . Under some local alternatives, the
new tests are more powerful than the usual Bickel–Rosenblatt one.To cite this article: F. Chebana, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let X1,X2, . . . , be a sequence of independent identically distributed real random variables with denf .
Denote byfn(x) := (nhn)

−1 ∑n
i=1K((x − Xi)/hn) the kernel estimator off (x). We prove, under suitabl
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doi:10.1016/j.crma.2003.11.031
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hypotheses, that{nh1/2
n (In(W)− EIn(W)), W ∈ W} converges weakly to a Gaussian process, whereIn(W) :=∫

A(fn(x)−Efn(x))2W(x)dx, W is a class of weight functions andA is a Borelian subset ofR.
We apply this result to construct new test statistics based on functionals of the process{In(W),W ∈ W}. To

test, at a given levelα, the hypothesisH0: f = f0 versus the Pitman local alternativesHn: f (x) = f0(x) +
n−1/2h

−1/4
n (η(x)+ o(1)), wheref0 = 1

2I[−1,1], we use an adapted version of our result; we obtain both cri
region and asymptotic power of the new functional statistics.

Let Tn(s) := h−1/2
n (nhnĨn(s)−

∫ s
−s f0(x)dx

∫
K2(x)dx), whereĨn(s)=

∫ s
−s (fn(x)− f0(x))

2 dx. We propose

here the statisticSn := 1
a

∫ a
0 Tn(u)du. We compareSn andTn(a), 0< a < 1. The statisticSn converges weakly

both underH0 andHn, to a Gaussian distribution.
We show thatSn is more powerful thanTn(a), whenever the functionη satisfiesa(

√
3 − 1)

∫ a
−a η2(x)dx �√

3
∫ a
−a |x|η2(x)dx. A simple example is to takeη as the identity function on the interval[−a/2, a/2].

1. Introduction

Soit X1,X2, . . . , une suite de variables aléatoires réelles (v.a.r.) indépendantes et identiquement dis
(iid.) de densitéf . Pour toutx ∈ R, désignons par

fn(x) := 1

nhn

n∑
i=1

K

(
x −Xi
hn

)

l’estimateur à noyau de la densitéf (x), où (hn)n∈N est une suite de nombres réels positifs tendant vers
quandn tend vers l’infini etK est un noyau surR.

Une manière de mesurer la distance entre l’estimateurfn et son espéranceEfn consiste à prendre la normeL2
pondérée donnée par

In(W) :=
∫
A

(
fn(x)−Efn(x)

)2
W(x)dx, (1)

oùW est une fonction de poids etA est un borélien deR. Sous certaines conditions surhn, l’estimateurfn est
convergent dansL2, voir [6]. Dans le cas iid., la normalité asymptotique deIn(W) a été étudiée par Bickel e
Rosenblatt [1], et quandW ≡ 1 par Hall [5]. Tenreiro [8] a considéré des variablesXi dépendantes, sous certain
conditions de mélange (voir aussi les réferences ci-incluses). Tenreiro [8] a introduit une version du MISE
Integrate Square Error) évaluée sur un sous-ensemble. Constatons que dans toutes les études précédente
de poidsW est fixée. Le comportement fonctionnel du processusJn(K) :=

∫ |fn,K(x)− Efn(x)|dx, indexé par
des noyauxK, a été envisagé récemment par Giné et al. [3]. Les statistiquesIn(W), avec une fonction de poid
fixéeW , ont été proposées en premier par Bickel et Rosenblatt [1] comme des tests d’ajustement basé
estimateur de la densité (BR test). Partons de la même idée, on voudrait connaître le comportement asymp
de l’ensemble de ces statistiques dans le but de proposer des tests fondés sur des fonctionnelles du
{In(W), W ∈W}, oùW est une classe de fonctions.

L’objectif de cette Note est donc d’étudier le comportement asymptotique du processusIn(·) indexé par une
classe de fonctions de poids sous une hypothèse d’entropie sur la classeW . La preuve est divisée en deux parti
La première consiste à trouver la distribution limite des vecteurs fini-dimensionnelsIn(Wk), k = 1, . . . ,m, pour
tout entierm positif. La démonstration est inspirée de [5]. La seconde est de prouver la tension du pro
{In(W),W}. Dans ce but, on adapte la démonstration de Giné et al. [3]. Le processus limite obtenu est un p
gaussien centré dont la structure de covariance est explicitement donnée. Enfin, on propose comme app
notre résultat une nouvelle statistique pour tester l’ajustement d’une densité. On présente ses performa
des alternatives locales. Pour une certaine classe d’alternatives locales, on montre que notre test statistiq
puissant que celui de Bickel–Rosenblatt.
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2. Résultats

Dans cette section nous présentons nos résultats. Le premier porte sur les lois fini-dimensionnelles ta
le second prouve la tension du processusIn(·). Finalement, on démontre la convergence faible du processusIn(·).
Pour des raisons statistiques, on établit également la loi limite du processus{

Ĩn(W) :=
∫
A

(
fn(x)− f (x)

)2
W(x)dx, W ∈ W

}
,

en imposant quelques hypothèses de régularité.
Avant de présenter nos résultats, nous introduisons les hypothèses et les notations suivantes.

2.1. Hypothèses et notations

(K1) Le noyauK est positif et borné, (K2)
∫
K(z)dz= 1, (K3)K est à support borné.

(D) La densitéf est bornée et uniformément continue sur l’ensembleAε , l’ensemble dilaté deA, pourε positif.
(W1) Les fonctions de poidsW sont bornées surAε et continues presque partout (p.p.) sur l’intérieur deA.
(W2) La classeW est uniformément bornée.

(H) La suitehn est telle que :hn → 0 etnhn → ∞ quandn→ ∞.

Notons parΣ lam×m-matrice dont les éléments sont

σ(k, l)= 2
∫
A

Wk(x)Wl(x)f
2(x)dx

∫ [∫
K(s)K(z+ s)ds

]2

dz, k, l = 1, . . . ,m.

SoitGp(·) un processus gaussien centré de matrice de covarianceΣ . Dans la proposition suivante, nous donno
les lois de dimensions finies du processusIn(·).

Proposition 2.1. Sous les hypothèses(K1), (K2), (D), (W1)et (H), on a

nh
1/2
n

{
In(Wk)−EIn(Wk), k = 1, . . . ,m

} D−→Nm(0,Σ).

Le résultat suivant implique l’équicontinuité du processusIn(·), et par conséquent sa tension (voir [10]). P
éviter des problèmes de mesurabilité, on utilise la mesure extérieureP ∗ quand cela est nécessaire (voir [10], p. 3
La norme d’Orlicz‖ · ‖∗

ψ et les nombres de recouvrementN (W,‖ · ‖2, ε) sont définis dans [10], p. 83. Dans
proposition suivante, on considère pour toutx positif, la fonctionψ1/2 donnée par

ψ1/2(x) := exp(
√
x + 1)− e

2e
.

Proposition 2.2. Supposons vérifiées les hypothèses(K1)–(K3), (D), (H) et (W2). De plus, l’ensembleA défini
dans(1) est supposé borné. Supposons également que

∞∫
0

(
logN

(
W,‖ · ‖2, ε

))2 dε <∞. (2)

On obtient alors

lim
δ→0

lim sup
n→∞

∥∥∥ sup
‖W‖2�δ, W∈W

nh
1/2
n

∣∣In(W)−EIn(W)∣∣
∥∥∥∗
ψ1/2

= 0.
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Notre résultat principal est donné dans le théorème qui suit. Il est fondé sur les deux propositions préc
Il donne la loi limite du processusIn(·).

Théorème 2.3.Sous les hypothèses des Propositions2.1et 2.2, on a

{
nh

1/2
n

(
In(W)−EIn(W)

)
, W ∈W

} D→{
GP (W), W ∈W

}
,

quandn → ∞, où
D→ désigne la convergence faible dans l’espace(∞(W) de toutes les fonctions bornées

valeurs réelles définies sur la classeW . De plus le processus limite ainsi obtenu est tendu et ses trajectoires
‖ · ‖2-uniformément continues.

Pour des raisons statistiques, il est préférable d’avoir le même résultat pour le processus MISEĨn(·). Pour cela,
on impose en plus les hypothèses de régularité suivantes :

(K ′)
∫
zK(z)dz= 0 et (K′′)

∫
z2K(z)dz <∞.

(D′) La densitéf est deux fois dérivable et sa dérivée secondef ′′ est bornée et uniformément continue surAε .

Théorème 2.4. Sous les hypothèses du Théorème2.3, (K ′), (K′′) et (D′), et l’hypothèse additivenh5
n → 0, on

obtient les mêmes conclusions que celles du Théorème2.3pour le processus

{
nh

1/2
n

(
Ĩn(W)−EĨn(W)

)
, W ∈W

}
.

2.2. Remarques

(i) Les trajectoires du processusIn appartiennent à(∞(W).
(ii) Les hypothèses (K1), (K2), (K′) et (K′′) sont standards dans la littérature de l’estimation fonctionnelle,

par exemple [5] et [1]. Pour (K3) Ghosh et Huang [4] ont montré que le choix optimal du noyau pour le
d’ajustement du type BR est la densité uniforme sur un intervalle borné. Les hypothèses (D), (D′) et (W1) ont
été introduites dans [8].

(iii) Si f est une densité uniforme sur l’intervalle[0,1], le processusGP donné dans le Théorème 2.3 est
processusP -mouvement Brownien surW , à une constante près qui dépend deK ; voir Définition 12 dans [7],
p. 147.

(iv) Dans cette Note, on a considéré uniquement le casnh5
n → 0. Pour les autres cas (a)nh5

n → λ, 0< λ<∞, et
(b) nh5

n → ∞, la Proposition 2.2 est valable avec des modifications au niveau des suites normalisanten9/10

dans le cas (a), et
√
nh−2
n dans le cas (b). Toutefois le casnh5

n → 0 est statistiquement recommandé d
certains cas ; voir [2], p. 329.

(v) Les Théorèmes 2.3 et 2.4 pourraient être adaptés au cas multi-dimensionnel, sous des modifications s
à celles que l’on peut trouver dans [5] qui traite la loi limite deIn(1).

2.3. Exemples

(i) La classeW = {I[−t,t ], t ∈ [0, T ]} satisfait les hypothèses du Théorème 2.3, puisque son nomb
recouvrementN (W,‖ · ‖2, ε) est plus petit que 2ε−2 (voir [7], p. 146).

(ii) La classeW = {W(·λ): λ� 1}, oùW est p.p. continue, bornée et à variation bornée et de support[−1/2,1/2].
Le nombre de recouvrement deW est tel que :N (W,‖·‖2, ε)� Cε−2+1 pour toutε � C. Cette classe vérifie
donc la condition (2) ; c’est l’Exemple 1.2 dans [3].
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3. Application

La loi limite du processusIn (respectivement dẽIn) vient du Théorème 2.3 (respectivement du Théorème
On peut utiliser la version fonctionnelle de la méthode delta (voir [9], Chapitres 3 et 20) ou plus générale
lemme de Slutsky, dans le but d’obtenir des propriétés asymptotiques des statistiques basées surIn (respectivemen
sur Ĩn). Cependant, il n’est pas toujours facile d’obtenir des formules explicites des fonctionnelles d’un pro
gaussien. Dans le cas des transformations linéaires, on trouve une distribution gaussienne, dont on sait c
paramètres (voir Lemme 3.9.8 dans [10], p. 377). En utilisant ce lemme, on donne l’application explicite su

Cherchons à tester au niveauα donné l’hypothèseH0 : f = f0 contre la suite des alternatives loca
Hn : f = gn, où gn(x) = f0(x) + αn(η(x) + o(1)). La fonctionη est p.p. continue,‖η‖∞ <∞, intégrable et
αn := n−1/2h

−1/4
n . Le terme o(1) est supposé uniforme enx.

Cette famille d’alternatives a été presentée dans [1] ; ce sont des alternatives de Pitman locales àf0.
Pour obtenir la région critique ainsi que la puissance asymptotique, on donne une version mod

Théorème 2.4.

Lemme 3.1.

(i) SousH0 et si les hypothèses du Théorème2.4 sont satisfaites et quef ′
0 et f ′′

0 sont intégrables surAε , alors

quandnh9/2
n → 0, on a

h
−1/2
n

{
nhnĨn(W)−

∫
A

f0(x)W(x)dx
∫
K2(t)dt,W ∈ W

}
D→{
GP (W), W ∈W

}
,

oùGP (·) est défini dans le Théorème2.3.
(ii) SousHn et les hypothèses de(i), si nh3/2

n → ∞, on a

h
−1/2
n

{
nhnĨn(W)−

∫
A

f0(x)W(x)dx
∫
K2(t)dt,W ∈ W

}
D→{
G′
P (W), W ∈W

}
,

oùG′
P (·)=GP (W)+

∫
A η

2(x)W(x)dx.

Pour la simplicité, on prendf0 = 1
2I[−1,1]. Soit Tn(s) := h

−1/2
n (nhnĨn(s) − ∫ s

−s f0(x)dx
∫
K2(x)dx), où

Ĩn(s) = ∫ s
−s (fn(x) − f0(x))

2 dx. On compare les statistiquesSn := 1
a

∫ a
0 Tn(u)du et Tn(a) (la statistiqueTn(a)

est proposée par Bickel et Rosenblatt [1] pours = a) pour 0< a < 1. Pour cela, on prend la classeW = {Ws =
I[−s,s], s ∈ [0, a]} et A = [−a, a]. La variance dans le Théorème 2.3 devientσ(Ws,Wt ) = C(K)min(s, t) ; où

C(K) := ∫ [∫ K(s)K(z+ s)ds]2 dz. Le Lemme 3.1 et Lemme 3.9.8 dans [10], donnent sousH0 :Sn
D→N (0, τ2),

et sousHn :Sn
D→N (m, τ2), où

τ2 := 2C(K)

a2

a∫
−a

(
a − |x|)2 dx et m := 1

a

a∫
−a

(
a − |x|)η2(x)dx.

La puissance asymptotique deSn par rapport aux alternativesHn est donc

βSn = 1− φ
(
φ−1(1− α)− m

τ

)
,
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–1095.

1) 999–

4 (1984)

on sous des
tandis que celle de la statistiqueTn(a) est (voir [1])

βTn = 1− φ
(
φ−1(1− α)−

∫ a
−a η

2(x)dx√
2C(K)

∫ a
−a f

2
0 (x)dx

)
,

oùφ est la fonction de répartition deN (0,1).
Vue la croissance deφ, on constate que le test statistiqueSn est meilleur queTn(a), si on prend la fonctionη

dans la classe

a
(√

3− 1
) a∫
−a
η2(x)dx �

√
3

a∫
−a

|x|η2(x)dx.

Un exemple simple d’eléments de cette classe est la fonction identité sur l’intervalle[−a/2, a/2].
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