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Résumé

On étudie le comportement asymptotique d’une structure dépendant de deux petits paramètres. Les problèmes l
intervenir le rapport de ces deux paramètres.Pour citer cet article : G. Griso, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotic behavior of a crane. We study the asymptotic behaviour of a structure depending of two small parameter
ratio of these two parameters plays a part in the limit problems.To cite this article: G. Griso, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338
(2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

A crane is a structure made of four big rods of lengthL and 4N smaller rods of lengthε = L/N regularly
positionned. The cross section of each rod is a square of sizeεδ.

We find in [2] a first study of the passings to the limit:ε tends to 0,δ being fixed, thenδ tends to 0. The
displacement of the crane at the end of each of these convergences is of Bernoulli–Navier type. In [3] w
with makingδ tend to 0,ε being fixed, thenε tends to 0. At the end of these two passings to the limit we can re
that the four big crane rods are independent, the bending displacements are the solutions of differential e
of second order. For the same right-hand side of the elasticity problem the results we obtain in these two
are different both in quality and in quantity.

In Section 3 we use the result demonstrated in [6]: any displacementu of the crane is the sum of an elementa
displacement of a rods structureUe and of a local residual displacement estimated by(1). The displacementUe

is linear in each cross section of the rods and coincides with a displacement rigid in the neighbourhoo
junctions. The first componentU of Ue gives the displacement of the crane framework. In Theorem 3.1, we
that U is the sum of a Bernoulli–Navier displacement, of two complementary bending displacementsUf,1 and
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1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Uf,2, and of a correcting extensional displacementx1x2S and of a local displacement̂U . All the elements occuring
in this decomposition ofU are estimated according to the stress energy norm ofu and the parametersε andδ.
These estimates make it clear that ifε/δ is small the displacementU is “near” a Bernoulli–Navier displaceme
and if ε/δ is big the long rods of the framework dissociate themselves from one another.

Our study will be about the transitional case:(ε, δ) → (0,0) andε/δ tends to a finite limitκ not equal to zero
We use the methods of the unfolding; both in the homogenization part (see [1]) and the elasticity part of the
(see [5,6] and [4]).

In Section 5, we consider a sequence of displacementsuε,δ the stress energy of which is of order(εδ)2 and we
obtain (3) the limits of the unfoldedTδ ◦ Tε(uε,δ) of the sequenceuε,δ in terms of the limits of the displacemen
introduced in Theorem 3.1. The theorems of [1] and of [5] could allow us to state explicitly the limits o
unfolded of the strain tensor components.

The problem of elasticity (4) is posed in Section 6, with its right-hand side (5). Hence we can determ
local displacements and explicit (6) the limits of the stress tensor components. Theoreme 7.1 gives the va
problems depending onκ , verified by the Bernoulli–Navier displacement, by the complementary bending
extensional corrector and the torsion angle of the crane.

In this Note we use the Einstein convention of summation over repeated indices. As a rule, the Greek
α andβ take values in{1,2}, the Latin indicesi andj take values in{−1,1} and the Latin indicesh, k, l andm
take values in{1,2,3}.

1. Introduction

On considère une structure formée de quatre grandes barres de longueurL et de 4N barres plus petites d
longueurε = L/N , régulièrement espacées. La section droite de chaque barre est un carré de côtéεδ. Le problème
de l’élasticité est posé dans ce domaine. Le comportement asymptotique de sa solution lorsque(ε, δ) → (0,0), le
rapportε/δ tendant vers une limite finie non nulle, est obtenu par la méthode des éclatements.

2. Notations

Le squeletteSε de la grue est formé par quatre segments de droite de longueurL et 4N segments de longueurε.
La cellule de base du squelette est l’ensembleY des arêtes du cube[−1/2,1/2]2 × [0,1], non situées dans le pla
x3 = 0. La cellule de base de la structureSε

δ est l’ensembleYδ formé de barres de section droite un carré de côδ
et d’axe une arête deY, Sε = ⋃N−1

p=0 ε(p
e3 + Y ), Sε
δ = ⋃N−1

p=0 ε(p
e3 + Yδ).
Les segments de direction
e3 deSε (resp. deY ) sont notésSε

ij (resp.Yij ). Les segments latéraux de direction
eα
deSε (resp. deY ) sont notésSε

i,αp = ε(p
e3 + Yi,α) (resp.Yi,α) (p ∈ {1, . . . ,N}). On utilise les mêmes notation
pour les barres deSε

δ (resp. deYδ).
Pour toute fonctionφ appartenant àL2(Sε) (resp.L2(Sε

δ )), on noteφij la restriction deφ à l’un des quatres
segmentsSε

ij (resp. à l’une des quatres barresSε
δ,ij ) et φi,αp la restriction deφ à un segment latéralSε

i,αp du
squelette (resp. à une petite barre latéraleSε

δ,i,αp). Il en va de même pour les fonctions définies sur les cellule
base.

La structureSε
δ est fixée sur la partieΓ0,δ de sa frontière, contenue dans le planx3 = 0.

L’ensemble des déplacements admissibles deSε
δ estH 1

Γ0
(Sε

δ ,R3) = {u ∈ H 1(Sε
δ ,R3) | u = 0 sur Γ0,δ}.

L’espaceH 1
Γ0
(Sε) est l’ensemble des fonctions continues sur le squelette, nulles aux quatre points dΓ0 =

Sε ∩ {x3 = 0}, et dont la dérivée au sens des distributions appartient àL2(Sε).
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SoitΩ un ouvert deR3 etu un déplacement deH 1(Ω,R3), on note

E(u,Ω)=
∫
Ω

γkl(u)γkl(u), D(u,Ω) =
∫
Ω

∂uk

∂xl

∂uk

∂xl
, γkl(u) = 1

2

{
∂uk

∂xl
+ ∂ul

∂xk

}
.

3. Estimations des déplacements de H 1
Γ0
(Sε

δ , R3)

On rappelle le résultat suivant démontré dans [3] :
Pour tout déplacementu appartenant àH 1

Γ0
(Sε

δ ), il existe un déplacement élémentaire de structure-pou

Ue ∈ H 1
Γ0
(Sε

δ ,R3) tel que

‖u−Ue‖2
L2(Sε

δ ,R
3)

� C(εδ)2E
(
u,Sε

δ

)
, D

(
u−Ue,Sε

δ

) + E
(
Ue,Sε

δ

)
� CE

(
u,Sε

δ

)
. (1)

Les constantes sont indépendantes deε et δ. Dans les barresSε
δ,ij le déplacementUe s’écrit

Ue,ij (x) = Uij (x3)+Rij (x3)∧
[(

x1 − (−1)I

2
ε

)

e1 +

(
x2 − (−1)J

2
ε

)

e2

]
, I = 1− i

2
, J = 1− j

2
.

Théorème 3.1. Les composantes(U,R) ∈ (H 1
Γ0
(Sε,R3))2 deUe se décomposent de la façon suivante :

U =
 UF,1(x3)+Uf,1(x3)− x2τ (x3)

UF,2(x3)+Uf,2(x3)+ x1τ (x3)

U3(x3)− x1
dUF,1
dx3

(x3)− x2
dUF,2
dx3

(x3)+ x1x2S(x3)

 + Û, R =
−dUF,2

dx3
(x3)

dUF,1
dx3

(x3)

τ (x3)

 + R̂.

• U3, S, Uf,1, Uf,2 et τ appartiennent àV1,
• UF,1 etUF,2 appartiennent àV2,
• Û et R̂ appartiennent àH 1

Γ0
(Sε,R3). On a de plus les estimations

‖U3‖2
V1

+ ε2‖UF,α‖2
V2

+ ε4‖S‖2
V1

+ (εδ)2‖S‖2
L2(0,L)

+ δ2‖Uf,α‖2
V1

+ (εδ)2‖τ‖2
V1

+ δ2

ε2

∥∥Û∥∥2
L2(Sε,R3)

+ δ2
∥∥Û∥∥2

H1(Sε,R3)
+ δ2

∥∥R̂∥∥2
L2(Sε,R3)

+ (εδ)2
∥∥R̂∥∥2

H1(Sε,R3)
� C

E(u,Sε
δ )

(εδ)2
,

où

V1 = {
φ ∈ H 1(0,L) | φ(0) = 0

}
, V2 = {

φ ∈ H 2(0,L) | φ(0) = φ′(0)= 0
}
.

Démonstration. On définitU3, UF,α etS pour avoirÛ3,ij = 0. L’angle de torsionτ de la structure est la moyenn
des restrictionsR3,ij . Les déplacements complémentaires de flexionUf,α sont les différences des moyennes
Uα,ij etUF,α . Les estimations sont les conséquences de(1).

4. Les opérateurs d’éclatement

L’opérateur d’éclatementTε deL2(Sε) (resp.L2(Sε
δ )) dansL2(]0,L[ × Y ) (resp.L2(]0,L[Yδ)) est défini par

(voir [1])

∀φ ∈ L2(Sε
) (

resp.L2(Sε
δ

))
Tε(φ)(x3, y) = φ

(
ε

[
x3

ε

]

e3 + εy

)
, y ∈ Y (resp.Yδ),
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6] et [4]).
où [t] est la partie entière du réellet .
L’opérateur d’éclatementTδ deL2(Yδ) dansL2(Y ×ω) est défini par (voir [5,6] et [4])

∀φ ∈ L2(Yδ), Tδ(φ)(y, z)=
{
φij (y + δz1
e1 + δz2
e2), z = (z1, z2) ∈ ω, y ∈ Yij ,

φi,αp(y + δz3−α
e3−α + δz3
e3), z = (z3−α, z3) ∈ ω, y ∈ Yi,α,

oùω = ]−1/2,1/2[2 est la section droite de référence des barres deYδ.

5. Limite d’une suite de déplacements de Sε
δ

On suppose queε → 0, δ → 0 etε/δ → κ ∈ ]0,+∞[.
Soituε,δ une suite de déplacements appartenant àH 1

Γ0
(Sε

δ ,R3) vérifiantE(uε,δ,Sε
δ ) � C(εδ)2. Le déplacemen

uε,δ est la somme d’un déplacement élémentaire de structure-poutresU
ε,δ
e et d’un déplacement résidueluε,δ −U

ε,δ
e

vérifiant les estimations(1). Les deux composantes deUε,δ
e se décomposent comme il a été fait au Théorème

On extrait de toutes ces suites des sous-suites encore notées de la même façon telles que
• U

ε,δ
3 ⇀U3, δU

ε,δ
f,α ⇀Uf,α, ε2Sε,δ ⇀ S, εδτ ε,δ ⇀ τ dansV1 faible,

• εU
ε,δ
F,α ⇀UF,α dansV2 faible,

• δ

ε
Tε

(
Ûε,δ

)
⇀ Û, δTε

(
R̂ε,δ

)
⇀ R̂ dansL2(]0,L[,H 1(Y,R3)) faible.

(2)

On introduitL2(]0,L[,H 1
per(Y )) = {φ ∈ L2(]0,L[,H 1(Y )) | y → φ(·, y) périodique de période
e3}. Les fonctions

vectoriellesÛ et R̂ appartiennent àL2(]0,L[,H 1
per(Y,R3)). L’estimation(1) de l’énergie de déformation deUε,δ

e

conduit en passant à la limite aux relations liantÛ etR̂ aux déplacements globaux. Ces relations donnent égale
les premières conditions locales de jonction,

dÛα,ij

dy3
+ (−1)αR̂3−α,ij + dUf,α

dx3

24y3(1− y3)− 1

3
+ (−1)αy3−α

dτ

dx3
= 0, dansL2(]0,L[ × Yij

)
,

dÛi,α

dyα
− R̂i,α ∧ 
eα + y3−α

S

κ

e3 = 0, dansL2(]0,L[ × Yi,α,R3).

5.1. Limites des éclatés des déplacements

Grâce aux estimations(1) et aux convergences(2), on a les convergences faibles suivantes dansL2(]0,L[ ×
Y × ω) :

εTδ ◦ Tε
(
u
ε,δ
1

)
⇀UF,1 + κ(Uf,1 − y2τ ), εTδ ◦ Tε

(
u
ε,δ
2

)
⇀UF,2 + κ(Uf,2 + y1τ ),

Tδ ◦ Tε
(
u
ε,δ
3

)
⇀U3 − y1

dUF,1

dx3
− y2

dUF,2

dx3
+ y1y2S.

(3)

On peut également donner les limites des éclatés des composantes du tenseur des déformations (voir [5,

6. Le problème de l’élasticité

Soit, dansSε
δ , le système de l’élasticité donné sous forme variationnel

uε,δ ∈ H 1
Γ0

(
Sε
δ ,R3), ∫

Sε

ahklmγhk
(
uε,δ

)
γlm(v) =

∫
Sε

F ε,δ · v ∀v ∈ H 1
Γ0

(
Sε
δ ,R3), (4)
δ δ
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éclatés
où ahklm = λδhkδlm + µ(δhlδkm + δhmδkl). Les constantesλ et µ sont les coefficients de Lamé du matériau.
prend, pour simplifier, des forces appliquées de volume dont le support est contenu dans les gandes barr

F
ε,δ
1,ij = εδ

ε + δ
f1,ij − (−1)J δfT , F

ε,δ
2,ij = εδ

ε + δ
f2,ij + (−1)I δfT , F

ε,δ
3,ij = f3,ij , (5)

où f ∈ L2(]0,L[,R3) et fT ∈ L2(0,L). La solution de(4) vérifie l’inégalitéE(uε,δ,Sε
δ ) � C(εδ)2. La constante

est indépendante deε et δ.

7. Limites du tenseur des contraintes et problèmes limites

Par un choix convenable de déplacement-tests, on détermineÛ et R̂ ; ce qui permet d’expliciter les limite
des éclatés des composantes du tenseur des contraintes. Dans les éclatés des barres de direction
e3, on obtient les
limites faibles suivantes dansL2(]0,L[ × Yij ×ω) :

Tδ ◦ Tε
(
σ33

(
u
ε,δ
ij

))
⇀E

[
dU3,ij

dx3
+ 2(2y3 − 1)z1

dUf,1

dx3
+ 2(2y3 − 1)z2

dUf,2

dx3

− 6(2y3 − 1)

3E + 4µK

{
(z1y2 − z2y1)(E + 4µK)

dτ

dx3
− (z1y2 + z2y1)E

S

κ

}]
,

Tδ ◦ Tε
(
σ13

(
u
ε,δ
ij

))
⇀

µ

2

[
∂χ

∂z1
− z2

]
dτ

dx3
, Tδ ◦ Tε

(
σ23

(
u
ε,δ
ij

))
⇀

µ

2

[
∂χ

∂z2
+ z1

]
dτ

dx3
,

Tδ ◦ Tε
(
σαβ

(
u
ε,δ
ij

))
⇀ 0,

(6)

où

dU3,ij

dx3
= dU3

dx3
− y1

d2UF,1

dx2
3

− y2
d2UF,2

dx2
3

+ y1y2
dS

dx3
,

oùχ est la solution de

χ ∈ H 1(ω),

∫
ω

χ = 0,
∫
ω

∇χ∇ψ =
∫
ω

{
z2

∂ψ

∂z1
− z1

∂ψ

∂z2

}
, ∀ψ ∈ H 1(ω),

et oùK = 1/6− ‖∇χ‖2
[L2(ω)]2 est une constante strictement positive. On peut également donner, dans les

des barres de direction
eα , les limites des composantes du tenseur des contraintes.

Théorème 7.1. Le déplacement extensionnel moyenU3 ∈ V1 est solution de

E

L∫
0

dU3

dx3

dφ

dx3
=

L∫
0

f3φ, ∀φ ∈ V1.

Le correcteur extensionnelS ∈ V1 est solution de

E

{ L∫
0

dS

dx3

dφ

dx3
+ 8

κ2

E + 2µK

3E + 4µK

L∫
0

Sφ

}
=

L∫
0

(−1)(i+j−2)/2f3,ij φ, ∀φ ∈ V1.

Le déplacement de flexionUF,α ∈ V2 est solution de(α = 1 ⇒ s = i, α = 2 ⇒ s = j)

E

4

L∫
d2UF,α

dx2
3

d27

dx2
3

= 1

1+ κ

L∫
fα7−

L∫ 1∑
i,j=−1

(−1)(s−1)/2

4
f3,ij

d7

dx3
, ∀7 ∈ V2.
0 0 0
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Le déplacement complémentaire de flexionUf,α ∈ V1 est solution de

E

3

L∫
0

dUf,α

dx3

dφ

dx3
= κ

1+ κ

L∫
0

fαφ, ∀φ ∈ V1.

La torsionτ ∈ V1 est solution de{
2E

E + 4µK

3E + 4µK
+µK

} L∫
0

dτ

dx3

dφ

dx3
=

L∫
0

[
fT + κ

1+ κ

1∑
i,j=−1

(−1)(i−1)/2f2,ij − (−1)(j−1)/2f1,ij

8

]
φ.

La fonction vectoriellef est la moyenne desfij etE est le module de Young.

8. Conclusion

Si ε tend vers 0,δ étant fixé, puisδ tend vers 0 ou si le rapportε/δ tend vers 0, les problèmes limites sont ce
que l’on obtient en faisant tendreκ vers 0. Le déplacement global de la structure est de type Bernoulli–N
Si δ tend vers 0, ε étant fixé, puisε tend vers 0 ou si le rapportε/δ tend vers+∞, les problèmes limites son
ceux que l’on obtient en faisant tendreκ vers+∞. Les déplacements extensionnels des quatre grandes barre
indépendants.
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