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Résumé

Le but de cette Note est de montrer l’existence et l’unicité d’un homomorphisme naturel non-trivial entre certains
associés à un ensemble fini. Cet homomorphisme fournit une partition naturelle en deux sous-ensembles sur l’ensembC ⊂ Rd

des points d’une configuration finie générique.Pour citer cet article : R. Bacher, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The orchard cocycle. We define and prove uniqueness of a natural homomorphism (called the Orchard morphism
some groups associated naturally to a finite setE to the groupE(E) of two-partitions ofE representing equivalence relatio
having at most two classes onE. As an application, given a finite generic configurationC ⊂ Rd , we exhibit a natural partition
of C in two sets.To cite this article: R. Bacher, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

SoitE un ensemble fini. NotonsE(l) l’ensemble des suites de longueurl sans répétitions etF+(E(l)) l’ensemble
des fonctions deE(l) dans{±1} qui sont symétriques, c’est-à-dire indépendantes de l’ordre des arguments. N
∆E le complexe simplicial fini associé au simplexe de sommetsE. En utilisant l’isomorphisme entre le group
additif Z/2Z et le groupe multiplicatif{±1}, le groupe multiplicatifF+(E(l)) s’identifie au groupeCl−1 des
(l − 1)-cochaînes simpliciales de∆E à valeurs dansZ/2Z. L’homomorphisme cobord∂ :Cl−1 → Cl deF+(E(l))
dansF+(E(l+1)) est donnée par

∂ϕ(x0, . . . , xl)=
l∏

j=0

ϕ(x0, . . . , xj−1, x̂j , xj+1, . . . , xl)

et on a évidemment les inclusions

Bk = Im
{
∂ : Ck−1 → Ck

} ⊂Zk = Ker
{
∂ : Ck → Ck+1} ⊂ Ck =F+

(
E(k+1))

du groupeBk desk-cobords dans le groupeZk desk-cocycles et du groupeZk dans le groupeCk = F(E(k+1))

desk-cochaînes.

Adresse e-mail :Roland.Bacher@ujf-grenoble.fr (R. Bacher).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.11.021
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Comme∆E est homotope à un point, les groupes de cohomologieHi = Zi/Bi sont triviaux pouri � 1 et
H 0 = {±1} (cf. [2] ou [3]). Le sous-groupeZ1 ⊂ F+(E(2)) des 1-cocycles coïncide donc avec le groupeB1 des
1-cobords et s’identifie au groupe multiplicatifE(E)= C0/Z0 dont les éléments sont des paires de fonctions{±α}
deE dans{±1}. Une telle paire de fonctions±α définit une partitionα−1(1) ∪ α−1(−1) deE en au plus deux
sous-ensembles non-vides et correspond au 1-cobordσ(x, y)= ∂α(x, y)= α(x)α(y) pourx �= y ∈E.

Réciproquement, une cochaîneσ ∈ C1 = F+(E(2)) est un 1-cocycle et donc un 1-cobord si∂σ(a, b, c) =
σ(a, b)σ (a, c)σ (b, c) = 1 pour tout (a, b, c) ∈ E(3). On construit alorsα ∈ ∂−1(σ ) ⊂ C0 = F+(E(1)) en
choisissant un point basex0 ∈ E et en posantα(x0) = 1 et α(x) = σ(x, x0) pour x �= x0. (L’existence de la
cochaîneα ∈ ∂−1σ peut également se déduire des propriétés du graphe finiΓ de sommetsE et d’arêtes{x, y} pour
σ(x, y) = 1. L’identité σ(a, b)σ (a, c)σ (b, c)= 1 pour tout(a, b, c) ∈ E(3) montre queΓ possède au plus deu
composantes connexesΓ+ et Γ− qui sont des graphes complets. Quitte à permuterΓ+ et Γ− on peut suppose
x0 ∈ Γ+ et on définitα(x) = 1 si x ∈ Γ+ et α(x) = −1 sinon.) J’appelleraiE(E) = {±1}E/ ± 1 le groupe des
2-partitionsdeE. Ses éléments sont en bijection avec les relations d’équivalence surE ayant au plus 2 classes.

Introduisons maintenant le groupe multiplicatif

F±
(
E(l)

) =F+
(
E(l)

) ∪F−
(
E(l)

)

des fonctions deE(l) dans{±1} qui sont soit symétriques soit antisymétriques. Une telle fonctionϕ ∈ Fε(E(l))
(avecε = + ouε = −) vérifie l’égalité

ϕ(x1, . . . , xi+1, xi, . . . , xl)= εϕ(x1, . . . , xi, xi+1, . . . , xl)

pour tout 1� i < l.
Munissons l’ensemble finiE d’un ordre total. Pour un sous-ensembleF ⊂ E, désignons par

(
F
k

)
l’ensemble

des suites strictement croissantes de longueurk dansF . Notons�(E) le nombre d’éléments deE et posons pou
ϕ ∈F±(E(l)) et y �= z ∈E

σϕ(y, z)= ε(
�(E)−3
l−2 )

∏

(x1,...,xl−1)∈(E\{y,z}
l−1 )

ϕ(x1, . . . , xl−1, y)ϕ(x1, . . . , xl−1, z),

où ε = 1 siϕ ∈F+(E(l)) et ε = −1 siϕ ∈ F−(E(l)).

Proposition 0.1. (i) La fonctionσϕ :E(2) → {±1} est symétrique et ne dépend pas du choix de l’ordre surE.
(ii) L’application ϕ �→ σϕ définit un homomorphismeSym(E)-équivariant du groupeF±(E(l)) dans le sous

groupeZ1 ⊂F+(E(2)) des1-cocycles.

Esquisse de la preuve. La symétrie deσϕ est évidente. Le choix d’un autre ordre deE permute de manièr
similaire les arguments dans les deux facteurs

ϕ(x1, . . . , xl−1, y)ϕ(x1, . . . , xl−1, z)

et les changements éventuels de signe s’annulent deux-à-deux.
Les détails pour prouver que l’applicationϕ �→ σϕ est un homomorphisme Sym(E)-équivariant sont faciles e

laissés au lecteur.
Le cocycleσϕ est fermé si on aσϕ(a, b)σϕ(b, c)σϕ(a, c)= 1 pour tout(a, b, c) ∈E(3). Siϕ est symétrique cett

identité est facile et laissée au lecteur. Pourϕ antisymétrique, elle résulte de l’égalité

ϕ(x1, . . . , xl−2, c, a)ϕ(x1, . . . , xl−2, c, b)

× ϕ(x1, . . . , xl−2, a, b)ϕ(x1, . . . , xl−2, a, c)

× ϕ(x1, . . . , xl−2, b, a)ϕ(x1, . . . , xl−2, b, c)= −1

pour(x1, . . . , xl−2) ∈
(
E\{a,b,c}
l−2

)
. ✷
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On appelle le cocycleσϕ donné par la Proposition 0.1 lecocycle du verger. Le morphisme du vergerest
défini comme l’homomorphisme deF±(E(l)) dansE(E) qui associe à la fonction symétrique ou antisymétri
ϕ ∈F±(E(l)) la 2-partition∂−1(σϕ) définie par le 1-cocycleσϕ .

Pour 1� l < �(E), on peut montrer que c’est l’unique homomorphisme non-trivial du groupeF±(E(l)) dans le
groupeE(E) qui soit équivariant par rapport à l’action évidente par automorphismes de Sym(E) surF±(E(l)) et
E(E).

Pour l = �(E) le morphisme du verger est toujours trivial et il n’existe pas d’autre homomorphisme n
(Sym(E)-équivariant) deF±(E(�(E))) dansE(E) si �(E) > 2. Pour �(E) = 2, un homomorphisme natur
« exotique » (distinct du morphisme du verger qui est trivial dans ce cas) deF±(E(�(E))) dansE(E) existe
cependant ; c’est l’application qui envoie une fonction antisymétrique (qui est unique, au signe près) deF−(E(2))
sur l’unique élément non-trivial deE(E). Cette exception est rendue possible par le fait que le groupe Sym(E) agit
trivialement surE(E) siE possède au plus deux éléments.

L’existence du morphisme du verger n’est pas surprenant sur les fonctions symétriques. Il peut en effet
en composant l’un des homomorphismes

ϕ �−→ βϕ(y)=
∏

(x1,...,xl−1)∈(E\{y}
l−1 )

ϕ(x1, . . . , xl−1, y),

ϕ �−→ β̃ϕ(y)=
∏

(x1,...,xl)∈(E\{y}
l )

ϕ(x1, . . . , xl)

de F+(E(l)) → F+(E(1)) avec l’homomorphisme quotientF+(E(1)) → F+(E(1))/{±1} = E(E). C’est son
extension aux fonctions antisymétriquesF−(E(l)) qui n’est pas évidente à priori et qui constitue le résulta
cette Note.

Citons l’application suivante, à l’origine du nom de cet homomorphisme.
Une configurationest un sous-ensemble finiC ⊂ Rd de points dans un espace vectoriel (ou affine) réel m

d’une orientation. Une telle configuration estgénériquesi tout sous-ensemble dek+ 1 � d + 1 points engendre u
sous-espace affine de dimensionk. Considérons la fonctionϕ :C(d+1) → {±1} définie parϕ(x0, . . . , xd)= 1 si la
basex1 − x0, x2 − x1, . . . , xd − xd−1 induit l’orientation positive deRd etϕ(x0, . . . , xd)= −1 sinon. Il est éviden
queϕ est une fonction antisymétrique. On obtient alors une 2-partition surC en considérant l’image∂−1(σϕ) deϕ
par le morphisme du verger.

Ainsi, dans un chapitre apocryphe d’Alice au pays des Merveilles, la Reine de Coeur exige un verger p
façon rationelle de pruniers et cerisiers. Elle a imposé les emplacements des arbres futurs selon une con
générique, semant ainsi un grand désarroi parmi ses jardiniers. Alice les a sauvés provisoirement de la dé
en utilisant le morphisme du verger qui généralise aux dimensions supérieures les haies plantées de deu
en alternance.

La Fig. 1 montre le verger de la Reine, planté par Alice avec 3+ 6 = 9 arbres (Alice a quand-même eu
moment d’hésitation : ne sachant pas si la Reine préférait les prunes ou les cerises, elle a joué à pile ou
droites tracées ont été utilisées pour convaincre la Reine (qui n’y a rien compris mais qui, craignant de p
face devant ses sujets, n’a pas osé l’avouer) en utilisant les explications données ci-dessous.

Pourϕ ∈ F−(Cd+1) provenant d’une configuration génériqueC ⊂ Rd , la relation d’équivalence associée àσϕ
se calcule de la manière suivante : pourx �= y ∈ C, notonss(x, y) le nombre d’hyperplans qui séparentx dey et
qui contiennentd points distincts deC \ {x, y}. Les pointsx et y appartiennent à la même classe de∂−1(σϕ) si et

seulement sis(x, y)≡ (
�(C)−3
d−1

)
(mod2).

Citons pour terminer la propriété suivante de l’homomorphisme du verger. On dit que deux fonctionsϕ,ψ ∈
F±(E(l)) sontreliées par un flipsi

ϕ(x1, . . . , xl)=ψ(x1, . . . , xl)
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Fig. 1. Le verger de la Reine de Coeur.

sauf pour{x1, . . . , xl} =X oùX ⊂E est un sous-ensemble fixé del éléments dansE. Les 2-partitions∂−1(σϕ) et
∂−1(σψ) associées àϕ etψ sont alors identiques en dehors deX et diffèrent surX (pour un choix convenable de
représentants).

Sur une configuration planaire, un flip consiste à faire dégénérer un triangle très obtus formé de troi
convenables deC en trois points alignés pour arriver à un triangle très obtus ressemblant au triangle
relativement à son arête la plus longue. En coloriant les deux classes associées aux 2-partitions avec deu
différentes, on voit ainsi que lors d’un flip, tous les points restent de la même couleur sauf les points du
sous l’effet de la forte émotion provoquée par l’alignement, changent de couleur.

Remarquons que deux configurations génériques den points dansR2 (ou plus généralement dansRd ) peuvent
toujours être reliées, à isotopie près, par un nombre fini de flips.

Des calculs indiqués dans [1] suggèrent qu’il n’y a généralement pas de restrictions sur les nombres p
de pruniers dans les configurations planaires génériques àn points : pourn = 5,7,8,9 ce nombre peut prendr
toutes les valeurs entre 0 etn. Les cas monochromatiques ou très déséquilibrés sont cependant relativemen
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