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Résumé

Soit(X,ω) une variété hermitienne compacte etT � γ un courant quasi-positifd-fermé de bidegré(1,1) surX. Une variante
du théorème de régularisation de Demailly affirme queT est la limite faible d’une suite de courantsTm à singularités analytique
de coefficient 1/m, dans la même classe de cohomologie queT, avec des nombres de Lelong qui convergent vers ceux deT, et
avec une perte de positivité tendant vers zéro. Nous montrons que si la(1,1)-formeγ est supposée fermée et de classeC∞, les
courants régularisantsTm peuvent être choisis de sorte queTm � γ − C

m pour une constanteC > 0 indépendante dem. Pour
citer cet article : D. Popovici, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Effective estimate of positivity loss in current regularizations. Let (X,ω) be a compact complex Hermitian manifold, a
let T � γ be ad-closed(1,1) almost positive current onX. A variant of Demailly’s regularization-of-currents theorem sta
thatT is the weak limit of a sequence of(1,1)-currentsTm with analytic singularities of coefficient 1/m, lying in the same
cohomology class asT , whose Lelong numbers converge to those ofT , and with a loss of positivity decaying to zero. We pro
that if the(1,1)-form γ is assumed to be closed andC∞, the regularizing currentsTm can be chosen such thatTm � γ − C

m
for a constantC > 0 independent ofm. To cite this article: D. Popovici, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let (X,ω) be a compact complex Hermitian manifold, and letT � γ be ad-closed(1,1) almost positive curren
on X, whereγ is a real continuous(1,1)-form. The currentT can be globally written asT = α + i∂∂̄ϕ, where
α is a globalC∞ (1,1)-form andϕ is an almost psh function onX (i.e. ϕ can be locally written as the su
of a plurisubharmonic (psh) function and aC∞ function). The currentT is said to have analytic singularities
coefficientc if the potentialϕ can be locally written asϕ = c

2 log(|f1|2 + · · · + |fN |2) + v, wheref1, . . . , fN are
holomorphic functions,v is a locally bounded function, andc is a positive real number. A variant of Demailly
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1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.11.011
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regularization-of-currents theorem (see [1]) states the existence of a sequence of almost psh functions(ϕm)m with
analytic singularities of coefficient 1/m such that

(i) ϕ(x) < ϕm(x) < sup|ζ−x|<r ϕ(ζ ) + C(|logr|/m + r + 1/
√
m), with respect to some coordinate open s

coveringX, for all r > 0 such that the ballB(x, r) is contained in a coordinate patch. In particular,(ϕm)m converges
pointwise and inL1(X) norm toϕ (and therefore the currentsTm = α+ i∂∂̄ϕm converge weakly toT whenm tends
to +∞), and:

(ii) ν(ϕ, x) − n/m � ν(ϕm,x) � ν(ϕ, x), for all x ∈ X;
(iii) Tm = α + i∂∂̄ϕm � γ − εmω, for someεm > 0 decaying to 0.
Our purpose is to give an effective estimate for the termsεm which measure the positivity loss of the regularizi

currentsTm with respect to the initial currentT asm → +∞. In the fairly general case of a formγ of classC1

we obtain the boundC/ 4
√
m for a constantC > 0 independent ofm. This bound, which is probably not optima

can be strengthened into the optimal boundC/m under the slightly more restrictive hypothesis thatγ be closed
andC∞. Our result is the following.

Proposition 0.1. Let (X,ω) be a compact Hermitian manifold and letT = α + i∂∂̄ϕ � γ be a closed almos
positive(1,1)-current satisfyingT � γ for some continuous real(1,1)-formγ.

(i) If γ is assumed to be closed andC∞, then the regularizing currentsTm → T with analytic singularities of
coefficient1/m can be chosen such that

Tm = α + i∂∂̄ϕm � γ − C

m
ω,

for a constantC > 0 independent ofm.
(ii) If γ is only assumed to be of classC1, then the regularizing currentsTm → T can be chosen to satisfy th

weaker positivity condition

Tm = α + i∂∂̄ϕm � γ − C
4
√
m

ω,

for a constantC > 0 independent ofm.

The above Hessian estimate is part of a larger project aiming at obtaining a badly needed control of the
Ampère masses of the currentsT p

m , for p = 1, . . . , n = dimX. This would enable us to study generalizatio
of Demailly’s Morse inequalities for arbitrary singular metrics, as well as new characterizations of Mois
manifolds. The proof makes use of a local approximation procedure of arbitrary almost psh functions by
psh functions with analytic singularities (see [1]), followed by a standard patching procedure. The crucial ar
is based on Hörmander’sL2 estimates for thē∂ operator (see [2]) enabling us to keep track of positivity losse
we shift from one coordinate patch to another. It consists in rendering effective the techniques already de
in [1].

1. L’estimation de la perte de positivité

Soit T un courantd-fermé de bidegré(1,1) sur une variété hermitienne compacte(X,ω) de dimensionn.
Supposons queT � γ, où γ est une(1,1)-forme réelle continue surX. Alors T admet une écriture globa
T = α + i∂∂̄ϕ, où α est une(1,1)-formeC∞ et ϕ est une fonction quasi-psh surX (à savoir, une fonction qu
est localement la somme d’une fonction psh et d’une fonction localement bornée). On dit que le courantT est à
singularités analytiques de coefficientc si le potentielϕ s’écrit localement sous la formeϕ = c

2 log(|f1|2 + · · · +
|fN |2) + v, où f1, . . . , fN sont des fonctions holomorphes,v est une fonction localement bornée etc est un réel
positif. Une variante du théorème de régularisation des courants de Demailly (cf. [1]) affirme l’existence
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suite de courantsTm = α + i∂∂̄ϕm à singularités analytiques de coefficient 1/m, convergeant faiblement versT et
vérifiant l’estimationTm � γ − εmω pour une suiteεm > 0 qui décroît vers 0, avec, de plus, les propriétés (i) et
ci-dessus.

Dans ce qui suit nous estimons l’ordre de grandeur deεm, qui mesure la perte de positivité deTm par rapport au
courant initialT , lorsquem → +∞. Notre résultat est le suivant.

Proposition 1.1. Soit (X,ω) une variété hermitienne compacte etT = α + i∂∂̄ϕ � γ un courant quasi-positi
fermé de bidegré(1,1) vérifiantT � γ pour une(1,1)-forme réelle continueγ.

(i) Si γ est supposée fermée etC∞, alors les courants régularisantsTm → T à singularités analytiques d
coefficient1

m
peuvent être choisis de sorte que

Tm = α + i∂∂̄ϕm � γ − C

m
ω,

pour une constanteC > 0 indépendante dem.
(ii) Si γ est supposée seulement de classeC1, alors les courants régularisantsTm → T à singularités

analytiques de coefficient1
m

peuvent être choisis de sorte que:

Tm = α + i∂∂̄ϕm � γ − C
4
√
m

ω,

pour une constanteC > 0 indépendante dem.

L’estimation (ii) n’est vraisemblablement pas optimale, mais sous les hypothèses légèrement plus res
faites surγ au point (i) nous obtenons l’ordre de grandeur optimal de 1/m pour εm. Ces estimations d
hessien sont faites dans le but d’obtenir un contôle des masses de Monge–Ampère des puissances e
T

p
m , p = 1, . . . , n = dimX, lorsquem → +∞. Ceci permettrait de déduire des inégalités de Morse pour

métriques singulières à singularités quelconques, généralisant les inégalités de Morse holomorphes de De
d’étudier ensuite de nouvelles caractérisations des variétés de Moishezon.

Quitte à remplacerT par T − α et γ par γ − α, on peut supposerT = i∂∂̄ϕ � γ. Soit δ > 0. La variété
X étant compacte, il existe quatre recouvrements finis(B

(3)
j )j , (B ′

j )j , (B ′′
j )j et (Bj )j deX par des boules d

coordonnées concentriques de rayons respectifsδ
2, δ, 3

2δ et 2δ. La formeγ étant fermée, elle est localeme
exacte. Il existe alors, pour chaque bouleBj , une fonctionC∞ hj telle queγ = i∂∂̄hj surBj . La fonctionhj −hk

est pluriharmonique surBj ∩ Bk (car i∂∂̄(hj − hk) = 0) et on peut supposer, quitte à rétrécir les boulesBj , qu’il
existe une fonction holomorphehjk surBj ∪ Bk telle quehj − hk = Rehjk surBj ∩Bk. On pose

ψj = ϕ − hj , fonction plurisousharmonique surBj .

On applique à chaqueψj le procédé d’approximation par des fonctions plurisousharmoniques à singu
analytiques décrit dans la Proposition 3.1 de [1]. Ainsi, si(σj,l)l�0 est une base orthonormée de l’espace
Hilbert séparableHBj (mψj ) = {f ∈ O(Bj );

∫
Bj

|f |2 e−2mψj dλ < +∞}, on pose :

ψj,m = 1

2m
log

+∞∑
l=0

|σj,l |2.

La suite(ψj,m)m converge versψj en chaque point deBj et dans la topologieL1
loc. On recolle les approximation

quasi-psh localesϕj,m = ψj,m + hj deϕ surBj en une approximation globale

ϕm(z) = sup
B ′′

j �z

(
ϕj,m(z) + C1(δ)

m

(
δ2 − ∣∣zj ∣∣2)

)
,
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oùC1(δ) > 0 est une constante ne dépendant que deδ dont on précisera le choix plus bas etzj est un système d
coordonnées holomorphes locales centrées au centre deBj . Comme i∂∂̄ϕj,m � i∂∂̄hj = γ surBj , le hessien de
ϕm vérifie l’estimation

i∂∂̄ϕm � γ − C′C1(δ)

m
ω surX, (1)

où C′ > 0 est une constante telle que i∂∂̄|zj |2 � C′ω sur Bj pour tous lesj, si les fonctions quasi-ps
ϕj,m(z) + C1(δ)

m
(δ2 − |zj |2) vérifient la condition de recollement

ϕj,m(z) + C1(δ)

m

(
δ2 − ∣∣zj ∣∣2) � ϕk,m(z) + C1(δ)

m

(
δ2 − ∣∣zk∣∣2), pourz ∈ (�B ′′

j \ B ′
j

) ∩ B
(3)
k et toutm. ())

Par ailleurs, on a :

ψj − ψk = hk − hj = −Rehjk surBj ∩Bk.

Lemme 1.2. Il existe une constanteC6(n) > 0 ne dépendant que de la dimensionn de X telle que l’on ait
l’estimation uniforme suivante:

ψj,m − ψk,m � −Rehjk + C(δ)

m
surB ′′

j ∩B ′′
k ,

oùC(δ) = 1
2 log(2+ 2C6(n)e16δ2

/δ2).

Démonstration. Soitfj une fonction holomorphe surBj telle que∫
Bj

|fj |2 e−2mψj dλ = 1,

où dλ est la mesure de Lebesgue définie par les coordonnées de la carte qui contientBj et Bk . Comme
ψj − ψk = −Rehjk surBj ∩Bk, on obtient :∫

Bj∩Bk

|fj |2 e−2m(ψk−Rehjk) dλ � 1.

Soitx0 ∈ B ′′
j ∩B ′′

k . Nous allons démontrer qu’il existe une fonctionfk holomorphe surBk telle quefk(x0) = fj (x0)

et qui vérifie l’estimation
∫
Bk

|fk|2 e−2m(ψk−Rehjk ) dλ � 2

(
1+ C6(n)

e16δ2

δ2

)
.

L’idée, classique, est d’utiliser les estimationsL2 de Hörmander pour résoudre une équation du∂̄ surBk. Soit θ
une fonction tronquante à support dansB(x0,

δ
4) ⊂ Bj ∩ Bk telle queθ ≡ 1 surB(x0,

δ
8). On résout l’équation

∂̄g = ∂̄(θfj ) surBk,

avec le poids strictement plurisousharmonique

2m(ψk − Rehjk) + 2n log|z − x0| + |z − x0|2.
On obtient ainsi une solutiong satisfaisant l’estimation
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∫
Bk

|g(z)|2
|z − x0|2n e−2m(ψk(z)−Rehjk) e−|z−x0|2 dλ(z) � 2

∫
Bk

|∂̄θ |2|fj |2
|z − x0|2n e−2m(ψk(z)−Rehjk )e−|z−x0|2 dλ(z).

Il existe une constanteC3 > 0 indépendante dem et deδ telle que|∂̄θ | � C3/δ. Comme le support dē∂θ est inclus
dansB(x0,

δ
4) \ B(x0,

δ
8), on a 1/|z − x0|2n � C4(n)/δ

2n, sur le support dē∂θ . Ceci entraîne que l’intégrale d
droite est majorée par

C2
3C4(n)

δ2n+2

∫
Bj∩Bk

|fj |2 e−2m(ψk−Rehjk) dλ �
C2

3C4(n)

δ2n+2 .

Par ailleurs, l’intégrale de gauche est minorée par

C5(n)

e16δ2
δ2n

∫
Bk

|g|2 e−2m(ψk−Rehjk) dλ,

car pourz ∈ Bk, 1/e|z−x0|2 � 1/e16δ2
et 1/|z − x0|2n � C5(n)/δ

2n. En combinant les deux, on obtient l’estimati
∫
Bk

|g|2 e−2m(ψk−Rehjk ) dλ � C6(n)
e16δ2

δ2 .

La non-intégrabilité de|z − x0|−2n force la solutiong à s’annuler enx0. La fonction recherchée estfk = θfj − g.
Elle est holomorphe surBk etfk(x0) = fj (x0). Sa normeL2 vérifie l’estimation

∫
Bk

|fk|2 e−2m(ψk−Rehjk ) dλ � 2

(
1+ C6(n)

e16δ2

δ2

)
.

En ajustantfk par une constante pour qu’elle soit dans la sphère unité de l’espace de HilbertHBk (m(ψk −Rehjk)),

en prenant le sup de log|fj (x0)| et de log|fk(x0)| sur tous lesfj et fk dans la boule unité de l’espace de Hilb
correpondant, on obtient l’estimation

ψj,m(x0) � ψk,m(x0) − Rehjk + log2

2m
+ 1

2m
log

(
1+ C6(n)

e16δ2

δ2

)
.

Cette estimation est uniforme par rapport au pointx0 ∈ B ′′
j ∩ B ′′

k , car pour tout pointx ∈ B ′′
j ∩ B ′′

k , on a

B(x, δ
4) � Bj ∩Bk, donc le choix du rayonδ4 est uniforme. L’estimation uniforme annoncée pourψj,m −ψk,m sur

B ′′
j ∩ B ′′

k s’ensuit. ✷
Le lemme précédent implique aussitôt :

ϕj,m − ϕk,m = ψj,m − ψk,m + Rehjk � C(δ)

m
surB ′′

j ∩B ′′
k .

Comme(δ2 − |zk|2) − (δ2 − |zj |2) � 3
4δ

2 pourz ∈ (�B ′′
j \B ′

j ) ∩ B
(3)
k , la condition de recollement()) est satisfaite

dès que l’on a l’inégalité :

C(δ)

m
� 3

4

C1(δ)

m
δ2 pour toutm.

On peut alors fixerδ > 0 et choisir la constanteC1(δ) de sorte que l’inégalité ci-dessus soit satisfaite. Comm
l’a vu plus haut (cf.(1)), la perte de positivité du hessien deϕm par rapport àγ est deC ′C1(δ)

m
. L’affirmation (i) de

la Proposition 1.1 est démontrée.✷
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Pour obtenir l’affirmation (ii) de la Proposition 1.1 on ne peut plus travailler avec des recouvrements fi
la variétéX. On est amené à choisirδ = δ(m) = 1/ 3

√
m. La formeγ n’étant plus localement exacte, elle pe

seulement être approchée localement par des formes exactes i∂∂̄hj et le défaut d’approximation introduit une per
supplémentaire de positivité pourTm.

Pour δ > 0, considérons un module de continuitéε(δ) pour la formeγ sur les ouvertsBj , à savoir une
fonction ε(δ) > 0 telle que limδ→0 ε(δ) = 0 et γx − γx ′ � 1

2ε(δ)ωx, pour tousx, x ′ ∈ Bj . Pour toutj, soit
τj :Bj → B(aj ,2δ) l’isomorphisme défini par les coordonnées deBj , etγj la (1,1)-forme à coefficients constan
surB(aj ,2δ) telle queτ )

j γj = γ − ε(δ)ω au pointτ−1
j (aj ). On a ainsi :

0� γ − τ )
j γj � 2ε(δ)ω, surBj ,

pour δ > 0 petit. Siγ̃j est la fonction quadratique homogène enz − aj telle que i
π
∂∂̄γ̃j = γj surB(aj ,2δ), on

pose :

ψj = ϕ − γ̃j ◦ τj , fonction plurisousharmonique surBj .

On définit l’approximation globale deϕ surX par

ϕm(z) = sup
B ′′

j �z

(
ψj,m(z) + γ̃j

(
zj

) + m3/4

m

(
δ2 − ∣∣zj ∣∣2)

)
, oùzj = τj (x) est la coordonnée surBj ,

et on observe que son hessien vérifie la minoration :

i∂∂̄ϕm � γ −
(

2ε(δ) + C′ 1

m1/4

)
ω.

L’ajout du terme m3/4

m
(δ2 − |zj |2) dans la définition de l’approximation globale assure la condition

recollement()). (À la différence du cas précédent, on a remplacéC1(δ) parm3/4.) La formeγ étant supposé
de classeC1, le module de continuitéε(δ) peut être choisi égal à Const· δ = Const· 1/ 3

√
m. Les détails se trouven

dans [3].
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