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Résumé

Contrairement aux filtres de Kalman et aux observateurs asymptotiques, lesreconstructeurs d’étatne nécessitent pa
l’intégration d’équations différentielles. Ils éliminent les perturbations structurées et sont robustes pour des bruits aux p
statistiques mal connues. Les techniques sont, avant tout, d’ordre algébrique.Pour citer cet article : M. Fliess, H. Sira-Ramírez,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

State reconstructors. In contrast to Kalman filters and asymptotic observers, thestate reconstructorsdo not need the
integration of differential equations. They eliminate structured perturbations and are robust with respect to noises
any precise knowledge of their statistical properties. The techniques used are, primarily, of algebraic nature.To cite this article:
M. Fliess, H. Sira-Ramírez, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Introduction
Although Kalman filters [7] and asymptotic observers [8] are playing a key rôle, several difficulties ar

persistent with respect to the tuning (gain schedule), the numerical analysis (Riccati’s equation), and the s
to perturbations. Ourreconstructors, which are extending recent past works [4,6], are yielding estimations w
do not necessitate the integration of any differential equation. Those estimates, which are eliminating st
perturbations, are also remarkably robust with respect to noises without any precise knowledge of their s
properties. The techniques used are, primarily, of algebraic nature and are stemming from [4,6]. The ro
analysis is inspired from classical averaging techniques [2].

Adresses e-mail :Michel.Fliess@stix.polytechnique.fr (M. Fliess), hsira@mail.cinvestav.mx (H. Sira-Ramírez).
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Theoretical background
We are utilising, with the same notations, the mathematical tools of [4,6], i.e., module theory and ope

calculus in Mikusínski’s setting [10,11].

Identifiability of the state. A linear system is a finitely generated, freeC[s]-module. By extending the ring o
scalars to the ringC(s)[ d

ds ] of linear differential operators with rational coefficients, we obtain a finitely gener
left C(s)[ d

ds ]-module where we have distinguished a finite setπ = (π1, . . . , πq) of perturbations. The initial stat
x(0) is linearly identifiable, i.e., Eq. (2) holds, if, and only if, the system is observable.

Structured perturbations
Assume thatπ1, . . . , πq ′ , 0� q ′ � q , are

• structured, i.e., spanC(s)[d/ds](π1, . . . , πq ′) is a torsion module,
• compatiblewith xι(0), i.e., Eq. (3) holds.

Eq. (3) yieldsstate reconstructors.

Unstructured noises
Ergodicity. Assume that any componentπκ , κ = q ′ + 1, . . . , q , of the unstructured noise satisfies the follow
conditions:

• There exists an integerα � 0 such thatwκ = πκ/s
α is a locally Lebesgue-integrable function, with a l

bounded support.
• wκ satisfies the ergodic property limT→+∞ 1

T

∫ T

0 wκ(t)dt = 0.

There exists then a reconstructor such that Proposition 4.1 holds true, i.e., the estimate is obtained asym
over alarge time interval.

High frequency. Any componentπκ is a bounded locally Lebesgue-integrable functionn : (−∞,+∞)→ C, with
a left bounded support, such that there exists a constantΩ 
 1, verifying | ∫ t2

t1
n(τ)dτ | = O( 1

Ω
). Proposition 4.2

holds true for a suitable reconstructor, i.e., an estimate may be obtained over an arbitraryshort time interval.

Remark 1. This justification of robustness seems closer to experimental evidence than the one prov
ergodicity.

Example
We want to determinėy(t) andÿ(t) for systemy(3) = u+ ξ + ν, whereξ is an unknown constant perturbatio

andν a “non-classic” random noise. Fig. 1 shows excellent simulation results.

1. Introduction

Bien que filtres de Kalman [7] et observateurs asymptotiques [8] jouent un rôle considérable (voir, par e
[1] et sa bibliographie), diverses difficultés persistent quant au réglage (détermination du gain), au calcul nu
(équation de Riccati) et à la sensibilité aux perturbations. Lesreconstructeurs, proposés ici, qui continuent de
travaux récents (voir [4,6]), fournissent une estimation qui

• n’exige plus l’intégration d’équations différentielles,
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• élimine les perturbations structurées,
• présente une remarquable robustesse par rapport aux bruits, dont il n’est plus nécessaire de con

propriétés statistiques.

Les méthodes utilisées, de nature algébrique, proviennent de [4,6]. L’analyse de la robustesse est ins
techniques usuelles de moyennisation des systèmes dynamiques en physique mathématique (voir, par exe

L’ensemble formé par cette Note et [3,4,6] offre une vision renouvelée de l’automatique linéaire, qui
connu plusieurs illustrations concrètes. On trouve en [5] des extensions au traitement de signal.

2. Cadre mathématique

2.1. Systèmes

Soit C[s] l’anneau principal de polynômes sur le corpsC des complexes, en l’indéterminées. Un système
linéaire [4] est un C[s]-module libre Λ, de type fini. Distinguons-y un ensembleπ = (π 1, . . . , π q) de

perturbations. Soit Λnom = Λ/spanC[s](π ) le systèmenominal. Écrivonsλnom ∈ Λnom l’image canonique de
tout élémentλ ∈ Λ. Le systèmeΛ est ditcommandablesi, et seulement si, le moduleΛnom est libre.

Unedynamique linéaireest un systèmeΛ muni d’unecommande, c’est-à-dire une partie finieu = (u1, . . . , um)

de Λ, tel que le module quotientΛnom/spanC[s](unom) est de torsion, et spanC[s](u) ∩ spanC[s](π ) = {0}.
Un système entrée-sortieest une dynamique linéaireΛ munie d’unesortie, c’est-à-dire une partie finiey =
(y1, . . . , yp) deΛ. Dorénavant,Λ sera un système entrée-sortie. Il est ditobservablesi, et seulement si,Λnom =
spanC[s](unom,ynom). Il existe [4] une représentation d’état, ditekalmanienne,

s




x1
...

xn


 =A



x1
...

xn


 +B




u1
...

um


 +Π




π1
...

π r


 ,




y1
...

yp


 = C




x1
...

xn


 + D0




u1
...

um


 +Ω




π1
...

π r


 , (1)

où A ∈ Cn×n, B ∈ Cn×m, C ∈ Cp×n, D0 ∈ C[s]p×m, Π ∈ C[s]n×r , Ω ∈ C[s]p×r . On supposera dorénavan
pour simplifier, (1)propre, c’est-à-dire D0 ∈ C

p×m.

2.2. Trajectoires

Soit M le corps de Mikusi´nski, engendré par lesopérateursde Mikusínski [10,11], pris, ici, commeC[s]-
module. Alors, Hom(Λ,M) (resp. Hom(Λnom,M)) désigne lesM-trajectoires(resp.M-trajectoires nominales)
deΛ (resp.Λnom).

2.3. Algèbre non commutative et perturbations structurées

SoientC(s) le corps de fractions deC[s], et d
ds la dérivation algébrique[10,11]. Rappelons [9] que l’annea

non commutatifC(s)[ d
ds ] est principal à gauche et à droite. SoitΛC(s)[d/ds] = C(s)[ d

ds ] ⊗C[s] Λ le C(s)[ d
ds ]-

module à gauche, obtenu par extension des scalaires à l’anneauC(s)[ d
ds ] des opérateurs différentiels linéair∑

fini γν
dν
dsν , à coefficients rationnelsγν ∈ C(s). Pour introduire des perturbations particulières, définisson

systèmeL = ΛC(s)[d/ds]/M comme unC(s)[ d
ds ]-module à gauche de type fini, oùM est un sous-module d

spanC(s)[d/ds](π ). Appelons encoreperturbationtoute composante deπ = (π1, . . . , πq) ⊂ L, image canonique
deπ . Une perturbationπε , ε = 1, . . . , q , est ditestructuréesi, et seulement si, le module spanC(s)[d/ds](πε) est de
torsion.
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3. Reconstructeurs d’états

3.1. Identifiabilité de l’état initial

Les propriétés classiques du calcul opérationnel permettent d’introduire l’état initialx(0)= (x1(0), . . . ,
xn(0)) de (1). Le résultat essentiel suivant s’obtient par élimination.

Théorème 3.1. Si (1) est observable, toute composante dex(0) est linéairement identifiable[6] :

xι(0) ∈ spanC(s)[d/ds](u,y,π). (2)

3.2. Définition des reconstructeurs

Supposons structurées les perturbationsπε, ε = 1, . . . , q ′, 0� q ′ � q . On les supposera dorénavantcompatibles
avecxι(0), c’est-à-dire :

xι(0) ∈ spanC(s)[d/ds](u,y,πq ′+1, . . . , πq). (3)

On obtient (3) en multipliant les deux termes de (2) par un opérateur
∑

fini γν
dν
dsν d’ordre nul, tel queγ0 �= 0.

Le résultat suivant, oùC[s, d
ds ] désigne l’algèbre de Weyl des opérateurs différentiels à coefficients polynôm∑

fini δν
dν
dsν , δ ∈ C[s], est facile.

Proposition 3.2. Il existe un polynôme#ι ∈ C[s], de degré minimal, unique à une multiplication près par u
constante non nulle, tel que

#ιxι(0) ∈ spanC[s,d/ds](u,y,πq ′+1, . . . , πq). (4)

L’expression de#ιxι(0) dans spanC[s,d/ds](u,y,πq ′+1, . . . , πq) est appeléereconstructeur primitif de l’éta

xι(0). Toute expression obtenue en multipliant les deux membres de (4) par un élément deC(s)[ d
ds ], qui n’annule

pas le premier, est appeléereconstructeur d’état.

3.3. Propreté des reconstructeurs

Une fraction rationnelle deC(s) est dite propre (resp. strictement propre) si, et seulement si, le deg
du numérateur est inférieur (resp. strictement inférieur) à celui du numérateur. Un élément

∑
fini γν

dν
dsν de

C(s)[ d
ds ] est dit (strictement) propre si, et seulement si, lesγν le sont. Un reconstructeur d’état$xι(0) ∈

spanC(s)[d/ds](u,y,πq ′+1, . . . , πq) où$ ∈ C(s), est dit (strictement) propre si, et seulement si,$ et et les opérateur
différentiels du terme à gauche le sont. Le résultat suivant est facile.

Proposition 3.3. On peut obtenir des reconstructeurs d’état(strictement) propres.

4. Bruits non structurés

Contrairement à l’ergodicité, qui fournit une justification asymptotique pour un intervalle de tempsgrand, celle
due à la haute fréquence semble plus proche de la pratique.

4.1. Ergodicité

Toute composante non structuréeπκ, κ = q ′ + 1, . . . , q , est supposée satisfaire les conditions suivantes :
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• Il existe un entierα � 0 tel quewκ = πκ/s
α est une fonction localement Lebesgue-integrable, à support l

à gauche.
• wι vérifie la propriété ergodique limT→+∞ 1

T

∫ T

0 wκ(t)dt = 0.

Alors,

lim
T→+∞

1

T µ+ν+1

T∫
0

t∫
0

tν∫
0

. . .

t1∫
0

t
µ
0 wκ(t0)dt dtν · · ·dt0 = 0.

Il existe un entierα0 � 0 tel que, en multipliant les deux membres de (4) pars−α, α � α0, et pour toute command
u :Rm → Cm continue, à support dans[0,+∞[m, on puisse passer autemporel, c’est-à-dire considérer les élémen
comme fonctionsR → C. NotonsRα

[0,t ](xι(0)) la valeur numérique obtenue par ce reconstructeur sur l’inter
[0, t]. Il vient :

Proposition 4.1. limt→+∞Rα
[0,t ](xι(0))= xι(0).

Si lesπκ sont, comme il est usuel en théorie, des bruits blancs gaussiens, débutant àt = 0, wκ = πκ/s est un
proccessus brownien. Presque sûrement ses trajectoires sont continues et vérifient la propriété d’ergodic

4.2. Haute fréquence

Toute composanteπκ est une fonction bornéen : ]−∞,+∞[ → C, localement Lebesgue-intégrable, à supp
limité à gauche, telle qu’il existe une constanteΩ 
 1, vérifiant | ∫ t2

t1
n(τ)dτ | = O(1/Ω). Il vient, avec un

reconstructeur construit comme celui de la Proposition 4.1,

Proposition 4.2. Pour toutt � 0, R[0,t ]
α (xι(0))= xι(0)+O(1/Ω).

Il convient de prendreΩ comme un analogue d’unehaute fréquence, par exemple,

n(t) =
{

0 si t < 0,
sin(Ωt + ϕ) si t � 0.

5. Example

Considérons le systèmey(3)(t) = u(t)+ ξ + ν, oùξ est une perturbation constante, de grandeur inconnue,ν un
bruit aléatoire centré, uniformément distribué à chaque instant dans l’intervalle[−0,5;0,5] (ce type de bruit n’es
pas traité dans les filtres de Kalman). On désire déterminer, grâce aux mesures de la commandeu(t) et de la sortie
y(t), les dérivéeṡy(t) et ÿ(t). Il vient

[
(t−t0)

3

6 (t − t0)
2

0 (t−t0)
3

3

][
ÿ(t0)

ẏ(t0)

]
=



(
∫ (3)
t0

(t − t0)u)− (
∫ (4)
t0

u)− (t − t0)y(t)+ 4(
∫
t0
y)− 3(t − t0)y(t0){

2(
∫ (4)
t0

(t − t0)u)− (
∫ (3)
t0

(t − t0)
2u)+ (t − t0)

2y(t)

−8(
∫
t0
(t − t0)y)+ 12(

∫ (2)
t0

y)− 3(t − t0)
2y(t0)

} 
 ,

où
∫ (ν)

t0
désigne l’intégtale itérée

∫ t

t0

∫ τν−1
t0

. . .
∫ τ1
t0

. On obtientẏ(t0) et ÿ(t0) sur un intervalle[t0, t0 + ε], ε > 0,
aussipetitsoitε. Ces calculs sont donc répétablesen ligne. Pour les simulations,ξ = −0,5, ẏ(0)= 1,5, ÿ(0)= 0,
ε = 0,1. La figure montre que les estimées deẏ(t) et ÿ(t) sont excellentes.
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Fig. 1. Estimées dėy(t) et ÿ(t).

Fig. 1. Estimates oḟy(t) andÿ(t).
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