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Résumé

Contrairement aux filtres de Kalman et aux observateurs asymptotiquesgctasstructeurs d’étane nécessitent pas
l'intégration d’équations différentielles. lls éliminent les perturbations structurées et sont robustes pour des bruits aux propriétés
statistiques mal connues. Les techniques sont, avant tout, d’ordre algéPaqueiter cet article: M. Fliess, H. Sira-Ramirez,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

State reconstructors. In contrast to Kalman filters and asymptotic observers,sfagée reconstructorslo not need the
integration of differential equations. They eliminate structured perturbations and are robust with respect to noises without
any precise knowledge of their statistical properties. The techniques used are, primarily, of algebraidoeitethisarticle:

M. Fliess, H. Sira-Ramirez, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abridged English version

Introduction

Although Kalman filters [7] and asymptotic observers [8] are playing a key rble, several difficulties are still
persistent with respect to the tuning (gain schedule), the numerical analysis (Riccati’s equation), and the sensitivity
to perturbations. Oureconstructorswhich are extending recent past works [4,6], are yielding estimations which
do not necessitate the integration of any differential equation. Those estimates, which are eliminating structured
perturbations, are also remarkably robust with respect to noises without any precise knowledge of their statistical
properties. The techniques used are, primarily, of algebraic nature and are stemming from [4,6]. The robustnes:
analysis is inspired from classical averaging techniques [2].
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Theoretical background
We are utilising, with the same notations, the mathematical tools of [4,6], i.e., module theory and operational
calculus in Mikusiski's setting [10,11].

Identifiability of the state. A linear system is a finitely generated, fr€s]-module. By extending the ring of
scalars to the rin@(s)[d—ds] of linear differential operators with rational coefficients, we obtain a finitely generated
left C(s)[%]-module where we have distinguished a finitesset (w1, ..., 7,) of perturbations. The initial state
x(0) islinearly identifiablei.e., Eqg. (2) holds, if, and only if, the system is observable.

Structured perturbations
Assume thatry, ..., 7, 0<q’ <gq, are

e structuredi.e., spap)a,ds (71, - - -, T4’ is @ torsion module,
e compatiblewith x,(0), i.e., Eq. (3) holds.

Eq. (3) yieldsstate reconstructors

Unstructured noises
Ergodicity. Assume that any componemt, « = ¢’ + 1, ..., g, of the unstructured noise satisfies the following
conditions:

e There exists an integer > 0 such thatw, = 7, /s is a locally Lebesgue-integrable function, with a left
bounded support.

e w, satisfies the ergodic property lim, ; % fOT we(t)dr =0.

There exists then a reconstructor such that Proposition 4.1 holds true, i.e., the estimate is obtained asymptoticall
over alarge time interval.

High frequency. Any componentr, is a bounded locally Lebesgue-integrable function—oo, +o00) — C, with
a left bounded support, such that there exists a conS2ast 1, verifying | ffz n(t)dr| = (’)(é). Proposition 4.2
holds true for a suitable reconstructor, i.e., an estimate may be obtained over an ashitratiyne interval.

Remark 1. This justification of robustness seems closer to experimental evidence than the one provided by
ergodicity.

Example
We want to determing(r) and3(¢) for systemy® = i + & + v, whereg is an unknown constant perturbation,
andv a “non-classic” random noise. Fig. 1 shows excellent simulation results.

1. Introduction

Bien que filtres de Kalman [7] et observateurs asymptotiques [8] jouent un rdle considérable (voir, par exemple,
[1] et sa bibliographie), diverses difficultés persistent quant au réglage (détermination du gain), au calcul numérique
(équation de Riccati) et a la sensibilité aux perturbations.reesnstructeursproposés ici, qui continuent des

travaux récents (voir [4,6]), fournissent une estimation qui

e n'exige plus l'intégration d’équations différentielles,
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e élimine les perturbations structurées,
e présente une remarquable robustesse par rapport aux bruits, dont il n’est plus nécessaire de connaitre le
propriétés statistiques.

Les méthodes utilisées, de nature algébrique, proviennent de [4,6]. L'analyse de la robustesse est inspirée de
techniques usuelles de moyennisation des systéemes dynamiques en physique mathématique (voir, par exemple, [2

L'ensemble formé par cette Note et [3,4,6] offre une vision renouvelée de I'automatique linéaire, qui a déja
connu plusieurs illustrations concrétes. On trouve en [5] des extensions au traitement de signal.

2. Cadre mathématique
2.1. Systemes

Soit C[s] I'anneau principal de polyndmes sur le cofsdes complexes, en l'indéterminée Un systéme
linéaire [4] est un C[s]-module libre A, de type fini. Distinguons-y un ensembie = (g, ) de
perturbations Soit A"°™ = A/spany,(z) le systemenominal EcrivonsA™™ e A" I'image canonique de
tout élémentk € A. Le systemeA est ditcommandablsi, et seulement si, le modul€™ est libre.

Unedynamique linéair@st un systema muni d'unecommandgc’est-a-dire une partie finie = (u1, ..., uy)
de A, tel que le module quotient"®"/spany;(u"°™) est de torsion, et spap,(u) N spany(z) = {0}.
Un systéme entrée-sortiest une dynamique linéaira munie d'unesortie, c’est-a-dire une partie finig =
(y1,....yp) de A. DorénavantA sera un systéme entrée-sortie. |l estatiservablesi, et seulement sig"°™ =
spany;) (@™, y"°M). Il existe [4] une représentation d'état, di@lmanienng

X1 X1 ui

[

1 Y1 X1 ui
s| o =A | +B | +O s [ [=C] | 4+Do| [+ . D

Xn Xn Um T, Yp Xn Um

|
=

.,
2.

r

OUA eC™" BeC™m (CeCP*" DgeC[s]P*™, IT e C[s]"™", 2 € C[s]”*". On supposera dorénavant,
pour simplifier, (1)propre, c’est-a-dire [ € CP*™,

2.2. Trajectoires

Soit M le corps de Mikusiski engendré par lespérateursde Mikusiski [10,11], pris, ici, comme[s]-
module. Alors, HomA, M) (resp. HongA™™, M)) désigne lesV-trajectoires(resp.M-trajectoires nominales
de A (resp.A™M),

2.3. Algébre non commutative et perturbations structurées

SoientC(s) le corps de fractions d€[s], et % la dérivation algébriqug10,11]. Rappelons [9] que I'anneau
non commutatifC(s)[ ] est principal & gauche et & droite. Seit:(s)ia/ds) = C(s)[§] ®cys) A le C)[E]-
module a gauche, obtenu par extension des scalaires a I’a@(@}{t&] des opérateurs différentiels linéaires
> fini yv%, a coefficients rationnelg, € C(s). Pour introduire des perturbations particulieres, définissons un

systémelL = Acs)d/ds)/M comme un(C(s)[d—dS]—moduIe a gauche de type fini, dd est un sous-module de
spansq/ds (). Appelons encor@erturbationtoute composante de = (r1, ..., 7,) C L, image canonique
dem. Une perturbatiom,, e = 1, ..., g, est ditestructuréesi, et seulement si, le module spa;q,qs () est de
torsion.
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3. Reconstructeursd’ états
3.1. Identifiabilité de I'état initial

Les propriétés classiques du calcul opérationnel permettent d’introduire I'état ek (x1(0), ...,
x,(0)) de (1). Le résultat essentiel suivant s’obtient par élimination.

Théoréme 3.1. Si(1) est observable, toute composantexd6) est linéairement identifiablé] :
x.(0) € spans)(d/ds) (. ¥, 7). (2)

3.2. Définition des reconstructeurs

Supposons structurées les perturbations = 1, ..., ¢’, 0< ¢’ < g.0Onles supposera dorénavaampatibles
avecx,(0), c'est-a-dire :
x,(0) e Spar@(s)[d/ds] (u, YTy 41, ey 7Tq). (3)

On obtient (3) en multipliant les deux termes de (2) par un opér@quv% d’ordre nul, tel queyg # 0.
Le résultat suivant, oC[s, %] désigne I'algebre de Weyl des opérateurs différentiels a coefficients polyndmiaux
> iini 00 S, 8 € Cls), est facile.

Proposition 3.2. Il existe un polynémer, € C[s], de degré minimal, unique & une multiplication prés par une
constante non nulle, tel que

@.x,(0) € spant, d/ds) (@, ¥, Tg/+1, - - - Tg)- 4)

L'expression dew,x,(0) dans spag d/ds) (. ¥, Tg'+1, - - - Tq) €St appeléeeconstructeur primitif de I'état

x,(0). Toute expression obtenue en multipliant les deux membres de (4) par un élérﬂ?e(m)[c%], qui n'annule
pas le premier, est appeléseonstructeur d'état

3.3. Propreté des reconstructeurs

Une fraction rationnelle deC(s) est dite propre (resp. strictement propre si, et seulement si, le degré
du numérateur est inférieur (resp. strictement inférieur) & celui du numérateur. Un é|§mﬁ%% de

C(s)[%] est dit (strictement) propre si, et seulement si, jgsle sont. Un reconstructeur d'étatr,(0) €
spant)(d/ds) @ ¥, Tg'+1. - - -, Tg) OUg € C(s), est dit (strictement) propre si, et seulemenp it et les opérateurs
différentiels du terme a gauche le sont. Le résultat suivant est facile.

Proposition 3.3. On peut obtenir des reconstructeurs d’étsfrictemeny propres.

4. Bruitsnon structurés

Contrairement a I'ergodicité, qui fournit une justification asymptotique pour un intervalle de tganz celle
due a la haute fréquence semble plus proche de la pratique.

4.1. Ergodicité

Toute composante non structurég « =¢’ + 1, ..., ¢, est supposée satisfaire les conditions suivantes :
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e |l existe un entierr > 0 tel quew, = /s est une fonction localement Lebesgue-integrable, a support limité
a gauche.
o w, Vérifie la propriété ergodique lim, 1 % fOT we(t)dr =0.

Alors,
1 Tttt f
lim 7///.../tgw,((to)dtdtv---dto:0.

T—+o00 THHV+1
000 0

Il existe un entietrg > 0 tel que, en multipliant les deux membres de (4)spdt, o > «g, et pour toute commande
u:R™ — C™ continue, a support daif8, +oo[™, on puisse passer &&mpore] c'est-a-dire considérer les éléments
comme fonction® — C. NotonsR,[%*!(x,(0)) la valeur numérique obtenue par ce reconstructeur sur l'intervalle
[0, z]. Il vient :

Proposition 4.1. lim;_ 40 R % (x,(0)) = x,(0).

Si lesn, sont, comme il est usuel en théorie, des bruits blancs gaussiens, déhutabt av, = 7, /s est un
proccessus brownien. Presque slirement ses trajectoires sont continues et vérifient la propriété d’ergodicité.

4.2. Haute fréquence

Toute composante, est une fonction bornée: ]—oo, +oo[ — C, localement Lebesgue-intégrable, & support
limité a gauche, telle gu'il existe une constane>> 1, vérifiant|ft’12n(r)dr| = 0(1/£2). Il vient, avec un
reconstructeur construit comme celui de la Proposition 4.1,

Proposition 4.2. Pour toutt > 0, R (x,(0)) = x,(0) + O(1/£2).

Il convient de prendre&2 comme un analogue d'ureute fréquencepar exemple,

") = 0 sit <0,
M= sin(@2t +¢) sit>0.

5. Example

Considérons le systemé® (r) = u(r) + & + v, oU£ est une perturbation constante, de grandeur inconnue,
bruit aléatoire centré, uniformément distribué a chaque instant dans I'intefrv&l)B; 0,5] (ce type de bruit n’est
pas traité dans les filtres de Kalman). On désire déterminer, grace aux mesures de la comimande la sortie
y(t), les dérivées (¢) eti(z). Il vient

P CRPNS T U2 = 10w = ([ w) = (t = 10)y (D) +4(f,, ¥) = 3 — 1)y (10)

[ SR ] [;(,g)} - 20 = toyw) = ([ = 10)%0) + (t — 102y (®) :
3 —8(;,(t — 10)y) +12([;? y) — 3t — 10)?y (10)

ou ft(”) désigne l'intégtale itérégft;]t;”‘l ) ftgl On obtienty(fg) et ¥ (o) sur un intervallgrg, 1o + €], € > 0,

aussipetitsoits. Ces calculs sont donc répétabdesligne Pour les simulationg, = —0,5, y(0) = 1,5, #(0) =0,
¢ =0,1. La figure montre que les estiméesyde) et j(r) sont excellentes.
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Fig. 1. Estimées de(r) et y(z).
Fig. 1. Estimates of () andj(z).
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