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Résumé

Nous considérons le problème de l’estimation du degré de confiance conditionnel de la région de confiance us
niveau de confiance 1− α, de la moyenne d’une loi normale dansR

p de matrice de covariance l’identité. Pourp � 5, nous
donnons une condition suffisante explicite de domination de l’estimateur standard 1− α par un estimateur le corrigeant, so
par 1− α + s où s est une fonction appropriée. Cette condition repose essentiellement sur une inégalité aux dérivées
du typek�s + s2 � 0 oùk est une certaine constante positive. Elle permet d’établir de manière formelle (sans recou
simulations) ce résultat de domination.Pour citer cet article : D. Fourdrinier, P. Lepelletier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337
(2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Explicit improved confidence statement.We consider the problem of estimating the confidence statement of the
confidence set, with confidence coefficient 1− α, of the mean of ap-variate normal distribution with identity covarianc
matrix. Forp � 5, we give an explicit sufficient condition for domination over the standard estimator 1− α by an estimator
correcting it, that is, by 1− α+ s wheres is a suitable function. That condition mainly relies on a partial differential inequ
of the formk�s + s2 � 0 (for a certain constantk > 0). It allows us to formally establish (with no recourse to simulations)
domination result.To cite this article: D. Fourdrinier, P. Lepelletier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans l’examen des régions de confiance pour un paramètreθ multidimensionnel, la problématique d
l’estimation du degré de confiance conditionnel pour une observation donnée est abordée par R
Casella [7] dans le cadre de l’inférence conditionnelle. Ces auteurs considèrent la région de confianc
Cα de niveau 1− α déterminée, pour toutx observé régi par la loi normaleN (θ, Ip), parCα(x) = {θ ∈ R

p |
‖θ − x‖2 � cα}, le niveau étant garanti par la constantecα . Ils rappellent l’intérêt de donner une évaluation
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1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.10.017
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réel degré de confiance lié à l’observationx dont on dispose (le degré de confiance conditionnel), en oppos
au niveau 1− α qui résulte d’un critère fondé sur toutes les observations possibles. Suivant l’approche d
classique après sa suggestion par Kiefer [6], ils évaluent le degré de confiance conditionnel au tra
l’estimation de la fonction indicatrice deCα(x). Ils suggèrent donc des estimateursγ compétitifs avecγ0 = 1− α,
leur comparaison étant faite sous le risque quadratique usuel. Il est commode d’écrire de tels estimateursγ sous la
formeγ = γs = 1 − α + s, les conditions de comparaison se faisant par l’intermédiaire de la fonctions (égale à
γ − (1− α)). Ils montrent une domination deγs surγ0 pour le choix des(x)= a/‖x‖2 (oùa est positif et majoré
par une certaine constante). Cependant, ils n’apportent de démonstration formelle de ce résultat que dan
seuls cas oùθ est nul et où‖θ‖ est au voisinage de l’infini. La domination deγs surγ0 pour les autres valeurs deθ
est ensuite illustrée par des simulations. Le but de cette note est de démontrer formellement cette domina
toute valeur deθ .

Notre démarche consiste à élaborer une borne supérieure de la différence des risques entreγs et γ0 en termes
d’espérance d’une expression différentielle de la formek�s+s2 oùk est une constante positive et où�s désigne le
laplacien des, soit�s = ∑p

i=1Diis. Cette approche est reliée à la méthodologie mise en œuvre dans le pro
d’estimation d’un coût quadratique tel qu’il est abordé par I. Johnstone dans [5] et par D. Fourdrinier et M.T
dans [4]. Dans le cas oùp � 6, nous présentons l’exemple d’estimateur alternatif proposé par J. Berger et
dans [1] où la fonctions est donnée pars(x)= a/(b+ ‖x‖2), pour des valeurs dea etb complètement spécifiée

2. Des estimateurs compétitifs

Suivant Robert et Casella [7], les divers estimateursγs du degré de confiance conditionnel de la régionCα

fournissent, pourx observé, des estimationsγs(x) de la fonction indicatrice1Cα(x)(θ) = 1[0;cα](‖x − θ‖2). Ces
estimateurs sont comparés au travers du risque quadratique

R(γs, θ)=Eθ

[(
γs(X)− 1[0;cα]

(‖X − θ‖2))2]
,

oùEθ désigne l’espérance par rapport à la loiN (θ, Ip). Un simple calcul montre que le risque deγ0 (c’est-à-dire
de 1− α) est constant (enθ ) et est égal àα(1 − α). Il est alors facile de voir, au travers de l’inégalité de Schw
que le risque deγs est fini si et seulement siEθ [s2]<+∞, pour toutθ ∈ R

p, la différence des risques entreγs et
γ0 s’écrivant

R(γs, θ)−R(γ0, θ)=Eθ

[
2
(
1− α − 1[0;cα]

(‖X − θ‖2))s(X)+ s2(X)
]
. (1)

Le but est de déterminer des conditions surs telles queγs domineγ0, autrement dit telles que l’expression (1) s
négative. Remarquons que cela impose que la dimensionp soit supérieure ou égale à 5 puisque Brown et Hw
dans [2] ont montré queγ0 est admissible pourp � 4 ; nous supposons donc, tout au long de cette note, quep � 5.

Notre résultat principal est énoncé dans le Théorème 2.2 ci-dessous. Il repose sur le Lemme 2.1
d’intégration (voir [3] pour une démonstration) qui donne des conditions simples sur des fonctionsf et g telles
que l’on ait∫

Rp

f (x)�g(x)dx =
∫

Rp

�f (x)g(x)dx.

Lemme 2.1.SoientF etG deux fonctions deR∗+ dansR de classeC1 dont les dérivées secondesF ′′ etG′′ existent,
sauf éventuellement en un nombre fini de points. Supposons que, pour toutβ ∈ R+,

lim
t→+∞ th

(
β + t2

) = 0 et lim
t→+∞ th′(β + t2

) = 0, (2)

oùh vaut pour les fonctionsF etG. Si, pour toutθ ∈ R
p et pour tout1 � i � p,

F
(‖ · ‖2)DiiG

(‖ · −θ‖2) ∈L1(Rp
)

et DiiF
(‖ · ‖2)G(‖ · −θ‖2) ∈L1(Rp

)
, (3)
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alors les intégrales de ces deux fonctions sont égales et l’on a∫

Rp

F
(‖x‖2)�G(‖x − θ‖2)dx =

∫

Rp

�F
(‖x‖2)G(‖x − θ‖2)dx.

Nous donnons maintenant notre résultat de domination deγs surγ0. Il est lié à la fonction auxiliaireK définie,
pour toutt > 0, par

K(t)=
∫ t

0(y/t)
p/2−1(α − 1[cα;+∞](y))e−y/2dy − 2(e−t∨cα/2 − α e−t/2)

(p − 2)(2π)p/2
,

où t ∨ cα désigne le plus grand des deux nombrest et cα .

Théorème 2.2.Soits une fonction radiale(s(x)= S(‖x‖2)) de classeC1 de(Rp)∗ dansR dont le laplacien�s
est sous-harmonique et telle que, pour toutθ ∈ R

p, Eθ [s2] soit fini. Supposons, de plus, queS vérifie(2) et que la
condition(3) soit satisfaite pourF = S etG=K. Alors une condition suffisante pour que l’estimateurγs domine
γ0 est ques satisfasse l’inéquation différentielle

k�s + s2 � 0, (4)

où k est la constante strictement positive définie par

k = 2(1− α)2(α(2/cα)p/2−1&(p/2)− e−cα/2)
p− 2

.

Principe de la démonstration. De (1) et des hypothèses du théorème, on déduit

R(γs, θ)−R(γ0, θ)=
∫

Rp

�K
(‖x − θ‖2)s(x)dx +Eθ

[
s2(X)

] =
∫

Rp

K
(‖x − θ‖2)�s(x)dx +Eθ

[
s2(X)

] ;

par ailleurs on établit que∫

Rp

K
(‖x − θ‖2)�s(x)dx � kEθ

[
�s(x)

]
.

Doncγ domineγ0 si, pour toutθ ,

Eθ [k�s + s2] � 0.

Exemple 1.Les correctionss de la formes(x) = a/(b + ‖x‖2) où a et b sont des constantes positives peuv
servir de cadre d’exemple. Pour raison de simplicité, nous fixonsb = 0, mais les résultats subsistent pourb > 0.

La condition de finitude du risque deγs , soitEθ [s2]<+∞, est trivialement satisfaite pourp � 5 puisque cette
espérance est le moment d’ordre -2 d’une loi duχ2 décentrée àp degrés de liberté.

On vérifie aussi facilement que, pourx �= 0, �s(x) = −2a(p − 4)/‖x‖4 et que�(�s(x)) = 8a(p − 4)(p −
6)/‖x‖6. Ainsi, dès quep � 6, la sous-harmonicité de�s est assurée. Un simple calcul montre alors
l’inéquation différentielle (4) est elle-même satisfaite pour 0< a � 2k(p− 4).

Maintenant, pourS(t) = 1/t , la fonctions est de classeC1 et on peut voir que, pour toutβ > 0,

lim
t→+∞S(β + t2)t = lim

t→+∞S′(β + t2)t = 0,

et donc que la condition (2) du Lemme 2.1 est vérifiée.
Enfin la vérification de la condition (3) est plus technique et est mise en annexe dans le Lemme 4 de [3
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3. Conclusion

Le cœur du Théorème 2.2 est l’inéquation différentielle (4). Elle rappelle l’inéquation 2�s+ s2 � 0 exhibée par
Johnstone [5] dans l’estimation du coût quadratique‖x − θ‖2 et obtenue au travers d’une application réitérée
l’identité de Stein. Le rôle de cette dernière est ici tenu par le Lemme 2.1 qui permet de faire apparaître le l
de la corrections.

C’est, à notre connaissance, la première fois qu’une démonstration formelle (ne nécessitant donc pas d
à des simulations) est donnée de l’amélioration explicite de l’estimateur standard 1− α. La technique induite pa
le Lemme 2.1 nous semble riche de perspectives, en particulier, pour étendre ces résultats, donnés dan
gaussien, à une famille plus grande de lois et à d’autres régions de confiance.
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