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Résumé

On énonce quelques propriétés simples d’une configuration deN corps de masses non toutes égales vérifiant les équa
de Newton et effectuant un mouvement de type « chorégraphie », i.e. se suivant sur la même courbe à intervalles
égaux. On en déduit qu’en toute dimension d’espace, les masses d’une chorégraphie sont égales dans le cas où le
logarithmique. Un raisonnement analogue permet de prouver que les vorticités d’une chorégraphie sont égales pour u
deN tourbillons vérifiant les équations de Helmholtz (Philos. Mag. 33 (1858) 485–512). On donne une généralisatio
résultat à un potentiel quelconque. En particulier, au cours d’une chorégraphie à masses non toutes égales, le ra
la plus petite et la plus grande des distances mutuelles est majoré par une constante indépendante des masses.Pour citer cet
article : M. Celli, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On mutual distances for a choreography with distinct masses.We state some simple properties of a configuration oN

bodies whose masses are not all equal, and whose motion is a ‘choreography’. In such a solution of Newton’s equa
bodies chase each other around the same curve, with the same phase shift between consecutive bodies. It follows
properties that for any dimension of space, the masses of a choreography are the same for a logarithmic potential.
argument shows that the vorticities of a choreography are the same forN vortices which satisfy Helmholtz’s equations (Philo
Mag. 33 (1858) 485–512). We prove a more general result for any potential. In particular, for a choreography with
masses, the ratio between the smallest and the largest mutual distances is bounded by a constant which does not de
masses.To cite this article: M. Celli, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let us considerN bodiesq1, . . . , qN , with massesm1, . . . ,mN , whose arithmetic mean ism, satisfying New-
ton’s equations with exponentα: q̈i =∑

j∈{1,...,N}\{i} mj
qj −qi

‖qj −qi‖α+2 . A periodic motion is called a choreography [

if the bodies follow the same closed curve, with a constant space shift between consecutive bodies. In [4], C
proved that there was no planar choreography with distinct masses forN � 5.

Adresse e-mail :celli@imcce.fr (M. Celli).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.10.014
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Let us defineC(N) by: C(N) = 1
2(N − 1 − 1

N
) if N is odd,C(N) = 1

2(N − 1) if N is even. Letlmin be the
smallest mutual distance andlmax the largest mutual distance. We prove the following theorem:

Theorem 0.1.For any dimension of space, a possible choreography whose masses are not all equal satis
relation:(

lmin

lmax

)inf(2,|α|)
� 2C(N) − 1

2C(N) + 1
.

As a particular case of this theorem, ifα = 0 (logarithmic potential), the masses of a choreography
equal. With the same arguments, it can be shown that the vorticities of a choreography ofN vortices satisfying
Helmholtz’s equations [7] are equal.

To prove this theorem, we have to notice that the configuration of theN bodies is an absolute equilibrium fo
the massesµ1 = m1 − m, . . . ,µN = mN − m. Such an equilibrium satisfies the relation:

∑
1�i<j�N

µiµj

‖qj −qi‖α = 0.
In the caseα = 0, this relation, and the relation:µ1 + · · · + µN = 0, imply that theµi vanish.

The proof of the theorem is based on a generalization of this argument.

1. Préliminaires

Donnons-nousN massesm1, . . . ,mN , qu’il n’est pas nécessaire de supposer positives, dont la moy
arithmétique estm. On poseµi = mi − m. On considère un potentiel de la forme :

Uα(q1, . . . , qN) =
∑

1�i<j�N

mimj

α‖qj − qi‖α
si α �= 0,

Uα(q1, . . . , qN) = −
∑

1�i<j�N

mimj ln
(‖qj − qi‖

)
si α = 0,

qi étant un élément d’un espace affine euclidienE de dimension quelconque,α un réel, appelé exposa
du potentiel. Les équations de Newton associées à ce potentiel ont l’expression :q̈i = Fi(q1, . . . , qN) =∑

j∈{1,...,N}\{i} mj(qj − qi)/‖qj − qi‖α+2.
On appellechorégraphieune solution de ces équations dans laquelle lesN corps se suivent à intervalles de tem

égaux [3]. Les seules chorégraphies actuellement mises en évidence, analytiquement ou numériquement,
des masses égales. Des considérations d’algèbre linéaire permettent d’établir qu’il n’existe pas de cho
plane à masses non toutes égales pourN � 5 [4]. On ignore actuellement s’il existe, pour le potentiel newton
(α = 1) et pourN = 6, une chorégraphie à masses non toutes égales. Notons que, pourN � 4, on peut montrer qu’i
n’existe aucune solution plane « vraiment perverse » (sic, [5]), i.e. admettant deux systèmes de masses
somme, et de même centre d’inertie. Pour certains exposants du potentiel, il existe, d’après [2], des é
relatifs (à rotation près) réunions de polygones réguliers qui sont des solutions « vraiment perverses ». P
enfin que les résultats énoncés dans cette note se généralisent sans peine aux solutions « vraiment perve

Lemme 1.1. Une chorégraphie associée aux massesm1, . . . ,mN est aussi une chorégraphie pour les mas
m, . . . ,m.

Cette propriété découle d’un calcul élémentaire [4].

Lemme 1.2. Une chorégraphie possède, à tout instant, une configuration d’équilibre(absolu) pour les masse
µ1 = m1 − m, . . . ,µN = mN − m (m désigne la moyenne arithmétique desmi ).
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Cette propriété découle du Lemme 1.1 et de la linéarité des équations de Newton en les masses.

Lemme 1.3. Au cours d’une chorégraphie, lesqi(t) vérifient, à tout instant, la relation:∑
1�i<j�N

µiµj‖qj (t) − qi(t)‖2 = 0.

Démonstration. Il est facile de vérifier qu’au cours du mouvement, le centre d’inertie et l’isobarycentre
confondus [4]. Ceci nous donne :

∑N
i=1 µi(qi(t) − Ω) = 0, relation indépendante de l’origineΩ choisie. Il suffit

alors d’élever cette égalité au carré et d’exploiter le fait que la somme desµi soit nulle. ✷
Remarque 1. Les solutions « vraiment perverses » sont les solutions vérifiant les Lemmes 1.2 et 1
éventuelles chorégraphies à masses distinctes seraient donc vraiment perverses.

2. Configurations centrales de multiplicateur nul

A masses positives, la configuration(q1, . . . , qN), de centre d’inertieG, est traditionnellement qualifiée d
centrale si, et seulement si, il existeξ ∈ R

∗ tel que l’on ait, pour touti ∈ {1, . . . ,N} :

Fi(q1, . . . , qN) = ξ(qi − G). (1)

Pour des masses de signe quelconque, nous dirons qu’une configuration(q1, . . . , qN) est centrale si, et seuleme
si, il existeξ ∈ R tel que l’on ait, pour tousi, j ∈ {1, . . . ,N} :

Fj (q1, . . . , qN) − Fi(q1, . . . , qN) = ξ(qj − qi). (2)

ξ est appelé multiplicateur de la configuration centrale. Cette définition d’une configuration centrale
équivalente à celle proposée par [1].

Si ξ �= 0, il existe un centreΩ vérifiant, pour touti ∈ {1, . . . ,N} : Fi(q1, . . . , qN) = ξ(qi −Ω). On montre que le
mouvement engendré par cette configuration, pour des vitesses initiales nulles, est un effondrement hom
surΩ .

Si ξ = 0, il n’y a plus de centre privilégié. A somme des masses non nulle, il s’agit d’une configu
d’équilibre : la configuration ne varie pas au cours du temps pour des vitesses initiales nulles. Comme
peut se produire si toutes les masses sont positives, les caractérisations (1) et (2) d’une configuration cen
équivalentes à masses positives.

A somme des masses nulle, siξ = 0, le mouvement engendré pour des vitesses initiales nulles est une tran
uniformément accélérée. Ce phénomène avait été mis en évidence par Dziobek dans le cas de deux co
toute configuration est centrale, et se produit notamment pour une configuration équilatérale deN corps (le cas
N = 3 correspondant à la configuration centrale dite de Lagrange).

Lemme 2.1. Une configuration centrale(q1, . . . , qN), de multiplicateur nul pour les massesm1, . . . ,mN , de
somme nulle, vérifie la relation:

∑
1�i<j�N mimj/‖qj − qi‖α = −λ(q1, . . . , qN) · F(q1, . . . , qN), où l’on note

F(q1, . . . , qN) la valeur commune desFi(q1, . . . , qN) etλ(q1, . . . , qN) =∑N
i=1 mi(qi − Ω), indépendant deΩ .

Démonstration. Pour toutΩ ∈ E :

λ(q1, . . . , qN) · F(q1, . . . , qN) =
N∑

i=1

(
miFi(q1, . . . , qN)

) · (qi − Ω)

= dUα(q1, . . . , qN)(q1 − Ω, . . . , qN − Ω) = −
∑

1�i<j�N

mimj

‖qj − qi‖α
.
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Notons que ce dernier terme est égal à−αUα(q1, . . . , qN) si α �= 0, et est constant siα = 0. Ceci suggère
d’étudier en premier lieu le casα = 0. ✷

3. Le cas du potentiel logarithmique

Le lemme suivant énonce, dans le langage du problème desN corps, un résultat connu concernant les systè
de tourbillons dans le plan [8], solutions des équations de Helmholtz [7].

Lemme 3.1. Pour le potentiel logarithmique, il n’existe pas d’équilibre d’un système deN corps de masses no
toutes nulles, de somme nulle.

Démonstration. Pour un tel équilibre, les masses vérifieraient en effet :

N∑
i=1

m2
i =

(
N∑

i=1

mi

)2

− 2
∑

1�i<j�N

mimj = 0

d’après le Lemme 2.1.✷
Remarque 2.On sait, en particulier grâce à [2], que ce résultat est faux pour d’autres potentiels, dont le p
newtonien.

L’argument de cette démonstration permet également de prouver qu’un équilibre à somme des mas
n’est pas équilatéral (deux distances mutuelles au moins sont distinctes).

Théorème 3.2.Les masses d’une chorégraphie à potentiel logarithmique sont égales.

Démonstration. D’après le Lemme 1.2, la configuration est, à tout instant, un équilibre pour les massesµi . La
somme desµi étant nulle, on déduit du Lemme 3.1 que lesµi sont nuls. ✷

Cet énoncé reste évidemment vrai pour un système de tourbillons :

Théorème 3.3.Les vorticités d’une chorégraphie de tourbillons sont égales.

4. Cas général

Pour N � 2, on noteSN−1 la sphère unité deRN , munie de la norme euclidienne standard. SoitDN =
{(x1, . . . , xN) ∈ SN−1,

∑N
i=1 xi = 0}.

Lemme 4.1. Pour toutN ∈ N \ {0,1}, le maximumC(N) de
∑

1�i<j�N |xi‖xj | sur DN vaut: 1
2(N − 1− 1

N
) si

N est impair,1
2(N − 1) si N est pair.

Lemme 4.2. Pour toutN ∈ N \ {0,1}, toute configuration d’équilibre(q1, . . . , qN) pour le potentiel d’exposan
α ∈ R, associée à des masses non toutes nulles, de somme nulle, vérifie la relation:

sup
(x1,...,xN )∈DN

inf
s∈R

∑
1�i<j�N

|xi‖xj |
∣∣∣∣1− s

‖qj − qi‖α

∣∣∣∣� 1

2
.
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Démonstration. Notonsm1, . . . ,mN les masses. On peut supposer, par commodité,
∑N

i=1 m2
i = 1. Le lemme

découle de la relation : 1=∑N
i=1 m2

i = (
∑N

i=1 mi)
2 − 2

∑
1�i<j�N mimj = −2

∑
1�i<j�N mimj (1− s

‖qj −qi‖α ),
corollaire du Lemme 2.1 (F(q1, . . . , qN) = 0 ici). ✷

Etant donnée une configuration(q1, . . . , qN), on notelmin la plus petite distance entre deux corps, etlmax la plus
grande distance entre deux corps.

Lemme 4.3. Une configuration d’équilibre(q1, . . . , qN) associée à un système de masses non toutes nulle
somme nulle, vérifie: (lmin/lmax)

|α| � (2C(N) − 1)/(2C(N) + 1), C(N) étant défini dans l’énoncé du Lemme4.1.

Démonstration.

1

2
�
(

inf
s∈R

sup
1�i<j�N

∣∣∣∣1− s

‖qj − qi‖α

∣∣∣∣
)(

sup
(x1,...,xN )∈DN

∑
1�i<j�N

|xi‖xj |
)

= C(N) inf
s∈R

sup
1�i<j�N

∣∣∣∣1− s

‖qj − qi‖α

∣∣∣∣.
On vérifie facilement que :

inf
s∈R

sup
1�i<j�N

∣∣∣∣1− s

‖qj − qi‖α

∣∣∣∣= inf
s∈R

sup

(∣∣∣∣1− s

lαmin

∣∣∣∣,
∣∣∣∣1− s

lαmax

∣∣∣∣
)

= |lαmax− lαmin|
lαmax+ lαmin

. ✷
Remarque 3.Le Lemme 3.1 et l’absence d’équilibre équilatéral à somme des masses nulle peuvent être vus
des conséquences immédiates de ce résultat.

Théorème 4.4.Pour tout N ∈ N \ {0,1}, toute chorégraphie(q1(t), . . . , qN(t)) pour le potentiel d’expo
sant α ∈ R, associée à des masses non toutes égales, vérifie, à toute datet : (lmin(t)/lmax(t))

inf(2,|α|) �
(2C(N) − 1)/(2C(N) + 1), où lmin(t) désigne la plus petite distance entre deux corps etlmax(t) la plus grande
distance entre deux corps, etC(N) est défini dans l’énoncé du Lemme4.1.

Démonstration. Il s’agit d’appliquer les Lemmes 1.2 et 4.3, en remarquant que, d’après le Lemme 1.3
coïncidence, l’énoncé du Lemme 4.3 reste vrai si l’on remplaceα par−2. ✷
Remarque 4.L’absence de chorégraphie de trois corps à masses distinctes lorsque|α| < 2 est une conséquenc
directe de ce théorème. En effet, il est facile de vérifier qu’au cours d’une chorégraphie à masses distinct
certaine datet , il existe des indicesi, j , k deux à deux distincts tels que‖qj (t) − qi(t)‖ = ‖qk(t) − qi(t)‖ soit la
plus petite des distances mutuelles. On a alors :lmax(t) = ‖qk(t) − qj (t)‖ � ‖qk(t) − qi(t)‖ + ‖qj (t) − qi(t)‖ �
2lmax(t)/41/|α|, ce qui est impossible si|α| < 2. Notons que cet argument exprime que la condition :lmax � lmin
définit un domaine constitué de trois composantes connexes dans l’espace des triangles. Comme les tro
suivent, les trois composantes connexes sont visitées au cours du mouvement, ce qui est impossible.
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