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Résumé

On propose dans cette Note une justification rigoureuse de la loi de comportement limite d’un matériau électroma
bianisotrope avec mémoire présentant une structure périodique et dont tous les paramètres constitutifs dépendent
Cette étude est menée sur les formulations temporelle puis fréquentielle des équations de Maxwell en appliquant la
de l’éclatement périodique introduite par D. Cioranescu, A. Damlamian et G. Griso.Pour citer cet article : A. Bossavit et al.,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Modelling of periodic electromagnetic structures – bi-anisotropic materials with memory. In this Note we propose
rigorous justification of the limit constitutive law of a periodic bi-anisotropic electromagnetic structure with memory
study is based on the periodic unfolding method, introduced by D. Cioranescu, A. Damlamian and G. Griso, and is ap
the time domain and on the frequency domain.To cite this article: A. Bossavit et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version
Let α be a positive parameter meant to go to 0, we consider the electromagnetic fielduα of a chiral material

defined by its constitutive law:Lαuα(t, x)=Aα(t, x)uα(t, x)+∫ t
0 B

α(s, x)uα(s, x)ds+∫ t
0 C

α(t−s, x)uα(s, x)ds
in which the 6× 6 matricesAα, Bα, Cα are assumed to beperiodicwith periodα (as discussed in the beginnin
of Section 1.2) and not necessary diagonal. The fielduα is the unique solution to the variationnel problem (3).

To study the limit of the sequence{uα}α we introduce theperiodic unfolding operatorTα and give its main
property in Theorem 1.2.

Under appropriate assumptions stated in Theorem 1.3, we get the limitu of the sequence{uα}α as the unique
solution to the homogenized problem (5) where the new constitutive law is given byLu(t, x) = A(t)u(t, x) +

Adresses e-mail :bossavit@lgep.supelec.fr (A. Bossavit), georges.griso@wanadoo.fr (G. Griso), b.miara@esiee.fr (B. Miara).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.09.040
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∫ t
0 B(s)u(s, x)ds + ∫ t

0 C(t, s)u(s, x)ds. The expression of theeffective parametersA, B, C is given in (10) and
we note that the last integral term is not of a convolution form!

The proof of this result is based on the existence of two correctorsū and ¯̄u which appear in the limit problem (7
Thefirst correctorū, which is linear inu (instead of linear in∇u as in diffusion problems) is the superposition
three elementary correctors,	wA which depends upon the operatorA, 	w 0 which is related to the initial conditionu0,
and the kernel	w: ū(t, x, y)= 	wAk (t, y)uk(t, x)+ 	w 0

k(t, y)u
0
k(x)+

∫ t
0 	wk(t, s, y)uk(s, x)ds. Thesecond corrector

is given in [2].
In the last section we investigate thestationary Maxwell equationsand get, through Theorem 2.1, the lim

problem with the effective matrices and the extra source (11).

1. Lois de comportement et équations de Maxwell généralisées

L’homogénéisation des équations de Maxwell a déjà été traitée par la méthode de la compacité par com
et par la méthode à double échelle [1–4]. Nous nous proposons de fournir ici un résultat d’homogén
général dans le cas où tous les coefficients qui interviennent dans la loi de comportement dépendent d
Les démonstrations détaillées se trouvent dans [2].

1.1. Problème d’évolution

On considère un domaineΩ de R
3 de frontière∂Ω lipschitzienne, un tempsT > 0 et on noteE le champ

électrique,H le champ magnétique etu : (0, T )×Ω → R
6, u= (E,H) le champ électromagnétique. Sous l’act

d’une source extérieurej : (0, T )×Ω → R
6, j = (jE, jH ) le champu est solution du problème d’évolution po

sur(0, T )×Ω suivant :
d
dt Lu(t, x)=Mu(t, x)+ j (t, x) dans(0, T )×Ω,

u(0, x)= u0(x) dansΩ,
n(x)∧ u1(t, x)= 0 sur(0, T )× ∂Ω,

(1)

oùM est l’opérateur de Maxwell

M :v = (v1, v2) ∈ L2(Ω,R6) →Mv =
(

rotv2

−rotv1

)
.

Dans le cas d’un milieu diélectrique linéaire etisotropela loi de comportement associée à l’opérateurL qui relie
l’induction électriqueD et l’induction magnétiqueB àE etH est de la forme :{

D(t, x)= ε0εr(t, x)E(t, x)+
∫ t

0 σ
E(s, x)E(s, x)ds + ∫ t

0 ν
E(t − s)E(s, x)ds,

B(t, x)= µ0µr(t, x)H(t, x)+
∫ t

0 σ
H (s, x)H(τ, x)ds + ∫ t

0 ν
H (t − s)H(τ, x)ds,

avecεr,µr , . . . qui sont des scalaires ou des matrices diagonales. Dans ce travail on étend l’étude au
matériauxchiraux, c’est-à-dire ceux dont la loi de comportement est symétrique enE etH , ce qui conduit à la
représentation suivante deL :

Lu(t, x)=A(t, x)u(t, x)+
t∫

0

B(s, x)u(s, x)ds +
t∫

0

C(t − s, x)u(s, x)ds, (2)

où les matricesA, B, C d’ordre 6 sont quelconques.
On introduit les trois espaces

H(rot,Ω)= {v ∈ L2(Ω;R
3), rotv ∈ L2(Ω;R

3)},
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H0(rot,Ω)= {v ∈H(rot,Ω), n(x)∧ v(x)= 0 dansH−1/2(∂Ω,R3)},
V (Ω)=H0(rot,Ω)×H(rot,Ω) et on établit un premier résultat général.

Proposition 1.1. Soit A ∈ W2,1(0, T ,L∞(Ω,R36)) une matrice symétrique et uniformément coercive,B ∈
W2,1(0, T ,L∞(Ω,R36)) etC ∈W2,1(0, T ,L∞(Ω,R36)). Alors le problème

d
dt

(
A(t, x)u(t, x)+ ∫ t

0 B(s, x)u(s, x)ds + ∫ t
0 C(t − s, x)u(s, x)ds

)
=Mu(t, x)+ j (t, x) dans(0, T )×Ω,

u(0, x)= u0(x) dansΩ,
n(x)∧ u1(t, x)= 0 sur (0, T )× ∂Ω

admet une solution uniqueu ∈W1,∞(0, T ,L2(Ω,R6)) ∩ L∞(0, T ,V (Ω)) associée à la condition initialeu0 ∈
V (Ω) et à la source extérieurej ∈W1,1(0, T ,L2(Ω;R

6)). De plus cette solution vérifie les majorations:

‖u‖L∞(0,T ,V (Ω)) + ‖du/dt‖L∞(0,T ,L2(Ω)) � c
(‖j‖W1,1(0,T ,L2(Ω)) +

∥∥u0
∥∥
V (Ω)

)
.

1.2. Homogénéisation et opérateur d’éclatement périodique

On considère maintenant un matériau dont la structure périodique est caractérisée par un motif éléme
taille α. On noteY =]0,1[ 3 la cellule de référence. Pour toutz ∈ R

3 on note[z] l’unique combinaison entièr
telle quez− [z] ∈ Y , alors pour toutx ∈ R

3 on a la décomposition uniquex = α([ x
α
] + { x

α
}). On suppose que le

paramètres de la loi de comportement sont oscillants et de la formeAα(x)= A({ x
α
}), Bα(x)= B({ x

α
}), Cα(x)=

C({ x
α
}). On étudie la limite de la suite des champs électromagnétiques{uα}α solutions des problèmes variationne∫
Ω

Lαuα · v =
∫
Ω

Aα(0)uα,0 · v +
t∫

0

∫
Ω

rotuα2 · v1 − rotuα1 · v2 + jα · v ∀t ∈ (0, T ), ∀v ∈L2(Ω;R
6). (3)

L’opérateur d’éclatement périodiqueTα :v ∈L2(Ω;R)→L2(Ω × Y ;R) (introduit dans [3]) est défini par :

Tα(v)(x, y)= v
(
α[x/α] + αy

)
, x ∈Ω, y ∈ Y,

avecv prolongé par 0 en dehors deΩ . La propriété deTα dont nous avons besoin pour établir la convergenc
uα est énoncée dans le théorème suivant.

Théorème 1.2. Soit {vα}α une suite uniformément bornée dansH(rot,Ω). Après extraction éventuelle de sou
suites, il existe trois champs: v ∈H(rot,Ω), v̄ ∈ L2

(
Ω,H 1

per(Y ;R)), ¯̄v ∈L2(Ω,H 1
per(Y ;R

3)), divy( ¯̄v)= 0, tels
que:

vα ⇀ v dansH(rot,Ω) faible, Tα
(
vα

)
⇀v + ∇yv̄ dansL2(Ω × Y ;R

3) faible,

Tα
(
rotvα

)
⇀ rotx v + roty ¯̄v dansL2(Ω × Y ;R

3) faible.

On rappelle que toutes les fonctions à valeurs dansL2(Y ) sont de moyenne nulle.

Idée de la démonstration. On utilise la décompositionH(rot,Ω) = ∇H 1
0 (Ω)⊕ H(rot,div0,Ω), avecH(rot,

div0,Ω)= {v ∈L2(Ω,R3), rotv ∈L2(Ω), divv = 0 dansL2(Ω)}.

Hypothèses. Pour pouvoir étudier le comportement asymptotique de la solution on fait les hypothèses su
sur les données :{

uα,0 → u0 dansV (Ω) fort,
jα → j dansW1,1

(
0, T ;L2

(
Ω;R

6
))

fort.
(4)

On est alors en mesure de formuler le problème homogénéisé.
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Théorème 1.3. Soit Aα ∈ W2,1+β(0, T ,L∞(Ω,R36)) une matrice symétrique et uniformément coerc
Bα ∈ W2,1+β(0, T ,L∞(Ω,R36)) et Cα ∈ W2,1+β(0, T ,L∞(Ω,R36)) avec β > 0, uα,0 ∈ V (Ω) et jα ∈
W1,1(0, T ,L2(Ω)) vérifiant(4), la suite{uα}α converge vers un unique champ électromagnétique limite

u= (E,H) ∈W1,∞(
0, T ,L2(Ω,R6)) ∩L∞(

0, T ,V (Ω)
)

solution du problème global homogénéisé
d
dtLu=Mu+ j − d

dtL
0u0 dans(0, T )×Ω,

u(0)= u0 dansΩ,
n∧ u1 = 0 sur (0, T )× ∂Ω.

(5)

La source extérieure supplémentaired
dtL0u0 ne dépend que de la condition initialeu0, son expression est donn

ci-dessous en(9).
La loi de comportement homogénéiséeL qui relie le déplacement électrique limiteD et l’induction magnétique

limite B aux champsE etH : (D,B)= L(E,H) est de la forme:

Lu(t, x)=A(t)u(t, x)+
t∫

0

B(s)u(s, x)ds+
t∫

0

C(t, s)u(s, x)ds, (6)

oùA, B, C sont trois matrices indépendantes dex, leurs expressions étant données ci-dessous en(10).

Idée de la démonstration. Elle se fait en plusieurs étapes que nous présentons succinctement.
(i) On montre que la solutionuα de (3) est uniformément bornée et, en s’appuyant sur le Théorème 1

établit qu’il existe trois champs limites :
u ∈W1,∞(

0, T ;L2
(
Ω;R

6
)) ∩L∞(

0, T ;V (Ω)),
ū ∈W1,∞(

0, T ;L2
(
Ω,H 1

per

(
Y ;R

2
)))
,

¯̄u ∈ L∞(
0, T ;L2

(
Ω,H 1

per

(
Y ;R

6
)))
, divy

( ¯̄u1
) = 0, divy

( ¯̄u2
) = 0

qui sont solutions du problème :∫
Ω×Y

L(u+ ∇y ū)(t) · v =
t∫

0

∫
Ω×Y

((
rotx u2(s)+ roty ¯̄u2(s)

) · v1 − (
rotx u1(s)+ roty ¯̄u1(s)

) · v2
)
ds

+
t∫

0

∫
Ω×Y

j (s) · v ds +
∫

Ω×Y
A(0)u0 · v ∀v ∈ L2(Ω × Y ). (7)

(ii) Pour construire la solution homogénéiséeu et les correcteurs̄u et ¯̄u on choisit des fonctions de test qui u
lisent la décomposition orthogonaleL2(Y )= ∇H 1

per(Y )⊕Hper(div0, Y ) oùH(div0, Y )= {v ∈ L2(Y ), divv = 0

dansL2(Y )}. On considère la décompositionu(t, x)= uk(t, x)ek où ek est la base canonique deR
6 et on montre

que le premier correcteurū peut être mis sous la forme :

ū(t, x, y)= 	wAk (t, y)uk(t, x)+ 	w 0
k(t, y)u

0
k(x)+

t∫
0

	wk(t, s, y)uk(s, x)ds avecū(0, x, y)= 0. (8)

Les trois familles de correcteurs élémentaires(	wA,	w 0,	w) (à valeurs dansR6) sont solutions de différent
problèmes de diffusion locaux posés surY :

• Le correcteur	wA
k ∈W2,1+β(0, T ,H 1

per(Y )), qui ne dépend que de l’opérateurA, résout :
∫
Y A(t, y)∇y	wAk (t, y) ·

∇yv̄(y)dy = − ∫
Y A(t, y)ek · ∇y v̄(y)dy ∀v̄ ∈H 1

per(Y ).
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• Le correcteur	w 0
k ∈W2,1+β(0, T ,H 1

per(Y )), qui est associé à la condition initialeu(0, ·), résout :
∫
Y
L∇y	w 0

k(t, y)

∇yv̄(y)dy = ∫
Y A(0, y)ek · ∇yv̄(y)dy ∀v̄ ∈H 1

per(Y ).

• Et le noyau	wk ∈W2,1+β(D,H 1
per(Y )) avecD = {(t, s) ∈ [0, T ]2: s � t} résout :

∫
Y
(A(t, y)∇y	wk(t, s, y)+∫ t

s (B(s1, y)+C(t − s1, y))∇y	wk(s1, s, y)ds1) · ∇yv̄(y)dy = − ∫
Y (B(s, y)+C(t − s, y))(ek + ∇y	wAk (s, y)) ·

∇yv̄(y)dy ∀v̄ ∈H 1
per(Y ), ∀(t, s) ∈ D.

On en déduit alors
∫
Y L(u+ ∇y ū)dy = Lu+ L0u0 où l’opérateur homogénéiséL0 est associé à la conditio

initiale u0 par :

L0u0(t, x)= u0
k(x)

∫
Y

L∇y	w 0
k(t, y)

= u0
k(x)

∫
Y

(
A(t, y)∇y	w 0

k(t, y)+
t∫

0

(
B(s, y)+C(t − s, y)

)∇y	w 0
k(s, y)ds

)
, (9)

et où l’opérateur homogénéiséL est donné par (6). Les nouvelles matrices homogénéiséesA, B, C sont définies
par leurs colonnes :

Ak(t)=
∫
Y

A(t, y)
(
ek + ∇y	wAk (t, y)

)
dy, Bk(t)=

∫
Y

B(t, y)
(
ek + ∇y	wAk (t, y)

)
dy,

Ck(t, s)=
∫
Y

(
A(t, y)∇y	wk(t, s, y)+

t∫
s

(
B(τ, y)+C(t − τ, y)

)∇y	wk(τ, s, y)dτ)dy

+
∫
Y

C(t − s, y)
(
ek + ∇y	wAk (s, y)

)
dy. (10)

On remarque que dans (6) le dernier terme est plus général qu’un produit de convolution !
La convergence de l’opérateur « rotationnel » fait apparaitre un deuxième correcteur¯̄u, son expression e

fonctionu est donnée dans [2]. La convergence forte des suites{uα}α et {rotuα}α est établie dans [2].

2. Approche fréquentielle

Pour étudier le problème stationnaire on suppose queAα et Bα sont indépendants du temps et on n
v̂(p)= ∫ ∞

0 e−ptv(t)dt la transformée de Laplace dev.
Soit Aα ∈ L∞(Ω,R36) une matrice symétrique et uniformément coercive,Bα ∈ L∞(Ω,R36) et Cα ∈

W1,1(R+,L∞(Ω,R36)), il existe alorsp0 > 0 tel queûα = (Êα, Ĥ α) ∈L∞((p0,∞),V (Ω)) est l’unique solution
de l’équation d’équilibre :{(

pAα(x)+Bα(x)+ pĈα(p, x)
)
ûα =Mûα(p,x)+ ĵ α(p, x)+Aα(x)uα,0(x) dansΩ, ∀p � p0,

n∧ ûα1 = 0 sur∂Ω.

La loi de comportement fréquentielle associée à (2) s’écrit :(D̂α(p, x), B̂α(p, x)) = (Aα(x) + 1
p
Bα(x) +

Ĉα(p, x))ûα(p, x). En reprenant les notations de la section précédente :Aα(x) = A({ x
α
}), Bα(x) = B({ x

α
}),

Ĉα(p, x)= Ĉ(p, { x
α
}) on obtient, par une démarche analogue, le résultat de convergence qui suit.

Théorème 2.1. La suite{ûα}α converge vers un champ limitêu ∈L∞((p0,∞),V (Ω)) donné par{(
pA+B + pĈ(p)

)
û(p, x)=Mû(p,x)+ ĵ (p, x)− L̂ 0u0(p, x) dansΩ, ∀p � p0,
n∧ û1 = 0 sur ∂Ω.
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Les matrices homogénéisées et la source supplémentaire sont données ci-dessous en(11).

Idée de la démonstration. En procédant comme dans le cas d’évolution on obtient le problème limite éclat∫
Ω×Y

(
pA+B + pĈ(p)

)(
û(p)+ ∇y ū(p)

) · v =
∫

Ω×Y

(
rotx û2(p)+ roty ¯̄u2(p)

) · v1

− (
rotx û1(p)+ roty ¯̄u1(p)

) · v2 +
∫

Ω×Y

(
ĵ (p)+Au0) · v ∀v ∈L2(Ω × Y ), ∀p � p0.

Comme précédemment le premier correcteur, qui permet de calculer la solution finaleû, est donné pa
ū(p, x, y)= 	wAk (y)ûk(p, x)+ 	wk(p,y)ûk(p, x)+ 	w 0

k(p, y)u
0
k(x) avec

• 	wAk ∈H 1
per(Y ) unique solution de

∫
Y
A∇y	wAk · ∇yv̄ = − ∫

Y
Aek · ∇y v̄ ∀v̄ ∈H 1

per(Y ),

• 	wk ∈L∞((p0,∞),H 1
per(Y )) unique solution de

∫
Y (pA+B+pĈ)∇y	wk ·∇y v̄ = − ∫

Y (B+pĈ)(ek+∇y	wAk ) ·
∇yv̄ ∀v̄ ∈H 1

per(Y ),

• 	w 0
k ∈L∞((p0,∞),H 1

per(Y )) unique solution de
∫
Y
(pA+B +pĈ)∇y	w0

k · ∇y v̄ = ∫
Y
Aek · ∇y v̄ ∀v̄ ∈H 1

per(Y ).

On obtient alors les expressions suivantes desmatrices effectiveset du terme de source :

Ak =
∫
Y

Ak(y)
(
ek + ∇y	wAk (y)

)
, Bk =

∫
Y

B(y)
(
ek + ∇y	wAk (y)

)
,

Ĉk(p)=
∫
Y

Ĉ(p, y)
(
ek + ∇y	wAk (y)

) +
(
A(y)+ 1

p
B(y)+ pĈ(p,y)

)
∇y	wk(p,y), (11)

L̂ 0u0(p, x)=
∫
Y

(
pA(y)+B(y)+ pĈ(p,y)

)∇y	w 0
k(p, y)u

0
k(x)−

∫
Y

A(y)u0(x).

Le deuxième correcteur est donné dans [2].

3. Conclusion

Lors de l’approche temporelle, on a établi les résultats d’homogénéisation dans le cas le plus gé
A, B, C sont des matrices qui dépendent du temps et on a obtenu la loi de comportement (6) où les
A et B dépendent du temps et oùC est un noyau. Cependant siA et B sont indépendantes det on montre
alors dans [2] que la nouvelle loi de comportement homogénéisée est de la même forme que la loi initi
Lu(t, x)=Au(t, x)+B

∫ t
0 u(s, x)ds+ ∫ t

0 C(t − s)u(s, x)ds. Si de plus les phénomènes sont sans mémoire, i
C = 0, on retrouve les résultats classiques.
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