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Résumé

Nous étudions la stabilisation d’un système de deux équations linéaires, dont une seule équation est amortie par u
feedback. Nous montrons qu’un contrôle convenablement choisi peut compenser les parties réelles des valeures
système, et donc fournir le meilleur taux de décroissance polynomiale de l’énergie du système pour des donnée
régulières.Pour citer cet article : P. Loreti, B. Rao, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Spectral compensation and optimal energy decay rate for partially damped systems. We study the stabilization o
systems of two equations, for which only one equation is damped by a feedback control. We show that a well chose
can compensate the real parts of the eigenvalues of the system, therefore, giving the optimal polynomial energy dec
the system for smooth initial data.To cite this article: P. Loreti, B. Rao, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

LetA be a a self-adjoint coercive operator andB a linear bounded operator in a separated Hilbert spaceH . We
consider the following weakly coupled and partially damped system:{

ytt +Ay +Byt + au= 0,
utt +Au+ ay = 0.

(1)

First we define the energy space:H =D(A1/2)×H ×D(A1/2)×H . We next define the operatorA :D(A)→H
by
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1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.08.009
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D(A)=D(A)×D(
A1/2) ×D(A)×D(

A1/2),
A(y, z,u, v)= (z,−Ay − au−Aγ z, v,−Au− αy).

Then settingw = (y, yt , u,ut ), we convert the system (1) into an evolutionary equation:

d

dt
w= Aw, w(0)=w0 ∈H. (2)

Using the spectral decomposition theory [2], we can easily prove that theC0 semigroup of contractionsS(t)= eA t

is strongly stable on the energy spaceH. Moreover, constucting a sequency of real numbersµn → +∞ and
sequency of vectorswn ∈D(A) such that

‖wn‖H = 1,
∥∥(iµnI −A)wn

∥∥2
H → 0

we prove that the resolvent ofA is not uniformly bounded on the imaginary axis. Following Huang [3],S(t) is not
uniformly stable on the energy spaceH. Therefore, we look for a polynomial energy decay rate for smooth in
data of the system (2).

Theorem 0.1. Let γ � 0 and a ∈ R be small enough. Then for anyw0 ∈ D(A), there exists a positive consta
C > 0 independent ofw0 such that the following estimate of energy decay rate holds:

E(t)� C‖Aw0‖2 1

tδ(γ )
, ∀t > 0,

where we have put:

δ(γ )=
{−1/γ , γ � −1/2,

2, γ = −1/2,
1/(γ + 1), γ � −1/2.

(3)

Now let us define:

E1(t)= 1

2

(∥∥A1/2y(t)
∥∥2
H

+ ∥∥yt(t)∥∥2
H

)
, E2(t)= 1

2

(∥∥A1/2u(t)
∥∥2
H

+∥∥ut (t)∥∥2
H

)
the energies of the first equation and the second equation, respectively. The following result gives the dis
of the total energyE(t) in the two equations.

Theorem 0.2. Let γ � 0 anda ∈ R be small enough. Then for all initial dataw0 ∈D(A), there exists a positiv
constantC > 0 independent ofw0 such that the following estimates of energy decay rate hold: we have the
following estimations


E1(t)� C‖Aw0‖2 1

t2
, E2(t)� C‖Aw0‖2 1

t1/(γ+1)
, γ � −1

2
;

E1(t)� C‖Aw0‖2 1

t−1/γ , E2(t)� C‖Aw0‖2 1

t−1/γ , γ � −1

2
.

(4)

The proofs of Theorems 0.1 and 0.2 are based on the asymptotical expansion of the spectre ofA.
From Theorem 0.1, we see that the decay rateδ(γ ) is an increasing function for−∞< γ � −1/2, decreasing

for −1/2 � γ � 0. The best decay rateδ = 2 occurs forγ = −1/2. More precisely, from Theorem 0.2, th
system (1) isoverdampedfor γ >−1/2. In that case, the eigenvectors of the two equations are coupled by m
of a term of order 1/µ2γ+1

n . Although the feedback control can bring quickly the energyE1(t) of first equation
back to rest at the rate 1/t2, its influence on the second equation is very weak, in which the energyE2(t) decays
only at the rate 1/t1/(γ+1). Therefore, the total energyE(t) of the system decays slowly. In the caseγ � −1/2, the
eigenvectors of the two equations are coupled by means of a term of order O(1). The dissipation of the first equatio
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is well transmitted into the second equation. The energies of the two equations as well as the total energy
the same ordert1/γ . This balanced distribution of energy within the two equations is due to the compensa
real parts of the two branches of eigenvalues.

We conclude that a stronger dampingAγ yt could not always give a better total decay rate of energy. A g
damping should provide a compensation of real parts of the two branches of eigenvalues.

1. Introduction

Soit H un espace de Hilbert séparable et soientA un opérateur auto-adjoint coercif dansH , et γ � 0 un
paramètre négatif. Nous considérons le système des équations faiblement couplées et partiellement amo{

ytt +Ay +Aγ yt + au= 0,
utt +Au+ ay = 0.

(1)

Remarquons que le contrôle feedbackAγ yt est appliqué directement à la première équation, et la deux
équation est amortie par l’intermédiare du couplage et donc par un contrôle indirect selon une
terminologie [11]. D’autre part, le contrôleAγ est compact dansH pour toutγ < 0. Il devient plus fort quand
la valeur deγ est plus gande.

Définissons d’abord l’espace de l’énergieH par :

H =D(
A1/2) ×H ×D(

A1/2) ×H.
Puis nous introduisons un opérateur non-bornéA :D(A)→H comme

D(A)=D(A)×D(
A1/2) ×D(A)×D(

A1/2),
A(y, z,u, v)= (z,−Ay − au−Aγ z, v,−Au− αy).

Ensuite, posantw = (y, yt , u,ut ), nous écrivons le système (1) sous la forme d’une équation d’évolution :

d

dt
w= Aw, w(0)=w0 ∈H. (2)

Il est clair que l’opérateurA engendre unC0 semi-groupe de contractionsS(t) sur l’espace d’énergieH. En
appliquant la théorie de décomposition spectrale [2], on montre facilement que‖S(t)w0‖ → 0 pour toute donné
initiale w0 ∈ H. Supposons de plus queA admet une suite de valeurs propresµ2

n → +∞ et les vecteurs propre
associésen forment une base hilbertienne dansH . Alors en définissant une suite :wn = 1√

2µn
(0,0, en, iµnen), un

calcul direct montre

‖wn‖H = 1,
∥∥(iµnI −A)wn

∥∥2
H = a2

2µ2
n

→ 0.

Ainsi la résolvente deA n’est pas uniformément bornée sur l’axe imaginaire. D’après un résultat de Huan
nous concluons que le semi-groupeS(t) n’est pas uniformément stable surH. Nous nous intérêssons donc à
décroissance polynomilale de l’énergie du système (2) pour des données initiales régulières :w0 ∈D(A).

Dans cette Note, nous établissons le taux de décroissance de l’énergie. Nous montrons qu’un cont
fort n’entraîne pas forcément une décroissance plus rapide de l’énergie totale du systeme (2). Ceci par
fait naturel, puisqu’un contrôle fort ramène rapidement la première équation au repos, mais son influen
deuxième équation, via le couplage, dépend du paramètreγ et pourrait être très faible pour certaines valeurs dγ ,
par exempleγ = 0 comme dans [1]. Dans ce cas, le système est « essentiellement découplé » et l’énergie
longtemps dans la deuxième équation. Cette répartition déséquilibrée de l’énergie dans les deux équatio
au fait qu’une branche de valeurs propres s’approche de l’axe imaginaire beaucoup plus rapidement qu
branche. Ainsi nous cherchons des contrôles qui récompensent les parties réelles des valeurs propres et a
meilleur taux de décroissance de l’énergie totale du système considéré.
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Nous mentionnons Russell [11] pour une formulation générale des systèmes partiellement amortis et J.
[7] pour la controlabilité exacte et l’observabilité de systèmes couplés. Par ailleurs, il y a un grand nom
publications récentes concernant la décroissance polynomilale de l’énergie de systèmes distribués. C
exemple les approches spectrales dans [4,5] et [9], les approches par domaine frequence dans [8] et les
de mutiplicateurs dans [1] et [10].

2. Résultats principaux

Nous donnons d’abord un résultat général sur la décroissance polynomiale de l’énergie d’unC0 semi-groupe.

Théorème 2.1. Soit S(t) un C0 semi-groupe de contractions engendré par un opérateurA sur un espace d
Hilbert H séparable. Supposons qu’il existe des suitesµk,n → +∞ lorsquen→ +∞ et des constantes positiv
αk > 0, γk > 0 telles que lak-ème branche des valeurs propresλk,n deA satisfait

Imλk,n ∼ µk,n ; Reλk,n ∼ − γk

µ
αk
k,n

, 1 � k �K.

Supposons de plus que les vecteurs propres deA forment une base de Riesz dansH. Alors pour toute donné
initiale w0 ∈D(Aθ ) avecθ > 0, il existe une constante positiveC > 0 indépendant dew0 telle que∥∥S(t)w0

∥∥2
H � ‖w0‖2

D(Aθ )
C

tθδ
, δ = min

1�k�K
2

αk
. (3)

Remarque 1. Le Théorème 2.1 s’applique à toute donnée initialew0 ∈ D(Aθ ). Ceci améliore un résulta
antérieur de Littman–Markus [6] dans lequelw0 doit satisfaire des conditions supplémentaires. De plus le
de décroissanceδ dans (3) est optimal.

SoitA un opérateur auto-adjoint et coercif dans un espace de Hilbert séparableH . Supposons que sa résolvan
est compacte. AlorsA admet une suite de valeurs propresµ2

n → +∞ et les vecteurs propres associésen forment
une base hilbertienne dansH . Soient maintenant(yn,un) = (Cen,Den) un vecteur propre du système (1). Alo
on aura :{

(λ2 + λµ2γ
n +µ2

n)C + aD = 0,
aC + (λ2 +µ2

n)D = 0.

Le système admet des solutions non triviales si et seulement si(
λ2 + λµ2γ

n +µ2
n

)(
λ2 +µ2

n

) = a2. (4)

Une étude soigneuse sur les racines de l’Éq. (4) conduit aux résultats suivants.

Proposition 2.2. Soientλ±
1,n, λ

±
2,n les solutions de l’Éq.(4). Alors on a les développements asymptotiques suiva:

(a) − 1

2
� γ :

{
λ±

1,n = ±iµn −µ2γ
n /2+ O(1/µn),

λ±
2,n = ±iµn − a2/(2µ2γ+2

n )+ O(1/µ6γ+3
n ).

(b) γ = −1

2
:

{
λ±

1,n = ±iµn − (1± √
1− 4a2)/(4µn)+ O(1/µ2

n),

λ±
2,n = ±iµn − (1∓ √

1− 4a2)/(4µn)+ O(1/µ2
n).

(c) γ � −1

2
:

{
λ±

1,n = ±i
√
µ2
n + a −µ2γ

n /2+ O(µ4γ+1
n ),

λ±
2,n = ±i

√
µ2
n − a −µ2γ

n /2+ O(µ4γ+1
n ).
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Ces développements asymptotiques ont permis d’établir le taux de décroissance polynomiale de l’éner
du système (2).

Théorème 2.3. Soietγ � 0 et a un réel suffisamment petit. Alors pour toute donnée initialew0 ∈D(A), il existe
une constanteC > 0 indépendant dew0 telle que l’énergie du système(2) satisfait l’estimation suivante:

E(t)� C‖Aw0‖2 1

tδ(γ )
, ∀t > 0,

où

δ(γ )=
{−1/γ , γ � −1/2,

2, γ = −1/2,
1/(γ + 1), γ � −1/2.

(5)

Démonstration. La Proposition 2.2 implique que les vecteurs propres du système (2) forment une base d
dansH. En appliquant Théorème 2.1 avecα1 = −2γ, α2 = 2(γ + 1) dans le casγ >−1/2, etα1 = α2 = −2γ
dans le casγ � −1/2, on obtient la décroissance polynomiale de l’énergie avce le tauxδ > 0 donné par (5). ✷
Proposition 2.4. Soiente±1,n et e±2,n les vecteurs propres associés aux valeursλ±

1,n et λ±
2,n respectivement. Alor

selon les cas différents: (a) γ > 1/2, (b) γ = −1/2 et (c) γ < −1/2, on a les développements asymptotiq
suivants:

(a) e±1,n = 1√
2




en±iµn
en
0
0


 + O

(
1

µ
2γ+1
n

)
, e±2,n = 1√

2




0
0
en±iµn
en


 + O

(
1

µ
2γ+1
n

)
,

(b) e±1,n =
√
a±
2




en±iµn
en

− 2aen
a±µn

2aen±ia±


 + O

(
1

µ2
n

)
, e±2,n =

√
a

a∓




a∓en
2aµn±ia∓en

2a
en±iµn
en


 + O

(
1

µ2
n

)
,

(c) e±1,n = 1

2




en±iµn
en
en±iµn
en


 + O

(
µ

2γ+1
n

)
, e±2,n = 1

2




en∓iµn−en
en±iµn
en


 + O

(
µ

2γ+1
n

)
,

où on a poséa± = 1± √
1− 4a2.

Maintenant définissons par

E1(t)= 1

2

(∥∥A1/2y(t)
∥∥2
H

+ ∥∥yt(t)∥∥2
H

)
, E2(t)= 1

2

(∥∥A1/2u(t)
∥∥2
H

+ ∥∥ut (t)∥∥2
H

)
les énergies dans la première équation et la deuxième équation respectivement. La répartition de l’énergi
deux équations du système (2) dépend du paramètreγ . Plus précisément, nous avons le résultat suivant.

Théorème 2.5. Pour toute donnée initialew0 ∈D(A), on a les estimations suivantes:{
E1(t)� C‖Aw0‖2 1

t2
, E2(t)� C‖Aw0‖2 1

t1/(γ+1) , γ � −1/2,

E1(t)� C‖Aw0‖2 1
t−1/γ , E2(t)� C‖Aw0‖2 1

t−1/γ , γ � −1/2.

Démonstration. Grâce aux développements asymptotiques des vecteurs propres dans la Proposition 2
pouvons exprimer la solutionw(t) du système (2) sur les vecteurs propres du système découplé. Ainsi nous p
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séparer les variables(y, yt) et (u,ut ) dans le quadrupletw = (y, yt , u,ut ). Puis, en utilisant le Théorème 2.1, no
obtenons le résultat désiré.✷

Pour toutγ ∈ ]−∞,0[ le contrôle feedbackAγ yt est compact dansH . Plusγ est grand, plus le contrôleAγ yt
est « fort ». En particulier, lorsqueγ = 0 le contrôle devientyt qui est seulement continu dansH . En revanche
le taux de décroissanceδ(γ ) n’est pas une fonction monotone. Elle est croissante pour−∞ < γ � −1/2, et
décroissante pour−1/2� γ � 0. La plus gande vitesse de décroissance de l’énergie 1/t2 est atteinte enγ = −1/2.
Plus précisément, dans casγ >−1/2 le système (2) estsur-amorti. D’après la Proposition 2.2, les parties réel
des valeurs propresλ±

1,n etλ±
2,n sont de l’ordre de 1/µ−2γ

n et de 1/µ2(γ+1)
n . L’energie correspondant à la premiè

branche de vecteurs propres décroît à la vitesset1/γ , et celle correspondant à la deuxième branche de vec
propres décroît à la vitesset−1/(γ+1). Comme 1

γ
< − 1

γ+1, l’énergie de la premième branche décroît beauc
plus rapidement que celle de la deuxième branche. Mais l’énergie totale décroît seulement à la vites
t−1/(γ+1). En revanche, lorsqueγ varie entre]−∞,−1/2[, les parties réelles des valeurs propresλ±

1,n et λ±
2,n

sont du même ordre 1/µ−2γ
n . Les énergies des deux branches ainsi que l’énergie totale décroissent à la

vitesset1/γ . D’autre part, d’après la Proposition 2.4, lorsqueγ >−1
2, les termes principaux des vecteurs prop

e±1,n et e±2,n sont précisément les vecteurs propres du système découplé (correspondant au casa = 0). Les deux
équations sont « essentiellement découplées ». Ceci explique bien pourquoi la dissipation appliquée à la
équation est difficilement transmise à la deuxième équation dont l’énergie décroît lentement. En revanche
γ varie entre]−∞,−1/2[, les termes principaux des vecteurs proprese±1,n et e±2,n sont des combinaisons linéair
des vecteurs propres du système découplé. Les modes des deux équations sont mêlés ensemble et la dis
bien transmise à la deuxième équation. Les énergies dans les équations décroissent à la même vitesse. T
grâce à la compensation des parties réelles de deux branches de valeurs propres deA.

Nous considérons un exemple de deux équations des ondes faiblement couplées et partiellemernt amo

ytt − y + (− )−1/2yt + au= 0 dansΩ,
utt − u+ ay = 0 dansΩ,
y = u= 0 surΓ,

(6)

oùΩ ⊂ R
n est un domaine borné de frontièreΓ régulière. C’est le cas du Théorème 3.2 avecγ = −1/2. Ainsi

l’énergie du système (6) décroît à la vitesse 1/t2. Si on choississait le contrôle plus fortyt comme dans [1], alor
l’énergie du système (6) décroîtrait seulement à la vitesse 1/t . Nous voyons qu’un contrôle plus faible donne u
vitesse de la décroissance de l’énergie deux fois mieux qu’un contrôle fort.
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