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COURANTS EXTRÉMAUX ET DYNAMIQUE COMPLEXE

PAR VINCENT GUEDJ

RÉSUMÉ. – Nous contruisons des courants positifs fermés extrémaux de tout bidegré sur l’espace p
complexePk qui ne sont pas des courants d’intégration sur un sous-ensemble analytique irréductibl
appliquons ces résultats à l’étude dynamique de certains endomorphismes polynomiaux deCk pour lesquels
nous construisons une mesure ergodique d’entropie maximale.

 2005 Published by Elsevier SAS

ABSTRACT. – We construct extremal positive closed currents of any bidegree on the complex pro
spacePk, which are not current of integration along irreducible analytic subsets. We apply these re
the dynamical study of some polynomial endomorphisms ofCk, for which we construct an ergodic measu
of maximal entropy.

 2005 Published by Elsevier SAS

Introduction

Suite à l’introduction des courants positifs fermés par P. Lelong [26], plusieurs au
ont tenté de caractériser l’ensemble des éléments extrémaux du cône convexe fermé qu’ils
constituent. Tout courant d’intégration sur un sous-ensemble analytiqueV ⊂ X irréductible
de pure dimensionp définit ainsi un élément extrémal dans le côneTp(X) des courants
positifs fermés de bidimension(p, p) sur une variété complexeX (voir théorème 1 dan
[27], Theorem 1.27 dans [23]). On a pu caresser l’espoir un certain temps que ce so
les seuls exemples. J.-P. Demailly [7] a le premier donné un exemple de courant ex
dansP2 qui admet des potentiels continus (et n’est donc pas le courant d’intégration s
diviseur). C’est un courant de nature dynamique. De nombreux autres courants extrém
depuis été fournis par des constructions dynamiques. C’est le cas des courants de G
applications de Hénon complexes [2,14] et plus généralement des applications biratio
des surfaces projectives complexes [5,10,19]. C’est également le cas des courants d
des automorphismes polynomiaux deCk [32,21]. Les courants de Green des automorphis
d’Anosov des tores complexes de dimension 2 fournissent des exemples de courants ex
qui sont des formes lisses (voir paragraphe 3.8 dans [34] et remarque 2.3 dans [5]).

Tous ces exemples sont de bidimension(k − 1, k − 1). Un des principaux objectifs de c
article est de fournir de nombreux exemples (issus de la dynamique) de courants extréma
Tp(Pk) (pour toutp) dont les potentiels sont (presque) continus (voir théorèmes 2.1, 2.3 e
Nous obtenons par exemple le résultat suivant :

THÉORÈME 0.1. –Soitf un automorphisme polynomial deCk dont on considère l’extensio
méromorphe à l’espace projectif complexePk. On suppose que l’ensemble limiteXf à l’infini
ne rencontre pas l’ensembleIf des points d’indétermination. On noter − 1 = dimC Xf et
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on suppose de plus que le degréλr(f) d’ordre r domine strictement tous les autres deg
dynamiques.

Alors le courant positif fermé

T−
k−r := lim

n→+∞

1
λr(f)n

(
fn

)∗
ωk−r

est extrémal dans le côneTr(Pk), oùω désigne la forme de Fubini–Study.

À notre connaissance, il s’agit là des premiers exemples connus de tels courants. De
théorie des courants positifs fermés de bidimension(p, p), p � k − 2, est fort peu développé
(exception faite du cas des mesures,p = 0). Cela est dû en grande partie à l’absence
potentiel canonique pour ces courants. Les courants que nous considérons ont des p
dont nous savons contrôler le signe (voirsection1.2). C’est un point clef dans la preuve de le
extrémalité que nous établissons dans lasection2 (théorèmes 2.1 et 2.6). Nous en déduis
quelques applications à la dynamique dans lasection3, où nous construisons une mesureµf

ergodique d’entropie maximale pour certains endomorphismes polynomiauxf deCk. Lorsque
f est inversible, la mesureµf est mélangeante et nous obtenons le résultat suivant :

THÉORÈME 0.2. –Soitf comme ci-dessus. On suppose de plus que l’ensembleIf estf−1-
attirant. Alors la mesure

µf := lim
n→+∞

1
λr(f)n

(
fn

)∗
ωr ∧ 1

λr(f)n

(
f−n

)∗
ωk−r

est une mesure de probabilité invariante à support compact dansCk, qui est mélangeante
d’entropie maximale

hµf
(f) = htop(f) = logλr(f),

et qui intègre les fonctions plurisousharmoniques à croissance logarithmique.

Dans son étude des cycles feuilletés, D. Sullivan fait la conjecture (un peu optimist
les courants extrémaux sontuniformément laminaires. C’est le cas des courants de Green
automorphismes d’Anosov des tores complexes, qui sont même des cycles feuilletés asso
feuilletages irrationnels stables/instables [34]. E. Bedford, M. Lyubich et J. Smillie ont étab
propriété plus faible de laminarité des courants de Green des applications de Hénon co
[1,3]. Il serait intéressant d’obtenir l’extrémalité comme conséquence d’une propriété ad
de laminarité. Les travaux de R. Dujardin [13] et T.C. Dinh [11] vont dans cette direction.

Mentionnons pour finir que T.C. Dinh et N. Sibony [12] ont récemment construit des cou
extrémaux de bidimension(p, p) sur des variétés compactes qui admettent des biholomorph
dynamiquement intéressants.

1. Construction de potentiels signés

Dans tout l’article nous travaillons sur l’espace projectif complexePk de dimensionk que nous
munissons de sa forme de Kähler de Fubini–Study, notéeω. Nous considérons les opérateu
différentiels réelsd = ∂ + ∂ et dc = i

2π (∂ − ∂). La normalisation est choisie de sorte q
ω = ddc log

√
1 + ‖z‖2 dansCk, oùz = (z1, . . . , zk) ∈ Ck désigne les coordonnées euclidien

et ∫
k

ωk =
∫
k

ωk = 1.
C P
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Nous renvoyons le lecteur à [9], Chapitre III, pour une discussion approfondie des proprié
courants positifs. Nous nous contentons ici de rappeler quelques faits utiles à la compré
de l’article.

• Un courantS de bidegré(s, s) sur Pk est une forme linéaire continue sur l’espace
formes lisses de bidegré(k − s, k − s) surPk. On dit également queS est de bidimension
(k − s, k − s).

• Le courantS est ditfermé(dS = 0) s’il s’annule sur toutes les formesd-exactes. Il est di
pluriharmonique (ddcS = 0) s’il s’annule sur toutes les formesddc-exactes.

• Il y a plusieurs notions de positivité des courants. Dans tout l’article,S sera ditpositifs’il est
« fortement positif », au sens où〈S, θ〉 � 0, pour toute formeθ telle queθ∧ iα1 ∧α1 ∧ · · ·∧
iαs ∧ αs � 0, quelles que soient les 1-formesα1, . . . , αs. L’ensembleT s(Pk) des courants
positifs fermés de bidegré(s, s) surPk est un cône convexe saillant fermé pour la topologie
faible des courants. Les courants dynamiques que nous considérons sont obtenus
limites de combinaisons linéaires de formes (fortement) positives du type(iα1 ∧ α1)s.

• Un courant positifS est réel et d’ordre0 : on peut le représenter localement par une fo
de bidegré(s, s), S =

∑
|I|=|J|=s SIJ dzI ∧dzJ , dont les coefficientsSIJ sont des mesure

de Radon. La variation totale
∑

|SIJ | est dominée (à une constante multiplicative près)
la masse deS,

‖S‖ :=
∫
Pk

S ∧ ωk−s.

1.1. Push-forward et pull-back de courants

Soit f :Ck → Ck un endomorphisme polynomial. On considère son extension ration
f :Pk → Pk à l’espace projectif complexe. On notera[z : t] les coordonnées homogènes
Pk, où z ∈ Ck et (t = 0) � Pk−1 désigne l’hyperplan à l’infini. L’extensionf est seulemen
méromorphe à l’infini. On noteIf ⊂ (t = 0) son ensemble d’indétermination : c’est l’ensem
des points au voisinage desquelsf n’est pas holomorphe. On noteXf := f((t = 0) \ If ). Dans
toute la suite on suppose

Xf ∩ If = ∅.(H1)

De telles applications ont été considérées dans [21] : ce sont lesendomorphismes faibleme
réguliers de Ck. Quitte à changerf en fk, on peut supposerf(Xf ) = Xf . L’ensembleXf

est l’ensemble analytique limite à l’infini ; c’est un attracteur (voir [21]). Il résulte de (H1)
de telles applications sontalgébriquement stablesdansPk [32]. La suite de courants positi
fermésd−n(fn)∗ω converge vers un courant positif ferméT+ = ω + ddcg+ qui est invariant,
f∗T+ = dT+ ; c’est le courant de Green def . Ici d désigne le premier degré algébrique def , i.e.
le degré def−1(H) pour un hyperplanH générique dePk. Nous supposons implicitement da
tout l’article d > 1. Nous renvoyons à [32] pour la construction deT+ et à [21] pour la preuve
du fait que

le potentielg+ deT+est continu dansPk \ If .

Il résulte également de (H1) quedimXf = r − 1 et dim If = k − r − 1 pour un entier
r ∈ [1, k − 1]. Commeg+ est continu hors deIf , on peut définir les produits d’auto-intersecti
T j

+ pour1 � j � r + 1. Le courant dynamiquement le plus intéressant estT r
+ (voir Theorem 2.2

dans [21]). Un des buts de cet article est d’établir des propriétés d’extrémalité du courantT r
+.

Nous faisons également par la suite l’hypothèse que

l’ensembleIf estf−1-attirant,(H2)
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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⊂ WIf
et⋂

j�0 f−jWIf
= ∅. Cela a des conséquences dynamiques particulièrement intéressan

Theorem 2.13 dans [21]). Cela impose également des restrictions de nature topologique
applicationsf considérées : elles sont nécessairementpropresdansCk. On peut donc défini
facilement lepush-forwarddes courants dans ce contexte : siS est un courant de bidegré(s, s)
dansCk, on pose

〈f∗S, θ〉 := 〈S,f∗θ〉,
pour toute forme lisseθ de bidegré(k− s, k− s) à support compact dansCk. Cette opération es
clairement continue pour la topologie faible des courants. SiS est fermé (respectivement positi
il en est de même def∗S. Si S est de masse totale finie dansCk (i.e. lorsqueS est la restriction
à Ck d’un courant défini surPk), il en est de même def∗S. Lorsque ces trois propriétés so
vérifiées, on noterâf∗S l’extension triviale def∗S à travers l’hyperplan(t = 0) : on obtient
ainsi un courant positif de bidegré(s, s) surPk qui est à nouveau fermé (théorème d’extens
d’El Mir–Skoda).

Le pull-backd’un courant est plus délicat à définir. Lorsquef ∈ Aut(Ck) est un automor
phisme polynomial deCk, on peut bien sûr définirf∗S := (f−1)∗S. Cependant notre approch
s’applique également à des endomorphismes polynomiauxf qui ne sont pas inversibles. L’hy
pothèse (H2) assure quef :Ck → Ck est propre, ouverte et surjective. Cela permet de dé
convenablementf∗ sur les cône des courants positifs (dansCk) comme l’a montré M. Méo [29]
L’opération de pull-back préserve la positivité et le caractère fermé (respectivement plurih
nique). Elle est continue pour la topologie faible des courants (voir [12, Corollary 2.5]).

Rappelons enfin qu’il existe une façon canonique de définir le push-forward et le pul
des formes lisses : on considèreΓ̃f une désingularisation du grapheΓf def dansPk × Pk et le
diagramme commutatif correspondant

Γ̃f

π1 π2

X
f

X

LorsqueS est une forme lisse de bidegré(s, s), on pose

f∗S := (π2)∗
(
π∗

1S
)

et f∗S := (π1)∗
(
π∗

2S
)
,

où le push-forward est considéré au sens des courants. Cette définition coïncide
précédente lorsque l’on considère des formes lisses. Nous renvoyons le lecteur à [20] p
de détails.

1.2. Signe des potentiels

Soit T+ = ω + ddcg+ le courant de Green d’un endomorphisme polynomialf qui vérifie
l’hypothèse (H1). Le courantT r

+ admet des potentiels qui sont presque positifs. En effet

T r
+ = ωr + ddcTcan, oùTcan = (g+ + CWIf

)
r−1∑
j=0

T j
+ ∧ ωr−1−j

est un courant positif dansPk \WIf
si l’on fixe par exempleCWIf

=− infPk\WIf
g+. On utilise

là le fait crucial queg+ est continu, donc minoré hors d’un petit voisinageWIf
deIf . On vérifie
4e SÉRIE– TOME 38 – 2005 –N◦ 3
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de plus que

λ−j
(
f j

)∗Tcan → 0 dansCk

pourλ = dr.
L’existence de potentiels positifs est exceptionnelle. SiS est un courant positif fermé d

bidegré(s, s) surPk, on s’attend plutôt à ce queS admette des potentiels négatifs, c’est-à-d
qu’il existeΘ une forme lisse fermée cohomologue àS etTS un courant de bidegré(s−1, s−1)
surPk tels que

S = Θ + ddcTS et TS � 0 surPk.

L’existence de tels potentiels est classique en théorie de Nevanlinna [28,17] lorsqueS est le
courant d’intégration sur une intersection complète. Nous montrons ici l’existence de pot
TS qui sont presque partout négatifs.

PROPOSITION 1.1. –Soitσ un courant positif fermé de bidegré(s, s) sur Pk, 1 � s � k. Soit
Θ une forme lisse positive fermée cohomologue àσ. Soit W un petit voisinage deSupp σ ∩
(t = 0).

Alors pour tout courant positif ferméS de bidegré(s, s) tel que0 � S � σ surPk, il existe un
courantTS de bidegré(s− 1, s− 1) sur Pk tel que

(1) S = αΘ + ddcTS , oùα = ‖S‖ · ‖σ‖−1 ;
(2) TS � 0 dansPk \W ;
(3) 0 �

∫
Pk\W

(−TS)∧ ωk−s+1 � CW ‖S‖, oùCW est indépendante deS,σ.

Preuve. –Commençons par traiter le cas, plus simple, des mesures (s = k). Cela permettra d
fixer les idées sur ce qui va suivre. Dans ce casS est une mesure de Radon positive que l’on p
supposer de probabilité (‖S‖ = 1). C’est donc une somme de masses de Dirac,S =

∫
Pk δa dS(a),

où δa désigne la masse de Dirac au pointa ∈ Pk. Or δa = T k
a , oùTa est la(1,1)-forme positive

fermée lisse dansPk \ {a} à coefficients dansLp, p < k,

Ta(x) = ω(x) + ddc

(
log

‖x∧ a‖
‖x‖‖a‖

)
.

On a donc

δa = ωk + ddcTa, oùTa = log
‖x∧ a‖
‖x‖‖a‖

k−1∑
j=0

T j
a ∧ ωk−1−j � 0.

Il s’ensuit par intégration que

S = ωk + ddcTS , avecTS =
∫

a∈Pk

Ta dS(a) � 0.

Observons enfin que commePk est homogène, les courants positifs−Ta ont tous la même mass
C0 =

∫
−Ta(x)∧ ω(x). On a donc par Fubini

0 �
∫
k

−TS(x)∧ ω(x) = C0 = C0‖S‖.

P

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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On peut enfin remplacerωk par n’importe quelle forme lisse ferméeΘ qui lui est cohomologue
Il suffit alors de modifierTS en lui ajoutant une forme lisse qu’on peut toujours supposer nég
(quitte à retrancher un grand multiple deωk−1 qui ne change pas leddc).

La situation n’est plus aussi simple lorsque1 � s � k−1 : les courants positifs fermés ne so
pas nécessairement des sommes de courants d’intégration sur des cycles effectifs (co
montré Demailly [7]). Lorsques = 1, on peut encore construire des potentiels partout nég
Dans ce cas lesTS sont des fonctions quasiplurisousharmoniques (i.e. localement somme
fonction plurisousharmonique et d’une fonction lisse), en particulier celles-ci sont majoré
Pk : il suffit de retrancher une constante pour les rendre négatives. La grande particula
cass = 1 tient au fait que deux potentielsTS , T ′

S d’un même courantS diffèrent d’unefonction
pluriharmonique qui est nécessairement constante (principe du maximum).

Lorsque2 � s � k − 1, nous allons construire des potentiels presque négatifs. Cela
suffisant pour l’application que nous souhaitons en faire (Section 2). La construction s’
sur la connaissance de potentiels négatifs locaux (i.e. dans les ouverts bornés deCk) dont
l’existence remonte aux travaux de P. Lelong et H. Skoda (voir [33]). Nous suivons ici l’app
de J.-P. Demailly [8]. Soitχ � 0 une fonction test dansCk telle queχ ≡ 1 sur une grande boul
B(A) = {z ∈ Ck | ‖z‖ < A}. Posons

T1(x) :=
∫

y∈Ck

K(x, y)∧ χ(y)S(y),

où K(x, y) = −ckβk−1(x − y)‖x − y‖−(2k−2) � 0, β(x − y) = ddc‖x − y‖2 et la constante
ck > 0 est choisie de sorte que

ddcK = [∆] = courant d’intégration sur la diagonale deCk ×Ck.

Le noyauK � 0 est lisse hors de la diagonale∆ de Ck × Ck. Il s’ensuit queT1 � 0 est un
courant de bidegré(s − 1, s − 1) dansCk qui est lisse hors du support deχS. Un calcul direct
[8] montre que

χS = ddcT1 + R dansCk,(1)

où R est lisse hors du support dedχ∧ S. En particulier siA > 1 est choisie assez grande,R est
lisse dansCk \W . En multipliant (1) parχ, il vient

χ2S = ddc(χT1) + R1,(2)

où R1 = χR + dcχ ∧ dT1 − dχ ∧ dcT1 − ddcχ ∧ T1 est à support compact dansCk et est lisse
dansCk \W . On en déduit

S = αΘ + ddc(χT1) + R2 dansPk,(3)

où R2 = R1 − (1− χ2)S − αΘ est lisse dansPk \W et α = ‖S‖ · ‖σ‖−1. L’égalité a lieu dans
Pk puisque les « termes d’erreur » sont à support compact dansCk. Notons que la masse deχT1

etR2 est contrôlée par celle deS.
Observons enfin que le courant réelR2 estd-exact. Il résulte duddc-lemma de la théorie d

Hodge (voir, e.g., [16, p. 149]) qu’il existe un courant réelT2 de bidegré(s− 1, s− 1) et d’ordre
0, lisse dansPk \W , et tel queR2 = ddcT2 : il suffit de poserT2 = ∂∗∂

∗
G2

∂
R2, où∂∗, ∂

∗
sont

les opérateurs adjoints à∂,∂ et G désigne l’opérateur de Green associé à∂ (cf. [16, p. 150]).
∂

4e SÉRIE– TOME 38 – 2005 –N◦ 3
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CommeT2 est lisse hors deW , on peut (quitte à lui retrancherCωk−1) le supposer négatif dan
Pk \W . Sa masse est contrôlée par celle deR2 (elle-même contrôlée par celle deS). On conclut
en considérant

TS := χT1 + T2. �
Remarque1.2. – LorsqueX est une variété kählerienne compacte, on peut égale

chercher à résoudre l’opérateurddc par intégration contre un noyauK globalement défini dan
X ×X . En général ce noyau n’est pas négatif. On peut cependant choisirK � 0 lorsqueX = Pk

(voir Paragraphe 6 dans [4]). Nous remercions T.C. Dinh de nous avoir signalé ce fait qui
de donner une preuve plus simple de la Proposition 1.1.

Nous avons maintenu notre preuve en l’état car elle s’adapte sans modification à
autre compactificationX de Ck. Il est nécessaire de considérer de telles compactification
dynamique (voir [19]) ; elles ne sont pas homogènes en général.

2. Extrémalité des courants dynamiques

2.1. Courants f∗-invariants

THÉORÈME 2.1. – Soitf :Ck → Ck un automorphisme polynomial qui vérifie les hypothè
(H1) et (H2). Alors le courantT r

+ est extrémal dans le côneT r(Pk) des courants positifs fermé
de bidegré(r, r) sur Pk.

Comme nous le verrons dans la preuve,(T r
+)|Ck est également extrémal dans le côneT r(Ck).

Par ailleursT+ a des potentiels continus hors deIf qui est de dimensionk − r − 1 ; il résulte
d’inégalités classiques (voir l’annexe de [32]) queT r

+ ne charge aucun sous-ensemble analyt
propre dePk.

Les automorphismes réguliers introduits par N. Sibony dans [32] satisfont les hypothès
et (H2), de même que de nombreux automorphismes faiblement réguliers (voir [21]).

Preuve. –Soit S un courant positif fermé de bidegré(r, r) tel que0 � S � T r
+. Il s’agit de

montrer queS = αT r
+, où α = ‖S‖ =

∫
Pk S ∧ ωk−r est la masse deS. On poseλ = dr > 1.

Considérons

Sj := λj ̂(
f−j
|Ck

)∗
S,

où −̂ signifie que l’on considère l’extension triviale à travers(t = 0) du courant(f−j
|Ck)∗S

défini dansCk. Puisquef∗T r
+ = λT r

+, on a(f−1)∗T r
+ = λ−1T r

+ dansCk. On en déduit que
0 � Sj � T r

+ dansCk, et donc également dansPk puisqu’aucun de ces deux courants ne cha
l’hyperplan(t = 0). Notons à présentS′

j := λ−j(f j)∗Sj . On aS′
j ≡ S dansCk, or aucun de ce

deux courants ne charge(t = 0), doncS′
j ≡ S dansPk. Le reste de la preuve consiste à éta

un résultat de convergence uniforme : on va montrer que la suiteS′
j = λ−j(f j)∗Sj converge

versαT r
+. Puisqu’il s’agit en fait d’une suite constante égale àS, on obtiendraS = αT r

+ avec
α = ‖S‖.

Il résulte de la proposition 1.1 qu’on peut décomposer les courantsSj sous la forme

Sj = αjω
r + ddc(TSj ),
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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oùαj = ‖Sj‖ ∈ [0,1] etTSj est un courant réel de bidegré(r−1, r−1) qui est négatif hors d’un
voisinageWIf

fixé (arbitrairement petit) deIf , et de masse contrôlée∫
Pk\WIf

−TSj ∧ ωk−r+1 � CWIf
.

Soit Rj := T r
+ − Sj . C’est un courant positif fermé de bidegré(r, r) dominé parT r

+ dont on
considère également la décomposition

Rj = (1− αj)ωr + ddc(TRj ), oùTRj � 0 dansPk \WIf

et
∫

Pk\WIf

−TRj ∧ ωk−r+1 � CWIf
. Le courant

Pj := Tcan −TSj −TRj

est donc pluriharmonique et positif dansPk \ WIf
. Il résulte du lemme 2.2 ci-dessous q

λ−j(f j)∗Pj → 0 dansCk \WIf
. Or λ−j(f j)∗Tcan → 0 et

1
λj

(
f j

)∗(Tcan − Pj) =
1
λj

(
f j

)∗(TSj + TRj ) � 1
λj

(
f j

)∗(TSj ) � 0 dansCk \WIf
.

On en déduitλ−j(f j)∗(TSj ) → 0 dansCk \WIf
. Ainsi

S =
1

λjk

(
f jk

)∗(Sjk
) = αjk

1
λjk

(
f jk

)∗(
ωr

)
+ ddc

(
1

λjk

(
f jk

)∗TSjk

)
→ αT r

+

dansCk \WIf
, oùα = limαjk

. Enfin commeWIf
est arbitrairement petit, et comme niS ni T r

+

ne charge(t = 0), on en déduitS = αT r
+ dansPk. Il s’ensuit queα = ‖S‖ est indépendante d

choix de la sous-suite(αjk
). �

CommeIf est de dimensionk − r − 1, on peut trouver une forme lisse ferméeωI de bidegré
(1,1) surPk qui est strictement positive hors deW If

et telle queωk−r
I ≡ 0 dansWIf

. On peut
supposerωI cohomologue àω.

LEMME 2.2. –Soit P un courant pluriharmonique de bidegré(r − 1, r − 1) sur Pk qui est
positif dansPk \WIf

. Alors

0 �
∫
Ck

(
f j

)∗
P ∧ ωk−r+1

I � d(r−1)j

∫
Pk

P ∧ ωk−r+1
I .

En particulierλ−j(f j)∗P → 0 dansCk, oùλ = dr.

Preuve. –Supposons tout d’abordP lisse. Soitδr−1(f j) la masse du courant positif ferm
̂(f j)∗ωk−r+1

I . Comme ce dernier ne charge pas l’hyperplan à l’infini, on a

δr−1

(
f j

)
=

∫
k

(
f j

)
∗ω

k−r+1
I ∧ ωr−1 =

∫
k

ωk−r+1
I ∧

(
f j

)∗
ωr−1 = d(r−1)j .
C C
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La dernière égalité provient du fait quedim If = k − r − 1 est suffisamment petite : le coura
(f j)∗ω est une forme dont les coefficients sont dansLp, 1 � p < r + 1, donc le produit extérieu
(f j)∗ω ∧ · · · ∧ (f j)∗ω = (f j)∗(ωr−1) est bien défini partout dansPk, ne charge pas l’hyperpla
(t = 0), et sa masse se calcule en cohomologie (voir corollaire A.6.5 dans [32]). On en
que

̂(
f j

)
∗ω

k−r+1
I = d(r−1)jωk−r+1

I + ddcθj ,

où θj est un courant de bidegré(k − r, k − r). Il résulte alors du théorème de Stokes q∫
Pk P ∧ ddcθj =

∫
Pk ddcP ∧ θj = 0, d’où

0 �
∫
Ck

(
f j

)∗
P ∧ ωk−r+1

I �
∫
Pk

P ∧ ̂(
f j

)
∗ω

k−r+1
I = d(r−1)j

∫
Pk

P ∧ ωk−r+1
I .

La positivité provient de ce queP � 0 dansCk \ WIf
, donc(f j)∗P � 0 dansCk \ f−jWIf

⊃
Ck \WIf

(hypothèse (H2)).
Si P n’est pas lisse, on peut, commePk est une variété homogène, utiliser une convolu

pour le régulariser : soitPε des formes lisses pluriharmoniques de bidegré(r − 1, r − 1) telles
quePε � 0 dansPk \ WIf

et Pε → P au sens des courants lorsqueε → 0 (voir [24]). Alors
(f j)∗Pε ∧ ωk−r+1

I → (f j)∗P ∧ ωk−r+1
I dansCk, donc

0 �
∫
Ck

(
f j

)∗
P ∧ ωk−r+1

I � lim inf
ε→0

∫
Ck

(
f j

)∗
Pε ∧ ωk−r+1

I � d(r−1)j

∫
Pk

P ∧ ωk−r+1
I .

Commed > 1, on en déduit qued−rj(f j)∗P → 0 dansCk \WIf
, et même dansCk \ f−lWIf

,
∀l ∈ N. Comme

⋂
l f

−lWIf
= ∅, la convergence a lieu dans toutCk. �

Lorsquef n’est pas inversible, le courantT r
+ n’est plus nécessairement extrémal dansT r(Pk)

(considérer le cas de produits croisés). Dans la preuve du théorème précédent nous
cependant utilisé l’inversibilité def qu’à une seule reprise : dans l’astuce initiale qui cons
à écrireS = λ−j(f j)∗Sj . C’est cette écriture qui n’est plus valable ici. Le reste de la pre
s’applique néanmoins et donne le

THÉORÈME 2.3. –Soitf :Ck → Ck un endomorphisme polynomial qui vérifie(H1) et (H2).
SoitS ∈ T r(Pk) tel que0 � S � T r

+. Alors

1
λj

(
f j

)∗
S → αT r

+, oùα = ‖S‖ =
∫
Pk

S ∧ ωk−r.

Cela montre en particulier queT r
+ est extrémal dans le sous-cône deT r(Pk) constitué des

courantsS qui vérifient la relation d’invariancef∗S = λS. Cette propriété permet d’étab
l’ ergodicité des mesures fabriquées à partir deT r

+, tandis que l’extrémalité dansT r(Pk)
implique la propriété demélange (voir section 3).

2.2. Courants f∗-invariants

Dans toute la suite de l’article nous faisons l’hypothèse

λ = dr > λr+1(f) := lim
j→+∞

(
δr+1

(
f j

))1/j
,(H3)
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



416 V. GUEDJ

e
ur
ossible
tion
cette

r
ismes

),
e

e

un
oit
où δr+1(f), le (r + 1)-ième degré algébrique def , est le degré def−1(L), pour un sous-espac
linéaire génériqueL de codimensionr + 1 dansPk. Nous renvoyons le lecteur à [30,20] po
plus d’informations concernant ces degrés. Sous les hypothèses (H1) et (H3), il est p
de construire un courantf∗-invariantT−

k−r qui est dynamiquement intéressant. La construc
de T−

k−r est établie dans [21] lorsquef est un automorphisme. Nous adaptons à présent
construction au cas des endomorphismes qui vérifient l’hypothèse supplémentaire

lim
z∈Cf , |z|→+∞

f(z) ∈ Xf .(H4)

Ici Cf désigne l’ensemble critique def dansCk. L’hypothèse (H4) signifie donc quef est propre
dansCk et telle que ses valeurs critiques accumulent l’infini dansXf (elles pourraient accumule
égalementIf ). L’analyse d’exemples montre que (H4) est générique parmi les endomorph
vérifiant (H1) et (H3). Observons également que (H4) est vide lorsquef et un automorphisme.

Construction deT−
k−r . – Soit f :Ck → Ck un endomorphisme polynomial qui vérifie (H1

(H3) et (H4). SoitL un sous-espace linéaire de dimensionr de Pk. Pour un choix génériqu
de L, on aL ∩ If = ∅ puisqueIf est de dimensionk − r − 1. En régularisant[L], le courant
d’intégration surL, on obtient une forme positive fermée lisseΘ de bidegré(k − r, k − r) sur
Pk, dont le support n’intersecte pasIf et telle que‖Θ‖ = 1. Commef((t = 0) \ If ) ⊂ Xf , le
courantf∗Θ ∈ T k−r(Pk) intersecte l’hyperplan(t = 0) dansXf . Il est de masse

‖f∗Θ‖ =
∫
Ck

f∗Θ∧ ωr =
∫
Ck

Θ∧ f∗ωr = λ = dr,

puisqueΘ ∧ f∗ωr ne charge pas l’hyperplan(t = 0). On peut donc trouver un courantT
de bidegré(k − r − 1, k − r − 1) tel que λ−1f∗Θ = Θ + ddcT . Lorsquef ∈ Aut(Ck),
f∗Θ = (f−1)∗Θ est lisse dansCk et on peut choisirT lisse hors d’un petit voisinageWXf

deXf . Lorsquef n’est pas inversible,f∗Θ présente des singularités aux valeurs critiques df
qui rencontrentf(Supp Θ). L’hypothèse (H4) implique cependant l’existence d’un potentielT −

0

particulier.

LEMME 2.4. –SoientWXf
un petit voisinage deXf dansPk et s := k − r − 1. Il existeT −

0 ,
un courant de bidegré(s, s) sur Pk, etC0 > 0 tels que

1
λ

f∗Θ = Θ + ddcT −
0 et 0 � T −

0 � C0

[
ωs + f∗ω

s
]

dansPk \WXf
.

Preuve. –SoitL1 un sous-espace linéaire de dimensionr dePk tel queL1∩If = ∅. On choisit
L1 très proche de l’infini(t = 0). Commef est propre,f(L1) est également proche de(t = 0) et
rencontref(Cf ) près deXf d’après l’hypothèse (H4). SiΘ1 désigne une régularisation deL1,
on en déduit quef∗Θ1 est lisse dansPk \WXf

. Commeλ−1f∗Θ1 est cohomologue àΘ, on peut
trouverT −

1 un courant de bidegré(s, s) surPk tel que

1
λ

f∗Θ1 = Θ + ddcT −
1 et 0 � T −

1 � C0ω
s dansPk \WXf

.

En effet on peut choisirT −
1 lisse dansPk \ WXf

et le supposer positif, quitte à ajouter
grand multiple deωs. Observons à présent queΘ1 et Θ sont lisses et cohomologues. S
T −

2 une forme lisse de bidegré(s, s) sur Pk telle queΘ = Θ1 + ddcT −
2 . Quitte à ajouter un
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grand multiple deωs et agrandirC0, on peut supposer0 � T −
2 � C0ω

s. On conclut en posan
T −

0 = T −
1 + λ−1f∗T −

2 . �
La construction deT−

k−r s’ensuit assez simplement. L’action def∗ sur les formes lisses d
bidegré(k − r, k − r) se comporte bien sous itération (par dualité), en particulier(f j+1)∗Θ =
f∗((f j)∗Θ) pour toutj ∈ N. Une récurrence immédiate fournit ainsi

1
λj

(
f j

)
∗Θ = Θ + ddcT −

j , avecT −
j :=

j−1∑
l=0

1
λl

(
f l

)
∗T

−
0 .

Or Xf est un attracteur pourf , on peut donc supposerfWXf
⊂ WXf

. On en déduit que

0 � T −
j � 2C0

j∑
l=0

1
λl

(
f l

)
∗ω

k−r−1 dansPk \WXf
.

La suite de courantsT −
j est croissante dansPk \WXf

et de masse

0 �
∫

Pk\WXf

T −
j ∧ ωr+1 � 2C0

j∑
l=0

1
λl

∫
Pk

(
f l

)
∗ω

k−r−1 ∧ ωr+1 � 2C0

∑
l�0

δr+1(f j)
λl

.

L’hypothèse (H3),λ > λr+1(f), assure la convergence (géométrique) de cette série. Ainsi(T −
j )

converge dansPk \WXf
vers un courantT −

∞ � 0, d’où

1
λj

(
f j

)
∗Θ−→ T−

k−r := Θ + ddcT −
∞ dansPk \WXf

.

CommeWXf
est arbitrairement proche deXf , la convergence a lieu dansPk \Xf . Les courants

positifs fermés de bidimension(r, r) ne chargeant pas les ensembles analytiques de dime
r − 1 (c’est le cas deXf ), la convergence a en fait lieu dans toutPk. Le courant limite
T−

k−r ∈ T k−r(Pk) vérifie, par construction, la relation d’invariance

f∗T
−
k−r = λT−

k−r,

et est de masse‖T−
k−r‖ = 1.

L’existence d’un potentielT −
∞ � 0 garantit queT−

k−r n’est pas le courant d’intégration s
un ensemble analytique de dimensionr. En fait nous établissons un résultat bien plus fort, d
l’esprit de [20,6]. Rappelons qu’une fonction quasiplurisousharmonique (qpsh) est loca
la somme d’une fonction plurisousharmonique et d’une fonction lisse. On noteQPSH (Pk)
l’ensemble des fonction qpsh surPk.

PROPOSITION 2.5. –On a

QPSH
(
Pk

)
⊂ L1

(
T−

k−r ∧ ωr
)
.

En particulierT−
k−r ne charge pas les ensembles pluripolaires.

Preuve. –Une fonction qpsh surPk est semi-continue supérieurement (donc majorée) e
courbureddcϕ minorée par une forme lisse. Soitϕ une telle fonction. Quitte à translater
dilaterϕ, on peut supposerϕ � 0 etddcϕ � −ω surPk.
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Soit ωX � 0 une forme lisse fermée de bidegré(1,1) telle queωr
X ≡ 0 au voisinage deXf

(c’est possible carXf est de dimensionr − 1). On peut supposer‖ωX‖ = 1. Les formes lisse
ωr

X etωr sont donc cohomologues surPk. Fixonsθ � 0 une forme lisse de bidegré(r−1, r−1)
telle queωr = ωr

X + ddcθ. Rappelons queT−
k−r = Θ + ddc(T −

∞ ) avecT −
∞ � 0 hors d’un petit

voisinage deXf . On peut supposerωr
X ≡ 0 dans ce voisinage. On obtient ainsi

0 �
∫
Pk

(−ϕ)T−
k−r ∧ ωr =

∫
Pk

(−ϕ)T−
k−r ∧ ωr

X +
∫
Pk

(−ϕ)T−
k−r ∧ ddcθ

=
∫
Pk

(−ϕ)Θ∧ ωr
X +

∫
Pk

(−ϕ)ddcT −
∞ ∧ ωr

X +
∫
Pk

(−ϕ)T−
k−r ∧ ddcθ.

La première intégrale est finie carΘ∧ωr
X est une mesure lisse. Les deux autres se traitent p

théorème de Stokes. On a∫
Pk

(−ϕ)ddcT −
∞ ∧ ωr

X =
∫
Pk

−ddcϕ∧ T −
∞ ∧ ωr

X �
∫
Pk

ω ∧ T −
∞ ∧ ωr

X < +∞,

puisqueT −
∞ ∧ ωr

X � 0 dans toutPk et−ddcϕ � ω. De même∫
Pk

(−ϕ)T−
k−r ∧ ddcθ =

∫
Pk

−ddcϕ∧ T−
k−r ∧ θ �

∫
Pk

ω ∧ T−
k−r ∧ θ < +∞

car T−
k−r ∧ θ � 0. Pour justifier ces intégrations par parties, on peut supposerϕ lisse puis

l’approximer par une suite décroissante de fonctions qpsh. Nous renvoyons le lecteur
pour plus d’informations sur les fonctions qpsh surPk. Mentionnons simplement qu’elles so
en correspondance bijective avec les fonctions psh à croissance logarithmique dansCk ; elles
caractérisent donc les ensembles localement pluripolaires.�

Rappelons queT k−r(Pk) désigne le cône des courants positifs fermés de bidegré(k−r, k−r)
surPk. Considérons le sous-cône

T k−r
f∗

(
Pk

)
:=

{
S ∈ T k−r

(
Pk

)
| f∗S = λS

}
des courantsf∗-invariants. En recopiant la preuve des théorèmes 2.1 et 2.3, on obtient le r
suivant.

THÉORÈME 2.6. –Soit f :Ck → Ck un endomorphisme polynomial qui vérifie(H1), (H3)
et (H4). Le courantT−

k−r est extrémal dans le côneT k−r
f∗

(Pk).
Si f est un automorphisme alorsT−

k−r est extrémal dansT k−r(Pk).

Remarque2.7. – D’un point de vue dynamique, le théorème 2.6 présente un intérêt s
mentaire au théorème 2.1. Lorsquef est un automorphisme, on a en effet remplacé l’hypoth
(H2) par l’hypothèse (H3) qui est dynamiquement plus significative.

On s’attend de plus à ce queT−
k−r soit extrémal dansT k−r(Pk), même lorsquef n’est pas

inversible. Lorsquek = 2, r = 1, ce fait a été établi dans [19, théorème 5.2].

3. Conséquences dynamiques

Dans toute cette sectionf désigne un endomorphisme polynomial deCk qui vérifie les
hypothèses (H1)–(H4).
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3.1. Une mesure invariante canonique

Nous avons construit deux courants invariantsT r
+ etT−

k−r de bidegrés complémentaires. Il e
naturel de vouloir considérer la mesureµf := T r

+ ∧T−
k−r . Ce produit est bien défini carT+ a des

potentiels bornés sur le support deT−
k−r . NotonsL(Ck) la classe de Lelong des fonctions ps

croissance logarithmique dansCk.

THÉORÈME 3.1. –La mesureµf := T r
+ ∧ T−

k−r est une mesure de probabilité invariante
support compact dansCk telle que

L
(
Ck

)
⊂ L1(µf ).

En particulierµf ne charge pas les ensembles pluripolaires deCk.

Preuve. –Nous commençons par rappeler pourquoiµf est bien définie. Nous allons montr
par récurrence surj ∈ [0, r] que

QPSH
(
Pk

)
⊂ L1

(
T j

+ ∧ T−
k−r ∧ ωr−j

)
.(Pj )

Ici QPSH (Pk) désigne comme précédemment l’ensemble des fonctions quasiplurisoush
niques surPk. Une telle propriété d’intégrabilité permet de définir, par récurrence, les cou
positifs fermés

T j+1
+ ∧ T−

k−r := ω ∧ T j
+ ∧ T−

k−r + ddc
(
g+T j

+ ∧ T−
k−r

)
.

La propriété(Pr−1) permet ainsi de définirµf , tandis que(Pr) assure queQPSH (Pk) ⊂
L1(µf ). Observons que(P0) a déjà été établie (proposition 2.5). Supposons donc(Pj) établie
pour un entierj ∈ [0, r − 1], et démontrons(Pj+1). Soit ϕ ∈ QPSH (Pk) ; on peut suppose
ϕ � 0 etddcϕ � −ω. Alors

0 �
∫
Pk

(−ϕ)T j+1
+ ∧ T−

k−r ∧ ωr−j−1

=
∫
Pk

(−ϕ)T j
+ ∧ T−

k−r ∧ ωr−j +
∫
Pk

(−ϕ)ddc
(
[g+ + CWIf

]T j
+ ∧ T−

k−r ∧ ωr−j−1
)
.

La première intégrale de droite est finie par hypothèse de récurrence. La seconde se t
Stokes, en observant que[g+ + CWIf

]T j
+ ∧ T−

k−r � 0 dansPk. En effet T−
k−r ≡ 0 dans un

voisinageWIf
deIf et g+ + CWIf

� 0 hors deWIf
, si on choisitCWIf

assez grande. Ainsi∫
Pk

(−ϕ)ddc
(
[g+ + CWIf

]T j
+ ∧ T−

k−r ∧ ωr−j−1
)

=
∫
Pk

[g+ + CWIf
]T j

+ ∧ T−
k−r ∧ ωr−j−1 ∧

(
−ddcϕ

)
�

∫
Pk

[g+ + CWIf
]T j

+ ∧ T−
k−r ∧ ωr−j < +∞,

puisque−ddcϕ � ω. Cela démontre(Pj+1).
Montrons à présent queµf est à support compact dansCk. Comme toute fonctionψ de la

classeL(Ck) est du typeψ = ϕ|Ck − log
√

1 + ‖z‖2, où ϕ ∈ QPSH (Pk), cela montrera qu
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L(Ck) ⊂ L1(µf ). SoitB+(Xf ) := {z ∈ Ck | limn→+∞ fn(z) ∈ Xf} le bassin d’attraction d
Xf pour f . Alternativement,B+(Xf ) =

⋃
n�0 f−n(WXf

), où WXf
est un petit voisinage d

Xf dansCk. On considère de mêmeB−(If ) =
⋃

n�0 fn(WIf
), le « bassin d’attraction » deIf

pourf−1, WIf
désignant un petit voisinage deIf . Lorsquef est inversible, il s’agit d’un bassi

d’attraction au sens classique du terme. Lorsquef est de degré topologique� 2, il s’agit des
pointsz ∈ Ck tels qu’une préhistoire(zn) ∈ (Ck)N, fn(zn) = z, converge versIf . Considérons
égalementK+ := {z ∈ Ck | (fn(z))n�0 est bornée} et

K− :=
{
z ∈ Ck | toutes les préhistoires dez restent dans un compact deCk

}
.

En utilisant le fait queXf (respectivementIf ) est un attracteur pourf (respectivementf−1), on
montre aisément que

Ck = K+ ∪B+(Xf ) = K− ∪B−(If ).

Commef contracte(t = 0) \ If surXf , Xf ∩ If = ∅, on a

(t = 0) \ If ⊂B+(Xf ) et (t = 0) \Xf ⊂B−(If ),

où les adhérences sont considérées dansPk. Il s’ensuit que l’ensembleK := K+ ∩ K− est un
compact deCk. On vérifie sans peine queT r

+ est à support dansK+ tandis queT−
k−r est à

support dansK−. Pour des raisons de dimension, on a doncK+ = K+ ∪ If etK− = K−∪Xf .
Tous ces faits sont établis dans [21] lorsquef est un automorphisme et s’adaptent aisémen
cas des endomorphismes. On en déduit queµf est à support dans le compactK.

L’invariance deµf résulte de celles deT r
+ etT−

k−r : si χ est une fonction test dansCk, on a

〈f∗µf , χ〉=
〈
T r

+ ∧ T−
k−r, χ ◦ f

〉
=

〈
T−

k−r,
1
λ

f∗(χT r
+

)〉
= 〈µf , χ〉.

Enfin la masse deµf se calcule en cohomologie puisque le produitT r
+ ∧ T−

k−r est globalemen
défini surPk, ainsi

‖µf‖ =
∥∥T r

+

∥∥ ·
∥∥T−

k−r

∥∥ = 1. �
3.2. Ergodicité et entropie

M. Gromov a montré [18] que l’entropie topologique d’une application holomorphef est
toujours dominée par le taux de croissance asymptotique du volume du graphe itéréf .
L’argument de M. Gromov passe au cas méromorphe et permet d’obtenir la majoration

htop(f) � max
1�j�k

logλj(f),

où htop(f) désigne l’entropie topologique def et lesλj(f) sont les degrés dynamiques
f . Nous renvoyons le lecteur à [20] pour la définition de ces quantités, ainsi que pou
de l’entropie métriquehµ(f) d’une mesure invarianteµ. Cette dernière est toujours domin
par l’entropie topologique (principe variationnel). Les hypothèses (H1) et (H3) assurent i
λ = λr(f) = dr est le plus grand des degrés dynamiques. On a donc

hµf
(f) � htop(f) � logλ.

Nous établissons à présent la réciproque, conjecturée par S. Friedland [15].
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THÉORÈME 3.2. –La mesureµf est ergodique et d’entropie maximale,

hµf
(f) = htop(f) = logλ.

Lorsquef est un automorphisme,µf est mélangeante.

Preuve. –L’ergodicité (respectivement le mélange) deµf découle assez simplement d
propriétés d’extrémalité deT r

+ etT−
k−r, en suivant une méthode à présent classique en dynam

complexe à plusieurs variables. Nous en esquissons brièvement la démonstration et renv
lecteur à [21] pour plus de détails. Etant donnéeχ une fonction test dansCk, il s’agit de montrer
queχ̂nµf → cχµf au sens des mesures, où

χ̂n :=
1
n

n−1∑
j=0

χ ◦ f j et cχ =
∫

χdµf .

Pour obtenir le mélange, il faut montrer la propriété plus forteχnµf → cχµf , avecχn = χ ◦ fn.
Nous esquissons la preuve de l’ergodicité.

Étape 1. – Soitψ une fonction test. On montre quêRn → cψT−
k−r , où

R̂n :=
1
n

n−1∑
j=0

Rj , avecRj :=
1
λj

(
f j

)
∗
(
ψT−

k−r

)
.

On peut supposer0 � ψ � 1. Les courantsR̂n sont alors des courants positifs dominés
T−

k−r , donc de masse uniformément bornée. Toute valeur d’adhérence de(R̂n) est un couran
f∗-invariant (puisque nous considérons des moyennes de Césaro), qui estfermégrâce au lemme
suivant dont la preuve est laissée au lecteur.

LEMME 3.3. –

‖dRn‖ = O
([

δr+1

(
fn

)
/λn

]1/2)
et

∥∥ddcRn

∥∥ = O
(
δr+1

(
fn

)
/λn

)
.

SoitR une valeur d’adhérence de(R̂n). CommeT−
k−r est extrémal parmi les courants posit

fermésf∗-invariants (théorème 2.6), on aR = cRT−
k−r. Or

cR = lim
j→+∞

〈
R̂nj , ω

r
〉

= lim
j→+∞

〈
ψT−

k−r,
1
nj

nj−1∑
l=0

λ−l
(
f l

)∗
ωr

〉
= cψ.

La convergence dans la dernière égalité résulte de ce que les potentiels deλ−l(f l)∗ω convergent
uniformément versg+ sur le support deT−

k−r. Il s’ensuit queR = cψT−
k−r est indépendant d

choix de la sous-suite(nj) ; c’est donc que(R̂n) converge verscψT−
k−r .

Étape 2. – On veut en déduire à présent queR̂n∧T r
+ converge versR∧T r

+ = cψµf . Ce serait
immédiat siT r

+ était une forme lisse. Ce n’est pas le cas, mais on peut tout de même écrir

T r
+ = ωr + ddc(S), oùS =

r−1∑
j=0

g+T j
+ ∧ ωr−1−j
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peut être exprimé comme une série de formes lisses qui convergent (en masse) géométri
sur le support deT−

k−r . En combinant cette information avec les estimées du lemme 3.
obtient la convergence désirée (nous renvoyons le lecteur à [21] pour plus de détails).

Nous pouvons à présent conclure. Nous voulions montrer queχ̂nµf → cχµf , c’est-à-dire∫
χ̂nψ dµf → cχcψ. Or il résulte de l’invariance deT r

+ que

∫
χ̂nψ dµf =

1
n

n−1∑
j=0

〈
λ−j

(
f j

)∗(
χT r

+

)
, ψT−

k−r

〉
=

〈
χT r

+, R̂n

〉
→ cχcψ.

Ceci démontre l’ergodicité deµf . Le mélange est obtenu de la même façon : l’extrémalité f
deT−

k−r évite le recours aux moyennes de Césaro.
Il reste à montrer queµf est d’entropie maximale. Cela résulte du travail de Y. Yom

[35]. De fait, siT−
k−r était le courant d’intégration sur une variété lisse, on pourrait appli

directement [35] carf est holomorphe au voisinage du support deT−
k−r . Ce n’est bien sûr pa

le cas (cf. proposition 2.5), maisT−
k−r peut être obtenu comme limite de tels courants et n

allons appliquer [35] à ces approximants. Nous suivons ici l’approche initiée par E. Bedf
J. Smillie dans [2, théorème 4.4]. Rappelons tout d’abord la définition de l’entropie mét
Soit ζ = {ζi} une partition mesurable dePk. L’entropieHµ(ζ) de la partitionζ par rapport àµ
est

Hµ(ζ) :=
∑

−µ(ζi) logµ(ζi).

L’entropie métrique def par rapport àζ etµ est

hµ(f, ζ) := lim
n→+∞

1
n

Hµ

(
n−1∨
i=0

f−i(ζ)

)
,

où
∨n−1

i=0 f−i(ζ) désigne la partition jointe. Enfin l’entropie métriquedef par rapport à la mesur
invarianteµ est

hµ(f) := sup
ζ

hµ(f, ζ).

Soit ε > 0 ; considéronsζ = {ζi} une partition mesurable dePk de petit diamètrediam(ζi) < ε.
On peut supposer sans perte de généralité queµf (∂ζi) = 0. Observons que tout élémentζ

(n)
i de

la partition jointe
∨n−1

i=0 f−i(ζ) est contenu dans unen-boule dynamique de rayonε,

Bn(x, ε) =
{

y | max
0�i�n−1

d
(
f i(x), f i(y)

)
< ε

}
.

Il s’ensuit que pour toute mesure de probabilitéν surPk,

Hν

(
n−1∨
i=0

f−i(ζ)

)
=

∑
−ν

(
ζ
(n)
i

)
log ν

(
ζ
(n)
i

)
� − log sup

B
ν(B),(4)

où le supremum est pris sur toute lesn-boules dynamiquesB de rayonε. Nous allons estime
cette dernière quantité pour des mesuresν = νn bien choisies que nous définissons à prés
Soit L un sous-espace linéaire générique dePk de dimensionr. On note comme précédemme
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re,
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rement
].

ur
ωX une forme lisse fermée de bidegré(1,1) et de masse1 telle queωr
X ≡ 0 au voisinage deXf

(qui est de dimensionr − 1). Posons

νn := [L]∧ 1
λn

(
fn

)∗(
ωr

X

)
et µn :=

1
n

n−1∑
j=0

(
f j

)
∗(νn).

Nous montrons plus loin (lemme 3.4) que les mesuresµn convergent versµf . Il résulte d’une
preuve du principe variationnel due à M. Misiurewicz (voir lemme 4.5.2 dans [25]) que

hµf
(f) � limsup

n→+∞

1
n

Hνn

(
n−1∨
i=0

f−i(ζ)

)
.(5)

Si B est unen-boule dynamique de rayonε, on a

νn(B) =
1
λn

∫
fn(B∩L)

ωr
X � C

λn
Volr

(
fn(B ∩L)

)
,(6)

où Volr désigne le volumer-dimensionnel. Le principal résultat de Y. Yomdin [35] assu
puisquef est holomorphe donc lisse dans l’ouvert invariantCk \WIf

, que

lim
ε→0

lim
n→+∞

1
n

log+ sup
B

Volr
(
fn(B ∩L)

)
= 0.(7)

Comme précédemment le supremum est pris sur toutes lesn-boules dynamiquesB de rayonε.
Les inégalités (5), (4) et (6), (7) impliquent alors

hµf
(f) � limsup

n→+∞

1
n

Hνn

(
n−1∨
i=0

f−i(ζ)

)
� − lim inf

n→+∞

1
n

log sup
B

νn(B) � logλ,

ce qui conclut la preuve du théorème 3.2.�
LEMME 3.4. –La suite(µn) converge versµf .

Preuve. –On va montrer que pour un choix générique du sous-espaceL, la suiteλ−j(f j)∗[L]
converge vers le courantT−

k−r . Supposons ce fait acquis pour l’instant et fixonsjn une suite
d’entiers qui tend vers+∞ plus lentement quen. On peut décomposer

µn =
1
n

n−jn∑
j=jn

1
λj

(
f j

)
∗[L]∧ 1

λn−j

(
fn−j

)∗
ωr

X + o(1).

Comme les potentiels ded−n(fn)∗ωX convergent uniformément vers la fonction de GreenG+,
potentiel deT+, sur les compacts deCk, on en déduit la convergence souhaitée.

Montrons à présent queλ−j(f j)∗[L] converge versT−
k−r pour un choix générique deL.

Il s’agit d’un résultat d’équidistribution du type de ceux démontrés par A. Russakovs
B. Shiffman dans [30] (pour les pull-backs). Nous en esquissons une preuve légè
simplifiée. Rappelons que[L] = ωk−r + ddcTL, où TL � 0 désigne le courant de Levine [28
NotonsGr,k(C) la grassmannienne desr-plans dePk et σ l’unique mesure de probabilité s
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it
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Gr,k(C) qui est invariante sous l’action du groupe unitaireU(k + 1,C). Comme ce dernier ag
transitivement surPk, il vient ∫

Gr,k(C)

TL dσ(L) = C0ω
k−r−1,(8)

oùC0 désigne une constante négative (voir lemme 3.3 dans [31]). Posons

ϕn(L) :=
∫
Pk

1
λn

(
fn

)
∗(TL)∧ ωr+1 � 0.

Lesϕn sont des fonctions qpsh surGr,k(C) : on peut adapter le lemme central 5.1 de [30] p
en donner une version quantitative

ddcϕn � −(k − r)δr+1

(
fn

)
ωr,k,

oùωr,k désigne la forme de Fubini–Study surGr,k(C). Soit enfin

ϕ :=
1
A

∑
n�0

ϕn, oùA = r
∑
n�0

δr+1(fn)
λn

< +∞.

Il s’agit d’une limite décroissante de fonctionsωr,k-psh. La fonctionϕ est donc soit identique
−∞, soit à nouveauωk,r-psh (voir [22]). Or il résulte de (8) queϕ �≡ −∞, en effet∫

Gr,k(C)

ϕ(L)dσ(L) =
1
A

∑
n�0

∫
Pk

1
λn

(
fn

)
∗
(
C0ω

k−r−1
)
∧ ωr+1 = C0.

On en déduit en particulier queϕn(L) → 0 pour tout L hors de l’ensemble pluripolair
{ϕ = −∞}. �

N. Sibony a introduit la notion d’automorphisme polynomial régulierdans [32]. Ce son
les automorphismes polynomiaux deCk tels queIf ∩ If−1 = ∅. Dans ce cas on aXf = If ,
donc f vérifie (H1), et If = Xf−1 est un attracteur pourf−1, donc f vérifie (H2). Par
ailleurs δl(f) = dl

+ pour 1 � l � r et δl(f) = dk−l
− pour r � l � k, où d± = δ1(f±1). En

particulierλ = dr
+ = dk−r

− > λr+1(f) = dk−r−1
− doncf vérifie (H3). CommeCf = ∅, (H4) est

automatiquement vérifiée. Nos résultats précédents s’appliquent donc et fournissent une
à une question posée dans [32,21] :

COROLLAIRE 3.5. –Soit f :Ck → Ck un automorphisme polynomial régulier. Alorsµf =
T r

+ ∧ T k−r
− est une mesure mélangeante d’entropie maximale

hµf
(f) = htop(f) = logλ = logdr

+ = logdk−r
− .
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