
Ann. Scient. Éc. Norm. Sup.,
4e série, t. 38, 2005, p. 155 à 191.

algèbre
ndis
ent le

us-
t,
à partir
tenons

eloppante

lgebra
,
ntized
al
f the
entre.
bra 48

veloping

eut-être
-algèbre
es
e

munity
SEMI-CENTRE DE L’ALGÈBRE ENVELOPPANTE
D’UNE SOUS-ALGÈBRE PARABOLIQUE

D’UNE ALGÈBRE DE LIE SEMI-SIMPLE✩

PAR FLORENCEFAUQUANT-MILLET ET ANTHONY JOSEPH

RÉSUMÉ. – Nous nous intéressons au semi-centre de l’algèbre enveloppante d’une sous-
paraboliquep d’une algèbre de Lie semi-simpleg de dimension finie sur le corps des complexes. Ta
que [F. Fauquant-Millet, A. Joseph, Transformation Groups 6 (2) (2001) 125–142] décrit explicitem
semi-centre de l’algèbre enveloppante quantifiée associée àp, la spécialisation enq = 1 ne donne qu’une
partie du semi-centre classique recherché, même quandp est un Borel. Pareillement le gradué d’une so
algèbre de polynômes du dual de Hopf de l’algèbre enveloppante deg, associé à la filtration de Kostan
fournit une borne inférieure pour le semi-centre recherché. Puis par une méthode développée
de [A. Joseph, Amer. J. Math. 99 (6) (1977) 1151–1165 ; J. Algebra 48 (1977) 241–289] nous ob
une borne supérieure. Enfin, lorsqueg est un produit d’algèbres de Lie simples de typeAn ou Cn, nous
montrons que ces bornes coïncident et concluons que, dans ce cas, le semi-centre de l’algèbre env
dep est une algèbre de polynômes.

 2005 Elsevier SAS

ABSTRACT. – Our aim is to describe the semicentre of the enveloping algebra of a parabolic suba
p of a semisimple finite dimensional complex Lie algebrag. Whilst [F. Fauquant-Millet, A. Joseph
Transformation Groups 6 (2) (2001) 125–142] describes explicitly the semicentre of the qua
enveloping algebra associated top, specialization atq = 1 gives only part of the required classic
semicentre, even whenp is a Borel. Similarly the graded of a polynomial subalgebra of the Hopf dual o
enveloping algebra ofg, associated to the Kostant filtration, gives a lower bound on the required semic
Then by a method developed from [A. Joseph, Amer. J. Math. 99 (6) (1977) 1151–1165; J. Alge
(1977) 241–289] we obtain an upper bound. Finally wheng is a product of simple Lie algebras of typeAn

or Cn we show that these bounds coincide and conclude that in this case the semicentre of the en
algebra ofp is a polynomial algebra.

 2005 Elsevier SAS

1. Introduction

1.1. Depuis cent ans déjà, un problème phare dans la théorie des algèbres de Lie, et p
des mathématiques en général, est la recherche d’invariants. Ici, considérant une sous
de Lie paraboliquep d’une algèbre de Lie semi-simpleg de dimension finie sur le corps d
complexes, nous décrivons le plus finement possible l’espaceU(p)p

′
des invariants de l’algèbr
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156 F. FAUQUANT-MILLET ET A. JOSEPH

enveloppante universelleU(p) dep par la représentation adjointe de l’algèbre dérivéep′ := [p,p].
Compte tenu de la définition de [6, 4.3.2], l’espaceU(p)p

′
n’est autre que le semi-centre deU(p).

1.2. Le semi-centre de l’algèbre enveloppante de sous-algèbres paraboliques particulières a
déjà été étudié dans le passé comme par exemple celui correspondant àg lui-même ou à une
sous-algèbre de Borelb. Dans le cas oùp = g le semi-centre deU(p) = U(g) n’est autre que
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le centreZ(g) deU(g) puisqueg = [g,g]. D’ailleurs on sait, grâce à l’isomorphisme de Hari
Chandra et au théorème de Chevalley (cf. [6, 7.4.5, 11.1.14]), que ce centre est une alg
polynômes en rang deg générateurs. De plus la recette de Shapiro-Steinberg pour calcu
degré de ces générateurs a été démontrée par Kostant (cf. [15]). Dans le cas oùp = b le semi-
centre deU(b) – qui n’est autre que l’espaceU(b)n des invariants deU(b) par la représentatio
adjointe du radical nilpotentn de b – est également une algèbre de polynômes en rangg
générateurs (cf. [13, 4.16]). Ainsi on pourrait penser que le centre deU(g) et le semi-centre d
U(b) sont naturellement isomorphes par exemple grâce à l’application, suggérée par W
(cf. [13, 4.18]), que nous allons expliciter ci-dessous. Or il n’en est rien en général, ce qui p
d’augurer de la difficulté de l’étude plus générale deU(p)p

′
.

1.3. Pour plus de détails rappelons que, d’après [13], l’ensemble des poidsB de U(b)n est
égal à l’ensemble des poids du centre deU(n). De plus siν ∈ B alors, à un scalaire près,
existe un unique élément dans le centre deU(n) de poidsν donc, par un anti-automorphism
de Chevalley convenable, un unique élémentb−ν , à un scalaire près, dans le centre deU(n−)
de poids−ν (où n− est l’image den, qui satisfait àg = n− ⊕ b). Soit {ai

ν} une base de
l’espace des vecteurs de poidsν dansU(b)n, M i

ν le U(g)-module engendré parai
ν grâce à

l’action adjointe etNν le U(g)-module engendré parb−ν . Pour touti, les modulesM i
ν et Nν

sont duaux l’un de l’autre donc l’espace desg-invariants du produit tensorielM i
ν ⊗ Nν est de

dimension un. Considérons maintenant l’image, notéezi
ν , d’un générateur de l’espace desg-

invariants deM i
ν ⊗ Nν dans l’algèbre enveloppanteU(g) de g, obtenue par multiplication de

éléments du produit tensoriel : alors cette image est dans le centre deU(g). On prolongeai
ν �→ zi

ν

en une application linéaireϕ deU(b)n dansZ(g). Soit ϕ0 la restriction deϕ à la sous-algèbr
de U(b)n obtenue par spécialisation de son analogue quantique, cette sous-algèbre s’o
également par restriction des poids deU(b)n au sous-semi-groupe libreB0 deB engendré pa
les générateurs deB (voir 3.1.1) qui ne sont pas des poids fondamentaux et par le doubl
générateurs deB lorsque ceux-ci sont des poids fondamentaux. Nous montrons dans [10] qϕ0

est injectif.
On dira queg est de typeA, resp.C, resp.AC, lorsqueg n’a que des facteurs de typeA, resp.

C, resp.A ou C. Lorsqueg est de typeAC, on aB0 = B et nous montrons dans [10] queϕ0

est aussi surjectif. Cependant il semble peu probable queϕ0 soit un isomorphisme d’algèbre
même en choisissant plus soigneusement les scalaires. Donc on ne peut pas en déd
Z(g) est une algèbre de polynômes en sachant queU(b)n l’est. Cependant, lorsqueg est de
type AC, l’isomorphisme d’espaces vectorielsϕ0 “respecte” les degrés (c’est-à-dire obéi
une règle simple de calcul pour les degrés, consistant à écrire, avec les notations ci-des
deg(zi

ν) = deg(ai
ν) + deg(b−ν)). Ceci nous permet de redémontrer, dans [10], pour le typeAC,

que Z(g) est une algèbre de polynômes et de calculer d’une nouvelle manière les deg
ses générateurs homogènes qui sont étroitement liés aux degrés des générateurs deU(b)n. Par
exemple en typeC on retrouve que les degrés sont tout simplement doublés.

La différence entre le typeAC et les autres cas est marquée par l’égalité (ou non-égalité)B
etB0. Lorsqueg n’est pas de typeAC, on démontre dans [10] queϕ n’est pas injectif. De plus
il n’est pas du tout certain que, dans ce cas,ϕ0 soit surjectif. Pire encore, les degrés sont
respectés. Par exemple sig est simple de typeG2, les générateurs de la sous-algèbre deU(b)n
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définie parB0 sont tous deux de degré2 alors que les générateurs de l’algèbreU(b)n tout entière
sont de degrés1 et 2. Si la règle de calcul des degrés s’appliquait encore au typeG2 alors les
degrés des générateurs deZ(g) seraient2 et 4. Or il est bien connu qu’en réalité ces degrés sont
2 et 6. Ainsi la règle simple de calcul des degrés qui marche en typeAC est en décalage pour
les autres cas et ceci augure un décalage similaire pour un parabolique quelconque. Ceci devrait
être le sujet d’une publication ultérieure.
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1.4. Ces problèmes ne font qu’empirer lorsqu’il s’agit d’un paraboliquep quelconque. Nou
ne pouvons donner que les bornes inférieure et supérieure deU(p)p

′
qui, fort heureusemen

coïncident lorsqueg est de typeAC. D’autre part, notonsm le radical nilpotent dep. Il existe
dansU(m) au moins un vecteurb−ν de plus bas poids−ν pour la sous-algèbre de Levi dep.
Supposons qu’il existe alors un vecteuraν de plus haut poidsν pour la sous-algèbre de Le
de p dans l’algèbre enveloppante du Levi. Alors une construction analogue à celle déc
dessus ne donne, même en typeAC, qu’un élément deU(p) invariant par la représentatio
adjointe de la sous-algèbre de Levi dep. Finalement on est capable de dire queU(p)p

′
est

une algèbre de polynômes (en typeAC) mais on ne sait pas décrire les générateurs, sau
implicitement.

1.5. Notons enfin que, lorsqueg est simple de typeA, certains invariants particuliers ont dé
été étudiés. D’après Dixmier (cf. [5]) les générateurs du centre deU(n) sont dans ce cas le
mineurs au-dessus de la diagonale dans un coin en haut à droite. Plus généralement ce
invariants que nous allons classifier sont encore de cette forme sans la contrainte que le m
question se trouve au-dessus de la diagonale. Cependant ce cas est plutôt exceptionnel.
ou [12] on trouvera également une description du semi-centre de l’algèbre enveloppante dp dans
le cas oùg est simple de typeAn et où le Levi dep est simple de typeAn−1 : dans ce cas le sem
centre deU(p) est une algèbre de polynômes en une indéterminée. De plus cette indéte
est obtenue (un peu miraculeusement) par la méthode citée plus haut en prenant pourb−ν un
élément de plus bas poids (poursln) dans lesln+1-module simple formé de lan-ième puissanc
symétrique de la dernière colonne et pouraν un élément harmonique de plus haut poids d
sln-module simple inclus dans l’algebre enveloppante du Levi dep. Enfin cette indéterminée e
elle-même un élément harmonique deU(sln+1) et est, à un scalaire près, l’unique vecteur de p
haut poids de la composante isotypique dans l’espace des éléments harmoniques deU(sln+1)
isomorphe au dual de lan+1-ième puissance symétrique de la représentation standard desln+1

agissant sur les vecteurs-colonnes deCn+1 (cf. par exemple [12, 7.4]).

1.6. Jusqu’à présent le semi-centre (classique) deU(p) dans le cas général n’avait pas enc
été étudié. En revanche dans le cas quantique, le semi-centre convenablement défini de
enveloppante quantifiéeUq(p) associée àp a été étudié en détail (cf. [8] ou [9]). On a démon
que le semi-centre deUq(p) est une algèbre de polynômes (cf. [9, Théorème 1]) et qu
dimensions de Gelfand–Kirillov des semi-centres dans les cas classique et quantique co
(cf. [9, Proposition 3.2]). Cependant l’étude du semi-centre deUq(p) s’est faite avec de
méthodes spécifiques au cas quantique qui utilisent en particulier l’application de Rosso
à cette application il suffit en effet de chercher les invariants dans le dual de Hopf de l’a
enveloppante quantifiée et donc dans le produit tensoriel de représentations irréductibles
dernière, ce qui est beaucoup plus aisé (cf. [8, Théorème du par. 3.1]). Malheureusem
application analogue à l’application de Rosso n’existe pas dans le cas classique. D’autre
pourrait spécialiser les résultats du quantique au classique mais on sait déjà qu’on n’y r
pas tout le semi-centre (cf. [14, 7.5.5]).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



158 F. FAUQUANT-MILLET ET A. JOSEPH

1.7. Signalons tout d’abord qu’avant de déterminer le semi-centreU(p)p
′

il est plus aisé de
chercher l’espaceS(p)p

′
des invariants de l’algèbre symétriqueS(p) dep par la représentation

adjointe dep′. Par une extension de l’application de Duflo on sait (cf. [17]) que ces deux
algèbres sont isomorphes. Dans [16] Moeglin a démontré que le semi-centreU(p)p

′
est un

anneau factoriel, grâce à l’isomorphisme de Duflo et à des arguments de géométrie algébrique
utilisant la finitude d’une application projective ainsi que le fait que, pour l’action d’un
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groupe algébrique irréductible, toute orbite finie est réduite à un élément. Plus aiséme
A une algèbre commutative intègre sur un corps de caractéristique nulle,X une famille de
dérivations deA localement nilpotentes etAX := {a ∈ A | δa = 0, ∀δ ∈ X}. L’argument quas
trivial donné dans [13, 3.5] montre que, sia, b ∈ A \ {0} et ab ∈ AX , alorsa, b ∈ AX . Par
conséquentAX est factorielle siA l’est. Comme toute algèbre dérivéep′ d’une algèbre de
Lie p de dimension finie est engendrée par des éléments localement ad-nilpotents daS(p)
et que l’algèbreS(p) est factorielle, cet argument permet d’affirmer que l’algèbreS(p)p

′
est

factorielle. D’autre part nous montrons dans cet article (pourg simple à l’exception du ca
p = g) que les sous-espaces de poids deS(p)p

′
sont de dimension finie (voir proposition 4.2

et corollaire 5.4.3). Lorsque tous les sous-espaces de poids ont une dimension inféri
égale à un, ce qui n’arrive néanmoins que très rarement, il résulte de [13, 4.2] queS(p)p

′
est

polynomial.

1.8. Nous rappelons dans la section 3 des résultats de [13] concernant l’espaceS(b)n

des invariants de l’algèbre symétriqueS(b) de b par la représentation adjointe den et
démontrons un résultat combinatoire (voir proposition 3.2.11) concernant les poids
invariants.

Dans la section 4 nous décrivons les invariants d’un localisé deS(p) par la représentatio
adjointe den et en déduisons que, pour certaines filtrations bien choisies deS(p), le gradué de
S(p)p

′
est inclus (voir proposition 4.2.8) dans une certaine algèbreSJ. Ceci fait appel à une

décomposition assez subtile de la sous-algèbre de Cartan.
Dans la section 5 nous montrons (voir corollaire 5.4.2) queSJ est une algèbre de polynôm

dont le nombre de générateurs est le même que celui du semi-centre de l’algèbre enve
quantifiéeUq(p) associée àp mais dont les poids des générateurs diffèrent, dans certain
d’un facteur12 de celui des générateurs du semi-centre deUq(p).

Dans la section 6, après avoir décrit la filtration de Kostant, nous montrons queS(p)p
′
contient

le gradué, pour cette filtration, d’une sous-algèbreA de l’algèbre des fonctions régulières sur
groupe de Lie connexe, simplement connexe, associé àg. D’après [9, Proposition 3.1] on sa
queA est une algèbre de polynômes dont le nombre de générateurs et leur poids sont les
que ceux du semi-centre deUq(p).

Dans la section 7, les inclusions précédentes encadrant les gradués deS(p)p
′

nous permetten
de redémontrer, par une méthode un peu plus élémentaire que dans [9, Prop. 3.2],
dimensions de Gelfand–Kirillov des semi-centres des algèbres enveloppantes (class
quantifiée) dep sont égales, lorsquep �= g et queg est simple. D’autre part dans le cas
g est une algèbre de Lie simple de typeAn ou Cn, et lorsquep � g, nous montrons que le
caractères deA etSJ sont égaux – ce qui est encore vrai d’ailleurs pour d’autres cas partic
d’algèbres de Lie simplesg et de certaines sous-algèbres paraboliquesp. De ceci et du fait que
lorsquep = g, le semi-centre deU(p) est une algèbre de polynômes, on en déduit que, lor
g est de typeAC et lorsquep est une sous-algèbre parabolique quelconque deg, ou bien dans
les cas particuliers signalés ci-dessus, l’algèbreS(p)p

′
, et donc aussi l’algèbreU(p)p

′
, est une

algèbre de polynômes ayant le même nombre de générateurs que le semi-centre deUq(p), avec
les mêmes poids.
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2. Notations

2.1. Index de notations

′

N,N∗ 2.2 gπ 2.3 gπ′ 2.4 sπ

α , sπ
α 2.6

Z,C 2.2 nπ 2.3 bπ′ 2.4 wπ′

0 ,wπ
0 2.6

g,h 2.2 n−
π 2.3 b

−
π′ 2.4 wπ′ ,wπ 2.6

∆ 2.2 hπ 2.3 mπ′ 2.4 (, )π′ , (, )π 2.6

π 2.2 bπ 2.3 m
−
π′ 2.4 Hπ′ ,Hπ 2.6

αi 2.2 b−π 2.3 hπ\π′
, rπ′ 2.4 hπ′(α), hπ(α) 2.6

∆± 2.2 ∆π 2.3 �π′

α ,�π
α 2.5 h⊥

π′ ,h⊥
π 2.6

gα 2.2 π′ 2.4 P(π′),P(π) 2.5 U(a) 2.7

α̌ 2.2 pπ′ 2.4 P+(π′),P+(π) 2.5 Mµ 2.7

xα 2.3 p
−
π′ 2.4 λ′ 2.5 Vπ′(λ),Vπ(λ) 2.7

κ 2.3 p 2.4 �α,�′
α 2.5 V−

π′(λ),V+
π′(λ) 2.7

n 2.3 p− 2.4 ∆π′ 2.6 cπ′

ξ,v, cπ
ξ,v 2.7

n− 2.3 n
−
π′ 2.4 ∆+

π′ ,∆+
π 2.6 Cπ′(λ),Cπ(λ) 2.7

b 2.3 nπ′ 2.4 ∆−
π′ ,∆−

π 2.6 U(gπ′)�,U(gπ)� 2.7

b− 2.3 hπ′ 2.4 Wπ′ ,Wπ 2.6 S(a) 2.8

adx 2.8 επ′ , επ 3.1.1 Πi,Π′
i(i = 1,2) 3.2.3

ada x 2.8 aρπ′
α

, aρπ
α

3.1.3 Π′′
i ,Π∗

i (i = 1,2) 3.2.3

S(a)l 2.8 bα
ρπ′

α
, bα

ρπ
α

3.1.3 Π1/〈wπ〉,Π′
1/〈wπ〉 3.2.3

U(a)l 2.8 cα
ρπ′

α
, cα

ρπ
α

3.1.3 Π/〈wπ〉,Π′/〈wπ〉 3.2.3

a′ 2.8 a−ρπ′
α

3.1.4 dΓ, d′Γ 3.2.7

Z(a) 2.8 cα
−ρπ′

α
3.1.4 Dπ′

3.2.7

Sz(a) 2.8 bα
−ρπ′

α
3.1.4 επ

Γ 3.2.7

Y(a) 2.8 b̌
−
π′ 3.1.4 Dπ′

επ
3.2.7

Sy(a) 2.8 w̌π′ 3.2.1 E 4.1.1
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160 F. FAUQUANT-MILLET ET A. JOSEPH

〈wπ′〉, 〈wπ〉 3.1.1 〈wπw̌π′〉 3.2.1 k 4.1.2

π′/〈wπ′〉, π/〈wπ〉 3.1.1 Γα 3.2.1 h⊥ 4.1.2

Bπ′ ,Bπ 3.1.1 rα 3.2.1 bk 4.1.2

et
0.2] ou
plexes

e
es
βπ′ , βπ 3.1.1 γα 3.2.1 Φ 4.1.4

ρπ′

α , ρπ
α 3.1.1 Π′,Π′′ 3.2.1 hI 4.1.5

επ′

α , επ
α 3.1.1 Π,Π∗ 3.2.1 m 4.2.1

gr′ 4.2.1,4.2.2 H ′
Γ 5.3.1

P+
π′(π) 4.2.4 H ′′

Γ 5.3.5

gr′′ 4.2.6 HΓ 5.3.5

SJ 4.2.8 hΠ 5.3.5

Ω(SJ) 5.1 pΠ 5.3.5

Bδ 5.1 hJ 5.3.6

SJ,ν
δ 5.1 a−π′

Γ 5.3.8

aπ
Γ 5.2.1 c−π′

Γ 5.3.9

Γwπ 5.2.1 δΓ 5.4.2

Γwπ 5.2.1 FK 6.1

hΓ 5.2.2 ψk 6.2

cπ
Γ 5.2.3 m 6.3

Γwπ′ 5.3.1 mU(g)� 6.3

Γwπ′ 5.3.1 Cp(λ) 6.3

hπ′

Γ 5.3.1 grFK
6.5

2.2. On noteraN l’ensemble des entiers naturels,N∗ celui des entiers naturels non nuls
Z celui des entiers relatifs. Rappelons d’abord certains résultats ou définitions de [6, 1.1
de [2, VI]. Soientg une algèbre de Lie semi-simple de dimension finie sur le corps des com
C, h une sous-algèbre de Cartan deg et ∆ ⊂ h∗ le système des racines deg relativement à
h (h∗ désigne l’espace vectoriel dual deh). Dans∆ on choisit une baseπ := {α1, . . . , αl} de
racines simples : lorsqueg est simple, l’indexation des racines simples deπ est celle donné
par [2, VI, planches I à IX]. Alors∆ = ∆+ ∪ ∆− où ∆+, l’ensemble des racines positiv
relativement àπ, est un ensemble fini inclus dans

∑
α∈π Nα \ {0} et∆− = −∆+ est l’ensemble

des racines négatives relativement àπ. L’ensembleπ est une base duC-espace vectorielh∗

puisque∆ engendreh∗. Pourh ∈ h et ξ ∈ h∗, on pose〈h, ξ〉 := ξ(h). Pourα ∈ ∆, l’espace
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SEMI-CENTRE DE L’ALGÈBRE ENVELOPPANTE 161

radiciel associé à la racineα estgα := {x ∈ g; [h,x] = 〈h,α〉x ∀h ∈ h} où [, ] est le crochet de
Lie deg. Chaque espace radiciel est de dimension un. Pour tous sous-espaces vectorielsV etW
deg on note[V,W] le sous-espace vectoriel engendré par{[x, y] | x ∈ V, y ∈ W}. Alors, pour
tout α ∈ ∆, l’espace[gα,g−α] est un sous-espace vectoriel de dimension un deh et contient un
et un seul élémentα̌ tel que〈α̌,α〉 = 2, qui est appelé la coracine associée àα. L’espace vectoriel
h est alors engendré par la famille(α̌)α∈π . On noteU(g) l’algèbre enveloppante universelle de

ie
sp.
e

de

les

de
cf. [6,

nt, s’il
la
g (cf. [6, 2.1.1]).

2.3. Soient{xα, α ∈∆; α̌, α ∈ π} une base de Chevalley deg (cf. [4, 4.2.1]) etκ :xα �→ x−α

l’anti-automorphisme de Chevalley deU(g) correspondant. On a[xα, x−α] = α̌, doncκ|h = Idh.
On noten, resp.n−, la sous-algèbre de Lie deg engendrée par lesxα, resp.x−α, pourα ∈ π.
On a la décomposition triangulaireg = n ⊕ h ⊕ n− et n et n− sont des sous-algèbres de L
nilpotentes deg. On noteb := n⊕ h, resp.b− := n− ⊕ h, la sous-algèbre de Borel positive, re
négative, deg. Pour rappeler que la décomposition triangulaire deg dépend du choix du systèm
de racines simplesπ, on notera parfois aussig pargπ , les sous-algèbres de Lien, n−, h, b etb−

resp. parnπ , n−
π , hπ , bπ etb−π et le système∆ des racines degπ relativement àhπ par∆π .

2.4. Tout sous-ensembleπ′ deπ définit deux sous-algèbres paraboliques deg = gπ , que nous
notonspπ′ etp−π′ , ou plus simplementp etp−, s’il n’y a pas d’ambiguïté, à savoirpπ′ := bπ ⊕n

−
π′

et p
−
π′ := b−π ⊕ nπ′ où n

−
π′ , resp.nπ′ , est la sous-algèbre de Lie den−

π , resp. denπ , engendrée
par lesx−α, resp. par lesxα, pourα ∈ π′. On posehπ′ := [nπ′ ,n−

π′ ]∩ h, gπ′ := nπ′ ⊕ hπ′ ⊕ n
−
π′ ,

bπ′ = nπ′ ⊕ hπ′ et b
−
π′ = n

−
π′ ⊕ hπ′ . Alors on vérifie aisément (puisque la forme de Killing

gπ′ est non dégénérée) quegπ′ est une sous-algèbre de Lie depπ′ et dep
−
π′ qui est semi-simple

et quehπ′ est une sous-algèbre de Cartan degπ′ engendrée comme espace vectoriel par
coracinesα̌ pourα ∈ π′. L’algèbre de Lie semi-simplegπ′ est la sous-algèbre de Levi depπ′ ou
dep

−
π′ (cf. [2, I,§6, no 8]). On notemπ′ , resp.m−

π′ , le radical nilpotent depπ′ , resp. dep−π′ (cf. [6,
1.7.2]). On agπ = mπ′ ⊕ p

−
π′ = m

−
π′ ⊕ pπ′ . On posehπ\π′

:= {h ∈ hπ; 〈h,π′〉 = 0}. On vérifie
quehπ\π′

est un sous-espace vectoriel supplémentaire dehπ′ danshπ et querπ′ := hπ\π′ ⊕ gπ′

est le facteur réductif de Levi depπ′ ou dep
−
π′ , c’est-à-dire que c’est une sous-algèbre de Lie

pπ′ ou p
−
π′ qui est réductive et maximale (pour l’inclusion) parmi de telles sous-algèbres (

1.7.3]). De plushπ\π′
est le centre derπ′ . Remarquons que, dans le cas particulier oùπ′ = π, on

apπ = p−π = gπ = g et dans le cas particulier oùπ′ = ∅, on ap∅ = bπ etp−∅ = b−π etg∅ = {0}.

2.5. Quel que soitπ′ ⊂ π, on note(�π′
α )α∈π′ la base deh∗

π′ duale de la base(α̌)α∈π′ .
On dit que (�π′

α )α∈π′ est la famille des poids fondamentaux correspondant àπ′. On note
P(π′) :=

∑
α∈π′ Z�π′

α le réseau des poids degπ′ et P+(π′) :=
∑

α∈π′ N�π′

α l’ensemble des
poids entiers dominants correspondant àπ′. On démontre aisément que, étant donnéπ′ ⊂ π, il
exister ∈ N∗ tel que

P(π) ⊂ P(π′)⊕ 1
r

∑
α∈π\π′

Z�π
α(1)

et la projection de�π
α, pourα ∈ π′, dansP(π′) par cette décomposition (1) est égale à�π′

α . Pour
λ =

∑
α∈π mα�π

α ∈ P(π) (mα ∈ Z pour toutα ∈ π) on noteλ′ =
∑

α∈π′ mα�π′

α sa projection
dansP(π′) par la décomposition (1) ci-dessus. Par souci de simplicité on notera souve
n’y a pas d’ambiguïté,�α au lieu de�π

α, pour α ∈ π et donc, vu la notation ci-dessus de
projection d’un élément deP(π) dansP(π′) par la décomposition (1), on notera�′

α au lieu de
�π′

α , pourα ∈ π′.
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2.6. Quel que soitπ′ ⊂ π, notons∆π′ le système des racines degπ′ relativement àhπ′ et∆+
π′ ,

resp.∆−
π′ , le sous-ensemble de∆π′ formé des racines positives, resp. négatives, relativement à

π′. Le groupe de Weyl de(gπ′ ,hπ′) que l’on noteWπ′ , est le groupe des automorphismes de
h∗

π′ engendré par les réflexionssπ′

α , α ∈ π′, où sπ′

α est définie parsπ′

α (λ) = λ − 〈α̌, λ〉α pour
toutλ ∈ h∗

π′ . On asπ′

α (∆π′) = ∆π′ (cf. [2, VI,§1,no 1]). Le groupeWπ′ est fini, on notewπ′

0 son
plus long élément et on posew ′ := −wπ′

(la longueur d’un élémentw de W ′ étant définie

,

,
e

e

res
π 0 π

comme le nombre minimal de réflexionssπ′
α , α ∈ π′, dont la composée est égale àw). On a

wπ′(π′) = π′ et (wπ′)2 = Id. À partir de la forme de Killing, l’espace vectorielh∗
π′ peut être

muni d’uneC-forme bilinéaire symétrique non dégénérée invariante parWπ′ (cf. [2, VI,§1,no 1,
Prop. 3]) que l’on note(, )π′ . Grâce à cette forme non dégénérée, les espaces vectorielshπ′ eth∗

π′

sont isomorphes par l’isomorphismeHπ′ défini par〈H−1
π′ (x), y〉 = (x, y)π′ pour tousx, y ∈ h∗

π′ .
On a alorsHπ′(α̌) = 2α

(α,α)π′
pour toutα ∈ ∆π′ . Remarquons que(H−1

π (�π
α))α∈π est la base

duale dansh = hπ de la base( 2
(α,α)π

α)α∈π deh∗. On vérifie que
∑

α∈π\π′ CH−1
π (�π

α) = hπ\π′

(voir section 2.4). Pour toutα ∈ π′, on pose∈ hπ′(α) := H−1
π′ (�π′

α − �π′

wπ′ (α)) ∈ hπ′ . Notons

h⊥
π′ le C-sous-espace vectoriel dehπ′ engendré par leshπ′(α) pourα ∈ π′. On remarque que

pourh ∈ hπ′ , on a l’équivalence

h ∈ h⊥
π′ ⇐⇒ ∀α ∈ π′,

〈
h,α + wπ′(α)

〉
= 0.

2.7. Pour toute algèbre de Liea, on noteU(a) l’algèbre enveloppante universelle dea (cf. [6,
2.1.1]). Pour toutπ′ ⊂ π, un élémentµ deh∗

π′ est un poids duU(hπ′)-moduleM lorsque l’espace
Mµ := {m ∈ M | h.m = 〈h,µ〉m ∀h ∈ hπ′} des vecteurs de poidsµ est non nul. Dansh∗

π′ on
définit la relation d’ordreλ � µ ⇐⇒ µ − λ ∈ Nπ′. Pourλ ∈ P+(π′), nous notons (cf. [14
4.2.8])Vπ′(λ) le U(gπ′)-module simple de plus haut poidsλ, quotient du module de Verma d
plus haut poidsλ. L’espaceVπ′(λ) est de dimension finie et tous les poids deVπ′(λ) sont
dans l’ensemble fini(λ − Nπ′) ∩ (wπ′

0 λ + Nπ′). De plus l’espaceVπ′(λ)λ des vecteurs d
Vπ′(λ) de poidsλ est de dimension un ainsi que l’espaceVπ′(λ)wπ′

0 λ des vecteurs deVπ′(λ)

de poidswπ′

0 λ. De façon plus générale, pour toutw ∈ Wπ′ , l’espace vectorielVπ′(λ)wλ est de
dimension un (cf. [14, 4.4.1]). On choisit un vecteur non nul, que l’on notevπ′

λ,λ, dansVπ′(λ)λ

et un vecteur non nul, que l’on notevπ′

λ,wπ′
0 λ

, dansVπ′(λ)wπ′
0 λ. On pose alors, pourλ ∈ P+(π),

V−
π′(λ) := U(n−

π′).vπ
λ,λ et V+

π′(λ) := U(nπ′).vπ
λ,wπ

0 λ. On a alors les isomorphismes deU(gπ′)-

modules suivants.V−
π′(λ) � Vπ′(λ′) et V+

π′(λ) � Vπ′(wπ′

0 (wπ
0 λ)′) où λ′ est la projection de

λ dansP(π′) par la décomposition (1) et(wπ
0 λ)′ la projection dewπ

0 λ dansP(π′) par (1)
(voir section 2.5). On remarque queV+

π (λ) = V−
π (λ) = Vπ(λ). Pourλ ∈ P+(π′), nous notons

Cπ′(λ) l’espace des coefficients matriciels deVπ′(λ), c’est-à-dire l’espace des formes linéai
sur U(gπ′), notéescπ′

ξ,v où ξ ∈ Vπ′(λ)∗ et v ∈ Vπ′(λ), définies parcπ′

ξ,v(u) = ξ(u.v) pour tout
u ∈U(gπ′). Le dual de Hopf deU(gπ′), notéU(gπ′)�, est alorsU(gπ′)� :=

⊕
λ∈P+(π′) Cπ′(λ).

LEMME. – Pour toutλ ∈ P+(π) et toutπ′ ⊂ π, on a

V−
π′(λ) =

{
v ∈Vπ(λ) |mπ′v = 0

}
.

Preuve. – Le côté droit est un sous-rπ′ -module deVπ(λ), donc est somme directe derπ′ -
modules simples. Chacun de cesrπ′ -modules simples est engendré commeU(rπ′)-module par
son vecteurv de plus haut poids, en particuliernπ′v = 0. Commemπ′v = 0 aussi, il en résulte
quev = vπ

λ,λ, à un scalaire près. D’où l’assertion.�
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2.8. Si a est une algèbre de Lie etl une sous-algèbre de Lie dea, la représentation adjointe de
l dansa se prolonge en une représentation (dite encore adjointe) del dans l’algèbre symétrique
S(a) dea de sorte que, pour toutx ∈ l, le prolongementadx àS(a) deada x := (y ∈ a �→ [x, y])
soit une dérivation deS(a). On obtient de façon analogue une représentation adjointe del

dans l’algèbre enveloppanteU(a) dea. NotonsS(a)l := {y ∈ S(a) | (adx)y = 0 ∀x ∈ l}, resp.
U(a)l := {y ∈ U(a) | (adx)y = 0 ∀x ∈ l}, l’espace des invariants de l’algèbre symétriqueS(a),

ie
ans la

pour la

dans
de 2.8,

e.
nts

ng
lle de
tons
ositives

ns
ître

rt
l’on a
e

I], on
resp. de l’algèbre enveloppanteU(a), par la représentation adjointe del dansS(a), resp. dans
U(a). D’après ce qui précèdeS(a)l et U(a)l sont desC-algèbres. Pour toute algèbre de L
a, on posea′ := [a,a] (avec la notation du crochet de deux espaces vectoriels donnée d
section 2.2) ,Z(a) := U(a)a, Sz(a) := U(a)a

′
, Y(a) := S(a)a etSy(a) := S(a)a

′
.

Dans toutes les notations définies ci-dessus, nous omettrons parfois l’indiceπ′ lorsqueπ′ = π
et qu’il n’y a pas de confusion possible.

3. Le Borel

3.1. Rappels sur le semi-centre de l’algèbre enveloppante du Borel

Nous rappelons dans cette partie quelques résultats de [13] qui vont nous être utiles
suite. On considèreπ′ un sous-ensemble deπ.

3.1.1. D’après [13, 4.15] et parce que les calculs dans [13] sont valables à la fois
l’algèbre enveloppante et dans l’algèbre symétrique on a, avec les notations de 2.6 et
Sy(bπ′) = S(bπ′)nπ′ = S(nπ′ ⊕ h⊥

π′)nπ′ et Sz(bπ′) = U(bπ′)nπ′ = U(nπ′ ⊕ h⊥
π′)nπ′ . On note

〈wπ′〉 le sous-groupe des permutations deπ′ engendré par la permutationwπ′ qui agit surπ′

et π′/〈wπ′〉 l’ensemble des classes d’équivalence deπ′ modulo l’action de ce sous-group
Cependant, pour tout〈wπ′〉-ensembleS, on entend parS/〈wπ′〉 un système de représenta
de l’ensemble quotientS/〈wπ′〉 dans S. Posonslπ′ := Card(π′/〈wπ′〉). D’après [13, 4.6]
l’algèbre des invariantsY(nπ′) = S(nπ′)nπ′ est une algèbre de polynômes enlπ′ générateurs
et d’après [13, 4.16] l’algèbre des invariantsSy(bπ′) est une algèbre de polynômes en ra
de gπ′ (égal au cardinal deπ′) générateurs, tous homogènes pour la graduation nature
l’algèbre symétrique. De plusY(nπ′) etSy(bπ′) ont le même ensemble de poids, que nous no
Bπ′ . D’après [13, 4.12] il existe un système (déterminé de façon canonique) de racines p
fortement orthogonalesβπ′ := {βπ′

i }lπ′
i=1 tel queBπ′ = P+(π′)∩Nβπ′ . Pour toutα ∈ π′, posons

ρπ′

α := επ′

α (�π′

α + �π′

wπ′ (α)), avec

επ′

α =
{

1
2 si α = wπ′(α) et�π′

α ∈ Nβπ′

1 sinon.

D’après [13, 4.12 et 2.8], le semi-groupeBπ′ est libre engendré par lesρπ′

α pourα ∈ π′/〈wπ′〉.
Grâce à l’invariance de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée(, )π′ sur h∗

π′ par le
groupe de WeylWπ′ , on montre aisément queh⊥

π′ est aussi l’orthogonal (pour la dualité) da
hπ′ du semi-groupe libreBπ′ ⊂ h∗

π′ . On pourra consulter [13, Tables I et II] pour conna
précisément les valeurs deεπ′

α selon les racines simplesα de π′ et la nature deπ′ et on
trouvera également dans ces tables les degrés des générateurs deSy(bπ′), degrés par rappo
à la graduation naturelle de l’algèbre symétrique. D’après ces tables on constate que
l’équivalence{επ′

α = 1 ∀α ∈ π′} ⇐⇒ {gπ′ est de typeAC}. Nous verrons (dans la septièm
partie) que c’est grâce à cette équivalence que le typeAC est plus facile. On pose doncεπ′ = 1
si gπ′ est de typeAC et επ′ = 1

2 sinon. Plusieurs erreurs s’étant glissées dans [13, Table I
trouvera en annexe un erratum de cette table.
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3.1.2. D’après [14, 7.5.5], les générateurs du semi-centre de l’algèbre enveloppante quantifiée
Uq(bπ′) ne se spécialisent pas toujours en les générateurs du semi-centre de l’algèbre
enveloppante classiqueU(bπ′), mais parfois en leurs carrés. Plus précisément les vecteurs de
Sz(bπ′), et donc aussi ceux deSy(bπ′), de poids 1

επ′
α

ρπ′

α peuvent s’obtenir par spécialisation et

ceux de poidsρπ′
α sont les racines carrées de ces derniers lorsqueεπ′

α = 1
2 . Malheureusement

re
.8) que

e

nts
n.

e

égal à

par

ue

s

ley

ts

duit

de

es
i

l’analogue naturel de ceci n’est plus valable pourSy(p) lorsque p est une sous-algèb
parabolique quelconque. Ceci vient du fait que la borne supérieure (voir proposition 4.2
nous allons obtenir dans la quatrième partie pourSy(p) n’est pas toujours atteinte.

3.1.3. D’après [13, 4.4], l’espace vectoriel formé des éléments deY(nπ′) de poidsρπ′

α , pour
α ∈ π′, est de dimension un. Choisissons dans cet espace un élément non nulaρπ′

α
. Il est

homogène pour la graduation naturelle de l’algèbre symétrique. Alors l’algèbreY(nπ′) est une
algèbre de polynômes engendrée par lesaρπ′

α
, pourα ∈ π′/〈wπ′〉. De plusρπ′

α est combinaison

linéaire (à coefficients dansN) desβπ′

i , 1 � i � lπ′ , et le degré deaρπ′
α

est égal à la somme d
ces coefficients, d’après [13, 2.9 et 4.12].

Enfin, d’après [13, 4.15, 4.16], lorsqueα = wπ′(α), l’espace vectoriel formé des éléme
deS(nπ′ ⊕ h⊥

π′)nπ′ = S(bπ′)nπ′ de poidsρπ′

α est égal àY(nπ′)ρπ′
α

et est donc de dimension u

Lorsqueα �= wπ′(α), le sous-espaceS(bπ′)nπ′

ρπ′
α

de poidsρπ′

α est de dimension deux, le deuxièm

générateurcα
ρπ′

α
étant de la forme

cα
ρπ′

α
= aρπ′

α
hπ′(α) + bα

ρπ′
α

où bα
ρπ′

α
∈ S(nπ′)ρπ′

α

et bα
ρπ′

α
est homogène (pour la graduation naturelle de l’algèbre symétrique) de degré

deg(aρπ′
α

) + 1.

Commeρπ′
α = ρπ′

wπ′ (α) et quehπ′(wπ′(α)) = −hπ′(α) pour toutα ∈ π′, on acα
ρπ′

α
=−c

wπ′ (α)

ρπ′
α

et bα
ρπ′

α
= −b

wπ′ (α)

ρπ′
α

. Finalement l’algèbreS(bπ′)nπ′ est une algèbre de polynômes engendrée

lesaρπ′
α

pourα ∈ π′/〈wπ′〉 et par lescα
ρπ′

α
pourα ∈ π′/〈wπ′〉 tel quewπ′(α) �= α.

3.1.4. Grâce à l’anti-automorphismeκ de Chevalley (voir 2.3), on montre facilement q

le centreZ(n−
π′) de U(n−

π′) et donc aussi l’algèbreY(n−
π′) = S(n−

π′)n
−
π′ qui lui est isomorphe

(d’après [6, 10.4.5]) sont des algèbres de polynômes, la dernière étant engendrée par lea−ρπ′
α

,

pour α ∈ π′/〈wπ′〉 où a−ρπ′
α

∈ Y(n−
π′)−ρπ′

α
\ {0}. Par cet anti-automorphisme de Cheval

on déduit également que l’algèbre des invariantsSz(b−π′) est égale à l’algèbre des invarian

U(n−
π′ ⊕ h⊥

π′)n
−
π′ et que c’est une algèbre de polynômes en rang degπ′ variables. Comme

les algèbresSz(b−π′) et Sy(b−π′) sont isomorphes (cf. [17, 4.4 et Introduction]), on en dé

que Sy(b−π′) = S(n−
π′ ⊕ h⊥

π′)n
−
π′ et queSy(b−π′) est une algèbre de polynômes en rang

gπ′ générateurs, ceux-ci étanta−ρπ′
α

pour α ∈ π′/〈wπ′〉 et cα
−ρπ′

α
pour α ∈ π′/〈wπ′〉 tel que

wπ′(α) �= α qui est le deuxième générateur de l’espace de poidsSy(b−π′)−ρπ′
α

lorsquewπ′(α) �=
α. L’élément cα

−ρπ′
α

est de la formecα
−ρπ′

α
= a−ρπ′

α
hπ′(α) + bα

−ρπ′
α

où bα
−ρπ′

α
∈ S(n−

π′)−ρπ′
α

.

Comme dans la section 3.1.3, on acα
−ρπ′

α
= −c

wπ′ (α)

−ρπ′
α

etbα
−ρπ′

α
= −b

wπ′ (α)

−ρπ′
α

pour toutα ∈ π′. Enfin

posonšb−π′ := n
−
π′ ⊕ h = b

−
π′ ⊕ hπ\π′

(voir section 2.4). Commehπ\π′
= {h ∈ h; 〈h,π′〉 = 0}

on aSy(b̌−π′) = S(b̌−π′)n
−
π′ = Sy(b−π′)⊗ S(hπ\π′

) et doncSy(b̌−π′) est une algèbre de polynôm
en rang degπ (égal au cardinal deπ) générateurs. L’ensemble des poids deSy(b̌−π′) est auss
l’ensemble des poids deY(n−

π′) et deSy(b−π′), qui est donc−Bπ′ .
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3.2. Un résultat combinatoire

3.2.1. Fixons dans ce paragraphe un sous-ensembleπ′ de l’ensemble des racines simplesπ de
g. Notons encorewπ (voir 2.6) la restriction àπ dewπ = −wπ

0 . Puis on notěwπ′ la permutation
de π prolongeant la permutationwπ′ = −wπ′

0 de π′ par w̌π′(α) = α pour toutα ∈ π \ π′.
On a w2

π = w̌2
π′ = Idπ et on note〈wπw̌π′〉 le sous-groupe des permutations deπ engendré

e,

e
s

es

n
me
par la permutation composéewπw̌π′ . On a (wπw̌π′)−1 = w̌π′wπ . Pour α ∈ π \ π′ posons
Γα := {(w̌π′wπ)s(α)}rα

s=0 où rα = 0 si wπ(α) /∈ π′ et sinonrα est le plus grand entier tel qu
pour tout1 � s � rα, (w̌π′wπ)s(α) ∈ π′. On poseγα := (w̌π′wπ)rα(α). Remarquons queΓα est
la partie maximale d’une〈w̌π′wπ〉-orbite telle queΓα∩(π\π′) = {α}. Lorsquewπ(γα) = α, Γα

est une〈w̌π′wπ〉-orbite. SinonΓα � Γwπ(γα) est une〈w̌π′wπ〉-orbite et nous allons montrer qu
les deux parties ont le même cardinal. NotonsΠ′ l’ensemble des〈wπw̌π′〉-orbites incluses dan
π′ etΠ′′ := {Γα; α ∈ π \ π′}. On poseΠ := Π′ �Π′′ etΠ∗ := {Γ ∈Π | ∃α ∈ π \ π′; Γ = {α}}.
Π∗ est donc le sous-ensemble deΠ′′ constitué desΓα, avecα ∈ π \ π′ tel quewπ(α) ∈ π \ π′.

Dans le cas particulier où−Id ∈ Wπ , c’est-à-dire oùwπ = Idπ , on aΠ′ = {{α,wπ′(α)};
α ∈ π′} etΠ′′ = {{α};α ∈ π \ π′} = Π∗.

3.2.2.

LEMME. – SoientΓ,Γ′ ∈ Π etα ∈ π \ π′. On a
(i) SiΓ �= Γ′ alorsΓ∩ Γ′ = ∅.

(ii) SiΓ ∈Π′ alorswπ(Γ) = wπ′(Γ) ∈Π′.
(iii) wπ(γα) ∈ π \ π′ etwπ(Γα) = Γwπ(γα) ∈Π′′.
(iv) wπ(Γ)∩ π′ = wπ′(Γ∩ π′).
(v) w̌π′wπ(Γα) = (Γα ∩ π′)∪ {wπ(γα)}.

(vi) Siwπ′(Γ∩ π′) = Γ∩ π′ etΓ∩ π′ �= ∅ alorswπ(Γ) = Γ.

Preuve. – La première assertion est claire, vu les définitions des éléments deΠ′ et Π′′. Si
Γ ∈Π′ on awπwπ′(Γ) = Γ d’où la deuxième assertion. Par définition derα on awπ(γα) ∈ π\π′.
Si rα = 0 alorsγα = α, rwπ(α) = 0 carwπ(wπ(α)) = α /∈ π′, wπ(Γα) = {wπ(α)} = Γwπ(α) et
wπ(Γα) \ {wπ(α)} = wπ′(Γα \ {α}) = ∅. Supposonsrα � 1. Alors pour tout0 � s � rα, on a

(w̌π′wπ)rα−s
(
wπ(γα)

)
= wπ

(
(w̌π′wπ)s(α)

)
.(2)

Or, pour 0 � s � rα − 1, wπ((w̌π′wπ)s(α)) ∈ π′ par définition derα donc, pour tout1 �
k � rα, l’égalité (2) implique que(w̌π′wπ)k(wπ(γα)) ∈ π′. De plus(w̌π′wπ)rα+1(wπ(γα)) =
w̌π′wπ(wπ(α)) = w̌π′(α) = α donc(w̌π′wπ)rα+1(wπ(γα)) /∈ π′ et doncrwπ(γα) = rα. D’autre
part de l’égalité (2) on déduit quewπ(Γα) ⊂ Γwπ(γα) d’où l’égalité de ces deux ensembl
puisqu’ils ont le même cardinal et la troisième assertion du lemme.

De pluswπ(Γα)∩ π′ = wπ(Γα) \ {wπ(γα)} = {wπ((w̌π′wπ)s(α)); 0 � s � rα − 1} d’après
l’égalité (2) et

wπ′(Γα ∩ π′) = wπ′
(
Γα \ {α}

)
=

{
w̌π′

(
(w̌π′wπ)s(α)

)
; 1 � s � rα

}
= wπ(Γα)∩ π′

car, pour touts ∈ N, wπ((w̌π′wπ)s(α)) = w̌π′((w̌π′wπ)s+1(α)). D’où la quatrième assertio
du lemme puisqu’elle est claire pourΓ ∈ Π′ grâce à la deuxième assertion. Pour la cinquiè
assertion, il suffit de remarquer quěwπ′(wπ(Γα)∩π′) = wπ′(wπ(Γα)∩π′) = wπ(wπ(Γα))∩π′

d’après la quatrième assertion etw̌π′(wπ(γα)) = wπ(γα) puisquewπ(γα) /∈ π′. Enfin la dernière
assertion découle de (i) et (iv).�
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3.2.3. PosonsΠ1 := {Γ ∈ Π;Γ �= wπ(Γ)} et Π2 = Π \ Π1. On pose aussi, pour1 � i � 2,
Π′

i := Π′ ∩ Πi, Π′′
i := Π′′ ∩ Πi et Π∗

i := Π∗ ∩ Πi. Le lemme 3.2.2 montre que le groupe
〈wπ〉= {Idπ,wπ} agit surΠ′, Π′′ etΠ∗ et donc aussi surΠ, Πi, Π′

i, Π′′
i etΠ∗

i pour1 � i � 2.
On noteΠ1/〈wπ〉, Π′

1/〈wπ〉, etc., l’ensemble des classes d’équivalence deΠ1, Π′
1, etc.,

modulo l’action du groupe〈wπ〉 et comme dans 3.1.1 on utilise cette notation de façon abusive
pour désigner un système de représentants de ces classes d’équivalence. On poseΠ/〈wπ〉 :=

,
l

t

t

rs

te

à
),

ble
algèbre
(Π1/〈wπ〉)�Π2 et on utilise des notations analogues pourΠ′/〈wπ〉, Π′′/〈wπ〉 etΠ∗/〈wπ〉.

3.2.4.

LEMME. – SoitΓ ∈Π2. Alors il existeγ ∈ Γ tel queγ = wπ(γ) ou bien il existeγ ∈ Γ∩ π′ tel
queγ = wπ′(γ).

Preuve. – Supposons d’abord queΓ ∈ Π′. Commewπ(Γ) = wπ′(Γ) d’après le lemme 3.2.2
on a aussiwπ′(Γ) = Γ. Soit doncβ ∈ Γ. Alors wπ′(β) ∈ Γ donc il existe un entier nature
k tel quewπ′(β) = (wπwπ′)k(β). Si k est pair alorsγ = (wπwπ′)

k
2 (β) est tel queγ ∈ Γ et

wπ′(γ) = γ. Si k est impair alorsγ = wπ′((wπwπ′)
k−1
2 (β)) est tel queγ ∈ Γ etwπ(γ) = γ.

Supposons queΓ ∈ Π′′, c’est-à-direΓ = Γα = {(wπ′wπ)s(α)}rα
s=0 où α ∈ π \ π′. Si pour

tout γ ∈ Γα on avaitwπ(γ) �= γ alors, puisquewπ(Γα) = Γα, le cardinal deΓα, c’est-à-dire
rα + 1, serait pair. Si pour toutγ ∈ Γα \ {α} on avaitwπ′(γ) �= γ alors le cardinal deΓα \ {α},
c’est-à-direrα, serait pair, puisque d’après le lemme 3.2.2 on a

wπ′
(
Γα \ {α}

)
= wπ′(Γα ∩ π′) = wπ(Γα)∩ π′ = Γα ∩ π′ = Γα \ {α}. �

3.2.5.

LEMME. – Soit Γ ∈ Π′ ∪ Π′′
2 . Alors il existe un entier naturel non nulrΓ tel que, pour tout

γ ∈ Γ, rΓ est le plus petit entier naturel non nuls tel que(w̌π′wπ)s(γ) = γ. De plus, pour tou
γ ∈ Γ, on a

Γ =
{
(w̌π′wπ)k(γ)

}
0�k�rΓ−1

=
{
(wπw̌π′)k(γ)

}
0�k�rΓ−1

.

Preuve. – L’assertion est claire car, dans ce cas,Γ est une〈w̌π′wπ〉-orbite. En effet, c’es
évident par définition lorsqueΓ ∈Π′. De plus siΓ = Γα ∈Π′′

2 , avecα ∈ π \π′, on awπ(γα) = α
grâce au (iii) du lemme 3.2.2 puisque ce sont les seuls éléments resp. dewπ(Γα) et deΓα qui
ne sont pas dansπ′ et quewπ(Γα) = Γα. Compte tenu du (v) du lemme 3.2.2 il vient alo
w̌π′wπ(Γα) = Γα. �

3.2.6.

Remarque. – Le lemme précédent n’est plus vrai lorsqueΓ ∈ Π′′
1 . En effet pourg de typeA4

etπ′ = {α1, α2} on vérifie que l’assertion n’est pas vraie pourΓα3 = {α1, α3}.

3.2.7. Rappelons les notations de la section 3.1 et rappelons également que l’on noλ′ la
projection dansP(π′) deλ ∈ P(π) par la décomposition (1) définie dans 2.5. Pour toutΓ ∈ Π,
on posedΓ :=

∑
γ∈Γ �π

γ , la somme des poids fondamentaux relativement àπ correspondant
tous les éléments deΓ. Comme deux éléments distincts deΠ sont disjoints (voir lemme 3.2.2
il en résulte que lesdΓ, pourΓ ∈ Π, sontZ-linéairement indépendants. Soit

Dπ′
:=

{
λ ∈ P+(π) | (wπ′

0 λ−wπ
0 λ,π′)π = 0

}
.

Dans [9, Théorème 1] il a été démontré queDπ′
est un semi-groupe libre engendré par l’ensem

{dΓ; Γ ∈Π} et que le semi-centre de l’algèbre enveloppante quantifiée associée à la sous-
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paraboliquep = pπ′ deg est une algèbre de polynômes en rang deDπ′
générateurs, c’est-à-dire

en cardinal deΠ générateurs. PourΓ ∈ Π, on pose

επ
Γ :=

{
επ si Γ ∈Π2 etdΓ ∈ Bπ etd′Γ ∈ Bπ′

1 sinon.

t

On poseDπ′
επ

:=
∑

Γ∈Π Nεπ
ΓdΓ.

3.2.8.

LEMME. – SoientΓ ∈Π etλ ∈ επDπ′
tel queλ−wπ

0 λ ∈ Bπ et (λ−wπ
0 λ)′ ∈ Bπ′ . Alors

(i) επ
Γ(dΓ + dwπ(Γ)) ∈ Bπ .

(ii) επ
Γ(d′Γ + d′wπ(Γ)) ∈ Bπ′ .

(iii) λ ∈Dπ′

επ
.

(iv) (λ−wπ
0 λ)′ = λ−wπ′

0 λ.

Preuve. – Pour plus de simplicité, notons�α au lieu de�π
α pour toutα ∈ π et �′

α au lieu de
�π′

α pour toutα ∈ π′ (voir section 2.5). Posons encore, pour toute partieL deπ (pas forcémen
égale à un élément deΠ), dL :=

∑
γ∈L �γ . CommedΓ =

∑
γ∈Γ �γ , on ad′Γ =

∑
γ∈Γ∩π′ �′

γ =
d′Γ∩π′ et d′wπ(Γ) = d′wπ(Γ)∩π′ = d′wπ′ (Γ∩π′) d’après le lemme 3.2.2. Or−wπ

0 (�α) = �wπ(α)

pour toutα ∈ π, −wπ′

0 (�′
α) = �′

wπ′ (α) pour toutα ∈ π′ et enfinwπ′

0 (�α) = �α pour tout
α ∈ π \ π′. Donc on adΓ −wπ

0 dΓ = dΓ + dwπ(Γ) et

dΓ −wπ′

0 dΓ = d′Γ −wπ′

0 d′Γ = d′Γ∩π′ −wπ′

0 d′Γ∩π′

= d′Γ∩π′ + d′wπ′ (Γ∩π′) = (dΓ −wπ
0 dΓ)′.

Les assertions (i) et (ii) résultent alors de la définition deBπ ouBπ′ (voir 3.1.1) lorsqueεπ
Γ = 1

et, lorsqueεπ
Γ = 1

2 , elles résultent de l’égalitédΓ + dwπ(Γ) = 2dΓ et ded′Γ + d′wπ(Γ) = 2d′Γ. De

plus des égalités ci-dessus on déduit que l’on a(λ − wπ
0 λ)′ = λ′ − wπ′

0 λ′ = λ − wπ′

0 λ. D’où le
(iii) grâce encore à la définition deBπ ouBπ′ et le (iv). �

3.2.9.

LEMME. – Soit Γ ∈ Π2 tel quedΓ ∈ Bπ . Alors pour toutγ ∈ Γ tel queγ = wπ(γ) on a
�π

γ ∈ Bπ .

Preuve. – PosonsΓ0 := {γ ∈ Γ | γ �= wπ(γ) ou επ
γ = 1

2}. On a

dΓ =
∑

γ∈Γ0/〈wπ〉
ρπ

γ +
1
2

∑
γ∈Γ\Γ0

ρπ
γ .

Compte tenu de la définition deBπ , il vient donc queΓ0 = Γ. �
3.2.10.

LEMME. – SoitΓ ∈ Π2 tel qued′Γ ∈ Bπ′ . Alors pour toutγ ∈ Γ ∩ π′ tel queγ = wπ′(γ) on a
�π′

γ ∈ Bπ′ .

Preuve. – Elle est analogue à la preuve précédente.�
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3.2.11. On peut montrer maintenant la proposition suivante.

PROPOSITION. – SoitB ∈ Bπ tel que sa projectionB′ dansP(π′) par la décomposition(1)
définie dans la section2.5appartienne àBπ′ .

(i) Pour toutΓ ∈Π, il existe un uniquenΓ ∈ επ
ΓN tel quenΓ = nwπ(Γ) et tel que

∑

entaux
ns de la

it

ts

c,

us est
B =
Γ∈Π/〈wπ〉

nΓ(dΓ + dwπ(Γ)).

(ii) Il existe exactement
∏

Γ∈Π1/〈wπ〉(nΓ + 1) élémentsλ ∈ Dπ′
επ

tels queB = λ − wπ
0 λ et

B′ = λ−wπ′

0 λ.

Preuve. – On reprend dans cette preuve les notations simplifiées pour les poids fondam
utilisées également dans la preuve du lemme 3.2.8. Remarquons que, avec les notatio
section 3.1, siεπ = 1 alorsεπ′ = 1 aussi. De la définition des semi-groupes libresBπ etBπ′ et
desρπ

α ouρπ′
α , il découle qu’il existeλ1 ∈ επP+(π) etλ′

2 ∈ επ′P+(π′) tels queB = λ1 −wπ
0 λ1

et B′ = λ′
2 − wπ′

0 λ′
2. De plus, grâce à la remarque ci-dessus, on peut choisirλ2 ∈ επP+(π) tel

que 1
επ′

λ′
2 soit la projection de 1

επ′
λ2 dansP(π′) par la décomposition (1) et tel que l’on a

λ2 =
∑

α∈π nα�α avecnα ∈ επ′
α N pour toutα ∈ π′ et nα ∈ επ

αN pour toutα ∈ π \ π′. Alors
B′ = λ2 − wπ′

0 λ2. Posonsλ1 =
∑

α∈π mα�α où mα ∈ επ
αN pour toutα ∈ π. Rappelons que

−wπ
0 (�α) = �wπ(α) pour toutα ∈ π et−wπ′

0 (�′
α) = �′

wπ′ (α) pour toutα ∈ π′. On a donc

B =
∑
α∈π

(mα + mwπ(α))�α et B′ =
∑
α∈π′

(nα + nwπ′ (α))�′
α.(3)

Comparant les égalités dans (3) ci-dessus on obtient

∀α ∈ π′, mα + mwπ(α) = nα + nwπ′ (α).(4)

Appliquant l’égalité (4) àα ∈ π′ puis àwπ′(α) qui est aussi dansπ′ et comparant les résulta
obtenus, on en déduit

∀α ∈ π′, mα + mwπ(α) = mwπ′ (α) + mwπwπ′ (α).(5)

Appliquant l’égalité (5) àwπ(α) pourα ∈ π tel quewπ(α) ∈ π′, on obtient

∀α ∈ π telquewπ(α) ∈ π′, mwπ(α) + mα = mwπ′wπ(α) + mwπwπ′wπ(α).(6)

Soient Γ ∈ Π′ et α ∈ Γ. Il existe rΓ ∈ N∗ (indépendant de l’élémentα dansΓ d’après le
lemme 3.2.5) tel queΓ = {(wπwπ′)s(α)}rΓ−1

s=0 . Compte tenu de l’égalité (5) on montre don
par récurrence surs, que le coefficientmα + mwπ(α) ne dépend pas deα dansΓ. De même,
pour Γ ∈ Π′′, l’égalité (6) permet de montrer par récurrence que le coefficient ci-dess
indépendant de l’élément choisi dansΓ. Autrement dit on a, grâce aussi à l’égalité (4),

∀Γ ∈ Π | Γ∩ π′ �= ∅, ∃mΓ ∈ επN∩ επ′N | ∀α ∈ Γ, ∀β ∈ Γ∩ π′,

mΓ = mα + mwπ(α) = nβ + nwπ′ (β)

(7)

Enfin

∀Γ ∈Π | Γ∩ π′ = ∅, ∃mΓ ∈ επN | ∀α ∈ Γ, mΓ = mα + mwπ(α)(8)
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car de telsΓ sont réduits à un singleton. CommeΠ est une partition deπ et quemΓ = mwπ(Γ)

pour toutΓ ∈Π, on déduit des égalités (7), (8) et (3) l’égalité suivante.

B =
∑
Γ∈Π

mΓdΓ =
∑

Γ∈Π1/〈wπ〉
mΓ(dΓ + dwπ(Γ)) +

∑
Γ∈Π2

mΓ

2
(dΓ + dwπ(Γ)).(9)

tout

it

e

le

tive

ue
t
oit

avons

e

ointe
é
ur
Or B ∈ P(π) donc on a nécessairementmΓ ∈ N pour toutΓ ∈ Π. Posons pour toutΓ ∈ Π1,
nΓ = mΓ et pour toutΓ ∈Π2, nΓ = mΓ

2 . D’après les égalités (7), (8) et le lemme 3.2.4, pour
Γ ∈Π2, mΓ

2 ∈ επN. De plus, de l’égalité (9), il vient

B =
∑

Γ∈Π/〈wπ〉
nΓ(dΓ + dwπ(Γ))(10)

et lesnΓ sont uniques puisque lesdΓ, pour Γ ∈ Π, sont Z-linéairement indépendants. So
enfin λ =

∑
Γ∈Π/〈wπ〉 nΓdΓ. D’après les considérations ci-dessus, on aλ ∈ επDπ′

. Comme
−wπ

0 dΓ = dwπ(Γ) pour toutΓ ∈ Π, on obtientλ − wπ
0 λ = B grâce à l’égalité (10). Comme d

plusB′ ∈ Bπ′ , le lemme 3.2.8 permet de déduire les assertions suivantes. Tout d’abordλ ∈Dπ′

επ

doncnΓ ∈ επ
ΓN pour toutΓ ∈Π. De plusλ−wπ′

0 λ = B′.
Réciproquement on vérifie que toutλ =

∑
Γ∈Π kΓεπ

ΓdΓ ∈Dπ′

επ
(aveckΓ ∈ N pour toutΓ ∈Π)

tel queB = λ − wπ
0 λ satisfait àkΓεπ

Γ = nΓ pour toutΓ ∈ Π2 et kΓ + kwπ(Γ) = nΓ pour tout

Γ ∈ Π1/〈wπ〉. De plus un telλ vérifie aussiB′ = λ − wπ′

0 λ d’après le lemme 3.2.8. Enfin
nombre de telsλ est égal à

∏
Γ∈Π1/〈wπ〉(nΓ + 1). �

4. Recherche d’une borne supérieure pourS(p)p
′

Dans toute cette partie on fixe un sous-ensembleπ′ de l’ensemble des racines simplesπ deg.
Soitp la sous-algèbre parabolique déterminée parπ′ contenant la sous-algèbre de Borel posi
de g (voir section 2.4). Rappelons (voir les notations des sections 2.2 et 2.8) quep′ = [p,p] et
queS(p)p

′
est l’algèbre des invariants deS(p) par la représentation adjointe dep′.

Nous allons montrer que tout élément deS(p)p
′

admet comme terme principal (au sens q
nous expliciterons par la suite) un élément deY(n)Y(n−

π′) lorsqueh⊥
π = {0}. Plus généralemen

nous allons donner une décomposition convenable deh⊥
π de sorte qu’un résultat analogue s

encore vrai (voir la proposition 4.2.8).

4.1. Description d’un localisé deS(p)n

Nous allons donner, dans 4.1.5 et 4.1.6, une description d’un certain localisé deS(p)n, qui
nous permettra d’en déduire (voir proposition 4.2.8) les “termes principaux”, dont nous
parlé plus haut, des éléments deS(p)p

′
.

4.1.1. Rappelons, avec les notations de la section 3.1, queY(n) = S(n)n est une algèbr
de polynômes dont les générateurs sont lesaρπ

α
(ou plus simplementaρα ) pour α ∈ π/〈wπ〉.

NotonsE la partie multiplicative deS(n) engendrée par lesaρα (α ∈ π/〈wπ〉) et T := S(p)E

le localisé par la partie multiplicativeE de l’algèbre symétriqueS(p) de p. La représentation
adjointe den, resp.h, dansS(p) (voir section 2.8) se prolonge en une représentation adj
de n, resp.h, dansS(p)E de sorte que, pour toutx ∈ n, resp.x ∈ h, le prolongement, not
encoreadx, deadx défini surS(p) soit une dérivation deT. Remarquons d’ailleurs que, po
tousa ∈ E et b ∈ S(p) et pour toutx ∈ n, on a(adx)(a−1b) = a−1(adx)(b). De plus, comme
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la représentation adjointe den dansg est nilpotente, la dérivationadx pour x ∈ n est une
dérivation localement nilpotente deT. On définit alors, comme dans la section 2.8, l’espaceTn

des invariants deT par la représentation adjointe den. On poseN := dim(n). L’algèbre de Lie
n étant nilpotente, il existe d’après [2, I, §4, 1] une suite décroissante d’idéaux(ni)1�i�N+1 de
n avecn1 = n etnN+1 = {0} telle que[n,ni] ⊂ ni+1 etdim(ni/ni+1) = 1 pour tout1 � i � N .
Ordonnons l’ensemble∆+ = {γi}1�i�N des racines positives relativement àπ de sorte que

t

ple
ue

e
n

],

tout

t

l’on ait ni =
⊕

i�j�N Cxj où pour touti, 1 � i � N , on a poséxi := xγi (voir notation de
la section 2.3). Posons, pour tout1 � i � N + 1, Ti := Tni = (S(p)ni)E car E ⊂ Y(n). On
notera doncS(p)n

E sans parenthèse au lieu de(S(p)E)n = (S(p)n)E . Pour tout1 � i � N + 1
et 1 � j � N , on a(adxj)(Ti) ⊂ Ti étant donné queni est un idéal den. De plus, pour tou
1 � i � N , on aTi ⊂ Ti+1 puisqueni ⊃ ni+1.

4.1.2. Soit k un supplémentaire dansh deh⊥ := h⊥
π (voir section 2.6) et posonsbk := n ⊕ k.

NotonsGKdim la dimension de Gelfand–Kirillov d’une algèbre de type fini définie par exem
comme dans [14, A.3.6]. Grâce à la structure deSy(b) décrite dans la section 3.1.1, on sait q
S(bk)n = Y(n). Donc on a

GKdim
(
S(bk)

)
−GKdim

(
S(bk)n

)
= dimbk −GKdim

(
Y(n)

)
= dimn + dim k−GKdim

(
Y(n)

)
= dimn

(11)

car de plus

GKdim
(
Y(n)

)
= Card

(
π/〈wπ〉

)
= Card(π)− dim(h⊥)

= dimh− dim(h⊥) = dim k.

4.1.3. PosonsS := S(bk)E le localisé par la partie multiplicativeE de l’algèbre symétriqu
S(bk) de bk et, pour tout1 � i � N + 1, Si := Sni = (S(bk)ni)E . Comme précédemment o
noteraS(bk)n

E au lieu de(S(bk)n)E = (S(bk)E)n et pour tout1 � i � N + 1 et 1 � j � N , on a
(adxj)(Si) ⊂ Si. De plus pour tout1 � i � N , on aSi ⊂ Si+1. D’après [11, Théorème 2.6
soit on aSi = Si+1, soit il existe yi ∈ Si+1 vecteur de poids−γi vérifiant (adxi)yi = 1.
Alors, dans ce dernier cas, d’après le lemme de Taylor (cf. [11, 2.2]) on aSi+1 = Si[yi] et
donc GKdim(Si+1) = 1 + GKdim(Si). Or GKdim(S) = GKdim(S(bk)) et GKdim(Sn) =
GKdim((S(bk)n)E) = GKdim(S(bk)n). Compte tenu de l’égalité (11) et du fait queS1 = Sn

et SN+1 = S, il vient Si � Si+1 pour tout1 � i � N et donc, pour tout1 � i � N , il existe
yi ∈ Si+1 vecteur de poids−γi tel que (adxi)yi = 1. De plusS = Sn[y1, . . . , yN ]. Comme
yi ∈Ti+1 et que(adxi)yi = 1, il découle aussi du lemme de Taylor l’égalité suivante. Pour
1 � i � N , Ti+1 = Ti[yi].

4.1.4. On noteΦi, pour1 � i � N , l’endomorphisme duC-espace vectorielTi+1 défini par

Φi(a) =
∑
n∈N

(−1)n

n!
yn

i (adxi)n(a) ∀a ∈ Ti+1.(12)

Pour tout a ∈ Ti+1 le nombre de termes non nuls dansΦi(a) est fini car adxi est une
dérivation localement nilpotente deTi+1. Comme de plus(adxi)yi = 1, on vérifie facilemen
que(adxi)(Φi(a)) = 0 pour touta ∈ Ti+1. DoncΦi est un homomorphisme deadh-modules
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de Ti+1 dansTi. De plus l’image deΦi est égale àTi car pour touta ∈ Ti on aΦi(a) = a.
On vérifie également queΦi(Si+1) = Si. Enfin puisque les algèbresT et donc aussiTi+1 sont
commutatives il s’ensuit queyi(adxi) est une dérivation deTi+1. Il en résulte alors aisément
queΦi est un homomorphisme de l’algèbreTi+1 dans l’algèbreTi. NotonsΦ l’homomorphisme
obtenu par la composition desΦi à savoirΦ := Φ1Φ2 . . .ΦN . On a alors le lemme suivant.

et

e

de
e

LEMME. – L’application Φ:S(p)E −→ S(p)n
E est un homomorphisme surjectif d’algèbres

deadh-modules. De plusΦ(S(bk)E) = S(bk)n
E = Y(n)E .

Preuve. – Provient des considérations précédentes et du fait queTN+1 = T = S(p)E et que
T1 = Tn = S(p)n

E . �
4.1.5. Rappelons les notations des sections 2.4 et 2.6 et posons

hI :=
{
h ∈ h⊥ | 〈h,π′〉 = 0

}
= h⊥ ∩ hπ\π′

.

LEMME. – Quel que soit le sous-espacehJ supplémentaire dehI dansh⊥ on a S(p)n
E =

S(n⊕ hI)n
EΦ(S(n−

π′ ⊕ hJ)).

Preuve. – Vu la description (voir section 3.1.3) descα
ρπ

α
∈ S(n ⊕ Chπ(α))n, l’algèbre

S(bk ⊕ hI)n
E est engendrée surY(n)E par lescα

ρπ
α

tels quehπ(α) ∈ hI. Donc S(bk ⊕ hI)n
E =

S(n⊕ hI)n
E = Φ(S(bk ⊕ hI)E). Enfin

S(p)n
E = Φ

(
S(p)E

)
= Φ

(
S(bk ⊕ hI)E

)
Φ

(
S(n−

π′ ⊕ hJ)
)

= S(n⊕ hI)n
EΦ

(
S(n−

π′ ⊕ hJ)
)
. �

4.1.6. Vu la forme deΦ on obtient également le lemme suivant.

LEMME. – SoithJ un sous-espace supplémentaire dehI dansh⊥, γ ∈ ∆+
π′ , x−γ ∈ (n−

π′)−γ et
h ∈ hJ. Alors

(i) Φ(x−γ) − x−γ ∈
∑

δ∈∆+
π′∪{0},δ<γ S(b)Ex−δ où l’on posex0 = 1 et où la relation

d’ordre dans∆+
π′ ⊂ h∗

π′ est celle définie dans2.7.
(ii) Φ(h)− h ∈ S(n)E .

Preuve. – Le (i) provient de la définition deΦ. Pour montrer (ii), il suffit de constater qu
d’une partΦ(h) ∈ S(n⊕ k⊕ hJ)n

E = S(n⊕ hJ)n
E et que d’autre partΦ(h)− h ∈ S(n⊕ k)E puis

queS(n⊕ hJ)E ∩ S(n⊕ k)E = S(n)E . �
4.2. Termes principaux des éléments deS(p)p

′

4.2.1. Soientk ∈ N∗ et V1, . . . , Vk une famille de sous-espaces vectoriels deS(p). On note
m l’application obtenue par multiplication des facteurs du produit tensorielV1 ⊗ · · · ⊗ Vk dans
S(p).

Ayant choisi un sous-espace vectoriel supplémentairehJ dehI dansh⊥, on pose, pourn ∈ N,
S′

n(p) :=
⊕n

s=0 m(S(n ⊕ k ⊕ hI) ⊗ (n−
π′)⊗s ⊗ (hJ)⊗n−s). Alors on aS(p) =

⊕
n∈N

S′
n(p) et

(S′
n(p))n∈N est une graduation de l’algèbreS(p) qui est invariante par l’action adjointe deh.

Pour tout élémenta deS(p) \ {0} il existen ∈ N tel quea =
∑n

s=0 as où, pour tout0 � s � n,
as ∈ S′

s(p) et an �= 0. Nous posonsgr′(a) = gr′n(a) := an : c’est le terme de plus haut degré
a pour cette graduation. Pour toutn ∈ N, les éléments non nuls deS′

n(p) sont dits homogènes d
degrén. On note(S′n(p))n∈N la filtration deS(p) définie parS′n(p) :=

⊕n
s=0 S′

s(p) pour tout
n ∈ N.
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4.2.2. L’algèbre dérivéep′ = [p,p] de p est égale àp′ = n ⊕ hπ′ ⊕ n
−
π′ . Rappelons (voir

section 2.8) que nous notonsSy(p) l’espace des invariants deS(p) par la représentation adjointe
dep′. SoitV un sous-espace vectoriel deS(p). Nous notonsgr′(V ) le sous-espace vectoriel de
S(p) engendré par les termes de plus haut degré des éléments deV pour la graduation définie
dans 4.2.1. C’est-à-diregr′(V ) =

⊕
n∈N

gr′n(V ) où, pour toutn ∈ N,

nts

nt

-

gr′n(V ) :=
{
b ∈ S′

n(p) | ∃a ∈ V ; b− a ∈ S′n−1(p)
}
,

où l’on convient queS′−1(p) = {0}. L’espacegr′n(V ) correspond à un choix de représenta
de ((V ∩ S′n(p)) + S′n−1(p))/S′n−1(p), qui, à son tour, est isomorphe à(V ∩ S′n(p))/(V ∩
S′n−1(p)).

4.2.3. Rappelons la relation d’ordre dansh∗
π′ définie dans la section 2.7. Pourµ ∈ Nπ′,

on poseKµ := {ν ∈ Nπ′ | ν < µ} si µ �= 0 et Kµ := {0} si µ = 0. Rappelons égaleme
l’homomorphismeΦ défini en 4.1.4.

LEMME. – On choisit un sous-espace vectoriel supplémentairehJ de hI dans h⊥. Soient
n ∈ N∗, µ ∈ Nπ′ et u−µ ∈ S(n−

π′ ⊕ hJ)−µ ∩ (S′n(p) \ S′n−1(p)). Alors il existeI et J finis et
pour touti ∈ I , vi ∈ S(n−

π′ ⊕ hJ)−µ ∩ S′n−1(p) et, pour toutj ∈ J , νj ∈ Kµ et wj ∈ S(n−
π′)−νj

tels que

Φ(u−µ)− u−µ ∈
∑
i∈I

S(n)Evi +
∑
j∈J

S(b)Ewj .

Preuve. – Découle du lemme 4.1.6 et de la définition de la filtration(S′s(p))s∈N de S(p)
donnée dans 4.2.1.�

4.2.4. On poseP+
π′(π) := {ν ∈ P+(π) | (ν,π′)π = 0}. Pour toutν ∈ Zπ rappelons queS(p)ν

est le sous-espace de poidsν deS(p) (voir section 2.7). On poseSy(p)ν := Sy(p)∩ S(p)ν . Il est
clair que l’on a le lemme suivant.

LEMME. – On aSy(p) =
⊕

ν∈P+
π′ (π) Sy(p)ν .

4.2.5. On noteS(b)p
′

le sous-espaceSy(p)∩ S(b).

LEMME. – S(b)p
′ ⊂ S(n⊕ hI)n.

Preuve. – Pour toutν ∈ Nπ, posonsS(b)p
′

ν := Sy(p)ν ∩ S(b) = S(b)p
′ ∩ S(b)ν où l’on

note S(b)ν le sous-espace de poidsν de S(b). D’après le lemme 4.2.4, on aS(b)p
′

=⊕
ν∈P+

π′ (π) S(b)p
′

ν . Soitzν ∈ S(b)p
′

ν , zν �= 0. Alors zν ∈ Sy(b)ν doncν ∈ Bπ . OrBπ est un sous

semi-groupe libre deP+(π) engendré par lesρπ
α pourα ∈ π/〈wπ〉. Donc, puisque(ν,π′)π = 0,

ν est une somme (avec des coefficients dansN) desρπ
α qui satisfont la relation(ρπ

α, π′)π = 0. Par
conséquentzν est combinaison linéaire des produits desaρπ

α
et cα

ρπ
α

tels que(ρπ
α, π′)π = 0 (voir

notations de la section 3.1). Or dans ce casaρπ
α

et cα
ρπ

α
sont dansS(n⊕ hI)n. En effet

(ρπ
α, π′)π = 0 =⇒

(
(�π

α + �π
wπ(α)), π

′)
π

= 0

=⇒
(
(�π

α −�π
wπ(α)), π

′)
π

= 0

=⇒ hπ(α) ∈ hI. �
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4.2.6. Pourν ∈ Nπ′, ν =
∑

α∈π′ kαα, kα ∈ N pour toutα ∈ π′, posonso(ν) :=
∑

α∈π′ kα.
Pourn ∈ N, posonsS′′

n(p) :=
⊕

ν∈Nπ′|o(ν)=n m(S(b) ⊗ S(n−
π′)−ν). Alors (S′′

n(p))n∈N est une
nouvelle graduation de l’algèbreS(p) qui est invariante par l’action adjointe deh. On pose
égalementS′′n(p) :=

⊕n
s=0 S′′

s (p) pour toutn ∈ N. Pour un élémenta non nul deS(p) on note
gr′′(a) le terme de plus haut degré dea pour cette graduation et pour un sous-espace vectoriel
V de S(p) on notegr′′(V ) le sous-espace deS(p) engendré par les termes de plus haut degré

léments
ions
s-

à

par

te que si
des éléments deV pour cette graduation. On agr′′(V ) =
⊕

n∈N
gr′′n(V ) où, pour toutn ∈ N,

gr′′n(V ) := {b ∈ S′′
n(p) | ∃a ∈ V ; b− a ∈ S′′n−1(p)}, où l’on convient queS′′−1(p) = {0}.

4.2.7. Remarquons que pour les deux filtrations définies dans 4.2.1 et dans 4.2.6 les é
non nuls deS(n⊕ k⊕ hI) et donc ceux deE sont homogènes de degré zéro. Ces deux filtrat
se prolongent donc de manière évidente au localiséS(p)E . D’après le lemme 4.1.6, pour un sou
espace supplémentairehJ dehI dansh⊥ et sih ∈ hJ, alors pour la première filtrationΦ(h)− h
est un élément homogène de degré zéro, tandis que, siγ ∈ ∆+

π′ , alorsΦ(x−γ) − x−γ a, pour
la deuxième filtration, une filtration strictement plus petite queo(γ), c’est-à-dire appartient
S′′n(p) avecn < o(γ).

4.2.8. Soit hJ un sous-espace supplémentaire dehI dansh⊥. L’algèbre m(S(n ⊕ hI)n ⊗
S(n−

π′ ⊕ hJ)n
−
π′ ) est unU(h)-module pour la représentation adjointe deh (voir 2.8). On note

SJ la sous-algèbre dem(S(n ⊕ hI)n ⊗ S(n−
π′ ⊕ hJ)n

−
π′ ) engendrée comme espace vectoriel

les vecteurs de poids orthogonal àπ′ pour la forme bilinéaire symétrique non dégénérée(, )π

définie dans la section 2.6.

PROPOSITION. – Quel que soit le sous-espace supplémentairehJ de hI dansh⊥, on a, avec
les notations de4.2.2et 4.2.6,

gr′
(
gr′′

(
Sy(p)

))
⊂ SJ.

Preuve. – CommeSy(p) est somme de ses espaces de poidsSy(p)δ , δ ∈ P+
π′(π), (voir

lemme 4.2.4), et comme les graduations sont invariantes par l’action adjointe deh, il suffit de
montrer l’inclusion pour chaque espace de poidsSy(p)δ .

Le lemme 4.2.5 fournit l’inclusion concernantgr′(gr′′(S(b)p
′
)) car, d’après ce lemme,

S(b)p
′
= gr′0

(
S(b)p

′)
= gr′′0

(
S(b)p

′)
= gr′0

(
gr′′0

(
S(b)p

′)) ⊂ SJ

puisque de plus, d’après le lemme 4.2.4, les poids des éléments deS(b)p
′

sont orthogonaux àπ′.
Soit maintenantzδ ∈ Sy(p)δ \ S(b). Alors, d’après le lemme 4.2.4, on aδ ∈ P+(π) et

(δ,π′)π = 0. De plus, d’après le lemme 4.1.5, commezδ ∈ S(p)n, il existes ∈ N∗ et, pour tout
1 � i � s, ei ∈ S(n ⊕ hI)n

νi
linéairement indépendants etu−µi ∈ S(n−

π′ ⊕ hJ)−µi ∩ (S′ni(p) \
S′ni−1(p)) avecni ∈ N, tels que, pour tout1 � i � s, νi − µi = δ et zδ =

∑s
i=1 eiΦ(u−µi).

On suppose de plus que les éléments de cette somme ont été numérotés de telle sor
r := max{o(µi)}s

i=1, alors ce sont lesk premiersµi, k � s, tels queo(µi) = r. De plusr �= 0 car
sinonzδ appartiendrait àS(b)p

′
. Rappelons les notations et le lemme de 4.2.3. Pour tout1 � i �

s, il existe doncIi etJi finis et pour toutj ∈ Ii, e′ij ∈ S(n⊕hI), u′
ij ∈ S(n−

π′ ⊕hJ)−µi ∩S′ni−1(p)
et pour toutj ∈ Ji, νij ∈ Kµi , u′′

ij ∈ S(n−
π′)−νij et e′′ij ∈ S(b) tels que

zδ =
s∑

i=1

eiu−µi +
s∑

i=1

∑
j∈Ii

e′iju
′
ij +

s∑
i=1

∑
j∈Ji

e′′iju
′′
ij .(13)
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Alors

gr′′(zδ) =
k∑

i=1

eiu−µi +
k∑

i=1

∑
j∈Ii

e′iju
′
ij .(14)

Comme u−µi ∈ S′ni(p) \ S′ni−1(p), il existe v−µi ∈ S(n−
π′ ⊕ hJ)−µi ∩ (S′

ni
(p) \ {0}) et

ont

nt

t

n
e
loppante
issent
v′−µi
∈ S(n−

π′ ⊕ hJ)−µi ∩ S′ni−1(p) tels queu−µi = v−µi + v′−µi
. Soit n := max{ni}k

i=1. On
suppose que les termes de la somme (14) égale àgr′′(zδ) ont été numérotés de sorte que ce s
les t, t � k, premiers termesu−µi qui ont une filtrationni, par rapport à la filtration deS(p)
définie dans 4.2.1, égale àn. Alors

gr′
(
gr′′(zδ)

)
=

t∑
i=1

eiv−µi .(15)

Reste à prouver que, pour tout1 � i � t, v−µi est invariant par l’action adjointe den−
π′ .

Soit doncα ∈ π′. On a (adx−α)(zδ) = 0. Or (adx−α)(ei) ∈ S(b) vu que ei ∈ S(n ⊕ hI)
pour tout 1 � i � s et par définition dehI. De même(adx−α)(e′ij) ∈ S(b) pour tout j ∈
Ii. Par conséquent appliquant(adx−α) à l’égalité (13), seuls

∑k
i=1 ei(adx−α)(u−µi) et∑k

i=1

∑
j∈Ii

e′ij(adx−α)(u′
ij) sont dansS′′

r+1(p), les autres termes étant dansS′′r(p).
CommeS′′

r+1(p)∩ S′′r(p) = {0}, on en déduit que

k∑
i=1

ei(adx−α)(u−µi) +
k∑

i=1

∑
j∈Ii

e′ij(adx−α)(u′
ij) = 0.

Or dans cette somme seul
∑t

i=1 ei(adx−α)(v−µi) est dansS′
n(p), les autres termes éta

dansS′n−1(p), puisque la filtration deS(n−
π′ ⊕ hJ) induite de celle deS(p) définie dans 4.2.1

est invariante par l’action adjointe den−
π′ . CommeS′

n(p) ∩ S′n−1(p) = {0}, on en déduit que∑t
i=1 ei(adx−α)(v−µi) = 0. Or, pour tout1 � i � t, lesei sont dansS(n⊕ hI) et linéairemen

indépendants et(adx−α)(v−µi) ∈ S(n−
π′ ⊕ hJ) donc(adx−α)(v−µi) = 0 pour tout1 � i � t.

La proposition découle alors de l’égalité (15) car lesei sont de poidsνi et lesv−µi de poids−µi

et que l’on aνi − µi = δ ∈ P+
π′(π). �

4.2.9.

Remarque. – Lorsquep = b (c’est-à-dire lorsqueπ′ = ∅) il est clair que l’on a

gr′
(
gr′′

(
Sy(b)

))
= Sy(b) = SJ.

5. Description de la borne supérieure deS(p)p
′

On fixe encore dans cette partie un sous-ensembleπ′ de π. On va montrer que, pour u
certain sous-espace supplémentairehJ dehI dansh⊥, l’algèbreSJ (voir 4.2.8) est une algèbre d
polynômes ayant le même nombre de générateurs que le semi-centre de l’algèbre enve
quantifiée associée àp. Pour montrer cela, les plus grosses difficultés techniques surg
lorsqueh⊥ �= {0}.
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5.1. Rappelons la notationBπ et Bπ′ de 3.1.1. On noteΩ(SJ) l’ensemble des poids deSJ

et pourδ ∈ Ω(SJ), on poseBδ := {ν ∈ Bπ | ν − δ ∈ Bπ′}. Pourδ ∈ Ω(SJ) et ν ∈ Bδ , on pose

SJ,ν
δ := m(S(n ⊕ hI)n

ν ⊗ S(n−
π′ ⊕ hJ)

n
−
π′

−ν+δ). Alors le sous-espaceSJ
δ de poidsδ de SJ vérifie

SJ
δ =

⊕
ν∈Bδ SJ,ν

δ . Par conséquentSJ =
⊕

δ∈Ω(SJ)

⊕
ν∈Bδ SJ,ν

δ .

Dans les sections 5.2 et 5.3, on fixeδ ∈Ω(SJ) etν ∈ Bδ , afin de calculer la dimension de l’es-
ntaire
es

1.

,

pace vectorielSJ,ν
δ (voir corollaire 5.4.1), pour un certain sous-espace vectoriel suppléme

hJ dehI dansh⊥. Ceci va nous permettre d’en déduire qu’alorsSJ est une algèbre de polynôm
(voir corollaire 5.4.2). Comme(δ,π′)π = 0, queBπ ⊂ P(π) etBπ′ ⊂ P(π′), la projectionν′ deν
surP(π′) définie en 2.5 est donnée parν′ = ν − δ. Donc on peut appliquer la proposition 3.2.1
D’après cette proposition, pour toutΓ ∈Π, il existe un uniquenΓ ∈ επ

ΓN tel quenΓ = nwπ(Γ) et
ν =

∑
Γ∈Π/〈wπ〉 nΓ(dΓ + dwπ(Γ)).

5.2. Calcul de la dimension de l’espace vectorielS(n⊕ hI)n
ν

5.2.1. Rappelons les notations de 3.1.3 et 3.2.7 et posons, pour toutΓ ∈ Π, aπ
Γ :=∏

γ∈Γ(a
1/επ

γ

ρπ
γ

)επ
Γ , Γwπ := {γ ∈ Γ | γ = wπ(γ)} etΓwπ := (Γ\Γwπ )/〈wπ〉 si Γ ∈Π2 etΓwπ := Γ

si Γ ∈Π1. Rappelons queρπ
γ = ρπ

wπ(γ), pour toutγ ∈ π.

LEMME. – SoitΓ ∈ Π. Alors l’élémentaπ
Γ appartient àY(n) et son poids est égal àεπ

Γ(dΓ +
dwπ(Γ)). De plusaπ

Γ = aπ
wπ(Γ).

Preuve. – Les deux dernières assertions sont claires, ainsi que la première lorsqueεπ
Γ = 1.

Supposons queεπ
Γ = 1

2 . Alors Γ ∈ Π2 et dΓ ∈ Bπ et d’après le lemme 3.2.9 pour toutγ ∈ Γwπ

on aεπ
γ = 1

2 . Donc, dans ce cas,

aπ
Γ =

∏
γ∈Γwπ

aρπ
γ

∏
γ∈Γwπ

a
1/2
ρπ

γ
a
1/2
ρπ

wπ(γ)

=
∏

γ∈Γwπ∪Γwπ

aρπ
γ

carρπ
γ = ρπ

wπ(γ) pour toutγ ∈ Γ et donc on a bienaπ
Γ ∈Y(n). �

5.2.2. Rappelons les notations de la section 2.6 et, pourΓ ∈Π, posonshΓ :=
⊕

γ∈Γwπ
Chπ(γ).

Remarquons que, pour toutΓ ∈ Π, hΓ = hwπ(Γ). De plus, pourΓ ∈ Π∗
2, on ahΓ = {0} car,

dans ce cas,Γ = Γα = {α} avecα ∈ π \ π′ et α = wπ(α), d’où Γwπ = ∅. Enfin, pourΓ ∈ Π∗
1,

on a Γ = Γα = {α} avecα ∈ π \ π′ tel quewπ(α) ∈ π \ π′ et wπ(α) �= α et, dans ce cas
hΓ = Chπ(α).

LEMME. – On a ( ⊕
Γ∈(Π\Π∗

2)/〈wπ〉
hΓ

)
∩ hI =

⊕
Γ∈Π∗

1/〈wπ〉
hΓ.

Preuve. – Soith ∈ (
⊕

Γ∈(Π\Π∗
2)/〈wπ〉 hΓ) ∩ hI, h =

∑
Γ∈(Π\Π∗

2)/〈wπ〉
∑

γ∈Γwπ
kγ
Γhπ(γ) avec

kγ
Γ ∈ C pour toutΓ ∈ (Π \Π∗

2)/〈wπ〉 etγ ∈ Γwπ .
Pour toutΓ ∈ (Π \Π∗

2)/〈wπ〉, et toutγ ∈ Γ∪wπ(Γ), posons

lγΓ :=




(γ,γ)π

2 kγ
Γ si γ ∈ Γwπ ,

− (γ,γ)π

2 k
wπ(γ)
Γ si γ ∈wπ(Γwπ ),

0 si γ ∈ Γwπ .
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Remarquons que pour toutΓ ∈ (Π \ Π∗
2)/〈wπ〉 et toutγ ∈ Γ ∪ wπ(Γ), on a l

wπ(γ)
Γ = −lγΓ et

〈h,γ〉= lγΓ.
Pour toutΓ ∈ (Π \ Π∗

2)/〈wπ〉 et toutγ ∈ Γwπ ∩ π′, on a〈h,γ〉 = 0 puisqueh ∈ hI et donc
kγ
Γ = 0, ce qui donne la nullité de tous leskγ

Γ, γ ∈ Γwπ , lorsqueΓ ∈ Π′. Si Γ ∈ (Π′′ \Π∗)/〈wπ〉,
alorsΓ = Γα avecα ∈ π \ π′ tel quewπ(α) ∈ π′ donc on a encore〈h,wπ(α)〉 = 0 = l

wπ(α)
Γ .

D’autre part, siγ ∈ Γ \{α,w (α)}, on aγ ∈ π′. Ceci prouve encore une fois la nullité de tous

e

nné que

uire
wπ π

leskγ
Γ, γ ∈ Γwπ , dans ce cas. Finalement on obtient donc

h =
∑

Γ∈Π∗
1/〈wπ〉

∑
γ∈Γwπ

kγ
Γhπ(γ) ∈

⊕
Γ∈Π∗

1/〈wπ〉
hΓ.

Réciproquement pour toutΓ ∈ Π∗
1, on aΓ = {α} avecα ∈ π \ π′, α �= wπ(α) et wπ(α) /∈ π′.

Donc on ahΓ = Chπ(α) ⊂ hI. �
5.2.3. Rappelons queν =

∑
Γ∈Π/〈wπ〉 nΓ(dΓ + dwπ(Γ)) oùnΓ = επ

ΓkΓ aveckΓ ∈ N pour tout
Γ ∈ Π. (En particulier pourΓ ∈ Π1 on akΓ = nΓ.) Pour toutΓ ∈ Π, on posecπ

Γ :=
∏

γ∈Γ cγ
ρπ

γ

(voir notation de 3.1.3). On pose aussiaπ
ν :=

∏
Γ∈(Π\Π∗

1)/〈wπ〉(a
π
Γ)kΓ .

COROLLAIRE. – Le système(aπ
ν

∏
Γ∈Π∗

1/〈wπ〉(a
π
Γ)sΓ(cπ

Γ)nΓ−sΓ)0�sΓ�nΓ est une base d

l’espace vectorielS(n⊕ hI)n
ν . Donc

dim
(
S(n⊕ hI)n

ν

)
=

∏
Γ∈Π∗

1/〈wπ〉
(nΓ + 1).

Preuve. – Les éléments du système ci-dessus sont linéairement indépendants étant do
les aρπ

γ
et les cγ

ρπ
γ
, pour γ ∈ π/〈wπ〉, sont algébriquement indépendants. ConsidéronsS(b)

comme l’algèbre graduéeS(b) =
⊕

s∈N
m(S(n) ⊗ h⊗s) et pour a ∈ S(b) notonsgrb(a) le

terme de plus haut degré dea dans cette algèbre graduée. Soita ∈ S(n ⊕ hI)n
ν . Vu le poids

de a et la structure deS(b)n (voir section 3.1), on agrb(a) = h
∏

Γ∈Π/〈wπ〉(a
π
Γ)kΓ où h ∈

S(
⊕

Γ∈(Π\Π∗
2)/〈wπ〉 hΓ) ∩ S(hI). Il suffit alors d’appliquer le lemme précédent pour en déd

queh ∈m(
⊗

α∈π∗
1
(C⊕Chπ(α)⊕ · · · ⊕Chπ(α)nΓα )) où

π∗
1 :=

⋃
Γ∈Π∗

1/〈wπ〉
Γ =

{
α ∈ π \ π′ |wπ(α) /∈ π′ etwπ(α) �= α

}
/〈wπ〉. �

5.3. Calcul de la dimension de l’espace vectorielS(n−
π′ ⊕ hJ)

n
−
π′

−ν+δ

5.3.1. SoitΓ ∈Π \Π∗. Grâce au lemme 3.2.2 on obtient l’équivalence

[
Γ∩ π′ = wπ′(Γ∩ π′) ⇐⇒ Γ = wπ(Γ)

]
.

On poseΓwπ′ := {γ ∈ Γ∩ π′ | γ = wπ′(γ)} etΓwπ′ := ((Γ∩ π′) \ Γwπ′ )/〈wπ′〉 si Γ ∈ Π2 \Π∗
2

etΓwπ′ := Γ∩ π′ si Γ ∈Π1 \Π∗
1, hπ′

Γ :=
⊕

γ∈Γw
π′

Chπ′(γ) et

H ′
Γ :=

∑
γ∈Γ∩π′

2
(γ, γ)π′

hπ′(γ) ∈ hπ′ .
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LEMME. – Pour toutΓ ∈Π \Π∗, on aH ′
wπ(Γ) = −H ′

Γ.

Preuve. –

H ′
wπ(Γ) =

∑
γ∈wπ(Γ)∩π′

2
(γ, γ)π′

hπ′(γ) =
∑

γ∈wπ′ (Γ∩π′)

2
(γ, γ)π′

hπ′(γ)

e

3

par le (iv) du lemme 3.2.2. Orhπ′(γ) = −hπ′(wπ′(γ)) et (wπ′(γ),wπ′(γ))π′ = (γ, γ)π′ pour
toutγ ∈ π′ (voir section 2.6), ce qui donne le lemme.�

5.3.2. Du lemme précédent découle immédiatement le corollaire suivant.

COROLLAIRE. – SiΓ ∈ Π2 \Π∗
2 alorsH ′

Γ = 0.

5.3.3.

LEMME. – SoitΓ ∈Π1 \Π∗
1.

(i) 〈H ′
Γ, γ〉= 1 pour toutγ ∈ Γ∩ π′.

(ii) 〈H ′
Γ, γ〉= 0 pour toutγ ∈ π′ \ ((Γ∪wπ(Γ))∩ π′).

Preuve. – Dans ce cas, siγ ∈ Γ∩ π′, alorswπ′(γ) /∈ Γ∩ π′ de sorte que l’on a

(γ, γ)π′

2
〈H ′

Γ, γ〉=
〈
hπ′(γ), γ

〉
=

〈
H−1

π′ (�π′

γ ), γ
〉

= (�π′

γ , γ)π′ =
(γ, γ)π′

2
.

La deuxième partie est évidente.�
5.3.4. Des lemmes 5.3.1 et 5.3.3 on déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE. – Pour toutΓ ∈ Π \ Π∗, on a 〈H ′
Γ, γ + wπ(γ)〉 = 0 pour toutγ ∈ π′ tel que

wπ(γ) ∈ π′.

5.3.5.

COROLLAIRE. –
(i) Pour toutΓ ∈ Π1 \Π∗

1, il existeH ′′
Γ ∈ hπ\π′

tel queH ′′
Γ = −H ′′

wπ(Γ) etHΓ := H ′
Γ +H ′′

Γ ∈
h⊥.

(ii) LesHΓ, pourΓ ∈ (Π1 \Π∗
1)/〈wπ〉, sont linéairement indépendants.

(iii) (
⊕

Γ∈(Π1\Π∗
1)/〈wπ〉 CHΓ)∩ hI = {0}.

Preuve. – PourΓ ∈Π1 \Π∗
1, soitkγ

Γ ∈ C, γ ∈ π, tels que

(γ, γ)π

2
(kγ

Γ + k
wπ(γ)
Γ ) = −

〈
H ′

Γ, γ + wπ(γ)
〉
.

D’après le corollaire 5.3.4 on peut supposer quekγ
Γ = 0 si γ ∈ π′ et, d’après le lemme 5.3.1, qu

kγ
Γ = −kγ

wπ(Γ) pour toutγ ∈ π. PuisH ′′
Γ :=

∑
γ∈π kγ

ΓH−1
π (�π

γ ) ∈ hπ\π′
etH ′′

wπ(Γ) = −H ′′
Γ . Par

constructionH ′
Γ + H ′′

Γ s’annule surγ + wπ(γ), pour toutγ ∈ π, donc appartient àh⊥, d’après
la dernière équivalence de la section 2.6.

D’autre part supposons que la somme
∑

Γ∈(Π1\Π∗
1)/〈wπ〉 kΓHΓ, kΓ ∈ C, s’annule surπ′.

SoientΓ0 ∈ (Π1 \ Π∗
1)/〈wπ〉 et γ ∈ Γ0 ∩ π′. CommeH ′′

Γ ∈ hπ\π′
, il résulte du lemme 5.3.

que
∑

Γ∈(Π1\Π∗
1)/〈wπ〉〈kΓHΓ, γ〉= kΓ0 = 0, ce qui établit (ii) et (iii). �
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Remarques et définitions. – Pour toutΓγ ∈ Π∗
1, on poseHΓγ := hπ(γ). Si Γ ∈ Π1 \Π∗

1, alors
la décompositionHΓ = H ′

Γ + H ′′
Γ ci-dessus n’est rien d’autre (à l’image parHπ près) que

celle définie par 2.5(1). De plusH ′
Γ ∈ hπ′ est uniquement déterminé par les conditions dans

les conclusions du lemme 5.3.3 et du corollaire 5.3.4. De mêmeH ′′
Γ ∈ hπ\π′

est uniquement
déterminé par les conditions dans la conclusion du corollaire 5.3.5 (i) à des sommes de multiples
desHΓ , Γγ ∈ Π∗, près. Un choix particulier qu’on utilise en [10] estHΓ =

∑
hπ(γ),

ce

r

n
il
γ 1 γ∈Γ

Γ ∈ Π1, qui satisfait aux conditions ci-dessus (à un scalaire près). Cela vu, on posehΠ :=∑
Γ∈Π1

CHΓ + hπ′ etpΠ := hΠ + p′.

5.3.6. Compte tenu du corollaire précédent, on définit désormaishJ comme un sous-espa
vectoriel supplémentaire dehI dansh⊥ contenant l’espace vectoriel

⊕
Γ∈(Π1\Π∗

1)/〈wπ〉 CHΓ.

LEMME. – On a l’inclusion
( ⊕

Γ∈(Π\Π∗)/〈wπ〉
hπ′

Γ ⊕ hπ\π′
)
∩ h⊥ ⊂

⊕
Γ∈(Π1\Π∗

1)/〈wπ〉
CH ′

Γ ⊕ hπ\π′
.

Preuve. – Soith =
∑

Γ∈(Π\Π∗)/〈wπ〉
∑

γ∈Γw
π′

kγ
Γhπ′(γ)+h′ où, pour tousΓ ∈ (Π\Π∗)/〈wπ〉

etγ ∈ Γwπ′ , kγ
Γ ∈ C eth′ ∈ hπ\π′

. Supposons de plus queh ∈ h⊥.
Pour toutΓ ∈ (Π \Π∗)/〈wπ〉, et toutγ ∈ (Γ∩ π′)∪wπ′(Γ∩ π′), posons

lγΓ =




(γ,γ)π′
2 kγ

Γ si γ ∈ Γwπ′ ,

− (γ,γ)π′
2 k

wπ′ (γ)
Γ si γ ∈wπ′(Γwπ′ ),

0 si γ ∈ Γwπ′ .

Remarquons que, pourΓ ∈ (Π \Π∗)/〈wπ〉 et pour toutγ ∈ (Γ∩ π′)∪wπ′(Γ∩ π′), on a

l
wπ′ (γ)
Γ = −lγΓ(16)

et

〈h,γ〉= lγΓ.(17)

Comme de plush ∈ h⊥ on a〈h,γ + wπ(γ)〉 = 0 pour toutγ ∈ π (voir section 2.6). Donc, pou
tout Γ ∈ (Π \ Π∗)/〈wπ〉 et toutγ ∈ Γ ∩ π′ tel quewπ(γ) ∈ wπ(Γ) ∩ π′ = wπ′(Γ ∩ π′) (voir
lemme 3.2.2), on a

lγΓ + l
wπ(γ)
Γ = 0(18)

par l’égalité (17), d’où

lγΓ − l
wπ′wπ(γ)
Γ = 0(19)

par l’égalité (16).
Fixons maintenantΓ ∈ (Π1 \ Π∗

1)/〈wπ〉. Dans ce casΓwπ′ = Γ ∩ π′ et, de l’égalité (19), on

déduit par récurrence que, pour tousγ et δ dansΓ ∩ π′, on a (γ,γ)π′
2 kγ

Γ = (δ,δ)π′
2 kδ

Γ et donc∑
γ∈Γ∩π′ k

γ
Γhπ′(γ) ∈ CH ′

Γ.
Fixons ensuiteΓ ∈ Π2 \Π∗

2. Compte tenu du lemme 3.2.4 et du fait queΓ ∩ π′ �= ∅, (puisque
Γ /∈Π∗) il existeγ0 ∈ Γ∩π′ tel quewπ′(γ0) = γ0 ouwπ(γ0) = γ0. D’après (18) ou par définitio
de lγΓ, on a donclγ0

Γ = 0. Pours ∈ N posonsγs := (w̌π′wπ)s(γ0). D’après le lemme 3.2.5,
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existerΓ ∈ N∗ tel queΓ = {γs}rΓ−1
s=0 . Pour touts ∈ N tel queγs ∈ π′ et γs+1 ∈ π′ on déduit

donc de l’égalité (19) que

lγs

Γ = l
γs+1
Γ .(20)

De plus Γ ⊂ π′ si Γ ∈ Π′
2 et, si Γ ∈ Π′′

2 \ Π∗
2, on a Γ = Γα avecα ∈ π \ π′ et Γ ∩ π′ =

{γs}0�s�rΓ−1,s �=r0 où r0 = rΓ − s0 avecs0 ∈ {1, . . . , rΓ − 1} tel queγ0 = (w̌π′wπ)s0(α).

ix

à

ur

x

L’égalité (20) permet de déduire par récurrence croissante surs, pour Γ ∈ Π′
2 ou, pour

Γ ∈ Π′′
2 \Π∗

2, si s � r0 − 1, et décroissante surs pourΓ ∈ Π′′
2 \Π∗

2 et rΓ − 1 � s � r0 + 1, que
l’on a lγs

Γ = 0 pour touts ∈ N, 0 � s � rΓ − 1, pourΓ ∈Π′
2, ou pour touts ∈ N, 0 � s � rΓ − 1,

s �= r0, pourΓ ∈Π′′
2 \Π∗

2, carlγ0
Γ = 0. Donckγ

Γ = 0 pour toutγ ∈ Γwπ′ . �
5.3.7.

COROLLAIRE. – On a l’égalité
( ⊕

Γ∈(Π\Π∗)/〈wπ〉
hπ′

Γ ⊕ hπ\π′
)
∩ hJ =

⊕
Γ∈(Π1\Π∗

1)/〈wπ〉
CHΓ.

Preuve. – Considéronsh ∈ (
⊕

Γ∈(Π\Π∗)/〈wπ〉 hπ′

Γ ⊕ hπ\π′
) ∩ hJ. Comme hJ ⊂ h⊥, en

appliquant le lemme 5.3.6, on obtienth ∈
⊕

Γ∈(Π1\Π∗
1)/〈wπ〉 CH ′

Γ ⊕ hπ\π′
. Donc il existeh′ ∈

hπ\π′
et pour toutΓ ∈ (Π1 \Π∗

1)/〈wπ〉 il existekΓ ∈ C tels queh =
∑

Γ∈(Π1\Π∗
1)/〈wπ〉 kΓH ′

Γ +
h′. Alors

h′ −
∑

Γ∈(Π1\Π∗
1)/〈wπ〉

kΓH ′′
Γ = h−

∑
Γ∈(Π1\Π∗

1)/〈wπ〉
kΓHΓ

donch′ −
∑

Γ∈(Π1\Π∗
1)/〈wπ〉 kΓH ′′

Γ ∈ hπ\π′ ∩ hJ, carh′ et lesH ′′
Γ sont danshπ\π′

d’une part, et

d’autre parth et lesHΓ sont danshJ. Par conséquenth′ −
∑

Γ∈(Π1\Π∗
1)/〈wπ〉 kΓH ′′

Γ ∈ hI ∩ hJ =

{0}, carhI = hπ\π′ ∩ h⊥, d’où l’inclusion⊂. L’inclusion réciproque est évidente, vu le cho
fait ci-dessus pour le sous-espace supplémentairehJ dehI dansh⊥ et la définition desHΓ (voir
corollaire 5.3.5). �

5.3.8. Rappelons les notations de 3.1.4 et 3.2.7 et posons, pour toutΓ ∈ Π \ Π∗, a−π′

Γ :=∏
γ∈Γ∩π′(a

1/επ′
γ

−ρπ′
γ

)επ
Γ .

LEMME. – SoitΓ ∈ Π \Π∗. Alors l’élémenta−π′

Γ appartient àY(n−
π′) et son poids est égal

−επ
Γ(d′Γ + d′wπ(Γ)) oùd′Γ, resp.d′wπ(Γ), est la projection surP(π′) définie en2.5dedΓ, resp. de

dwπ(Γ). De plusa−π′

Γ = a−π′

wπ(Γ).

Preuve. – Supposons queεπ
Γ = 1

2 . Alors Γ ∈ Π2 et d′Γ ∈ Bπ′ et d’après le lemme 3.2.10 po
toutγ ∈ Γwπ′ on aεπ′

γ = 1
2 . Donc dans ce cas

a−π′

Γ =
∏

γ∈Γw
π′

a−ρπ′
γ

∏
γ∈Γw

π′

a
1/2

−ρπ′
γ

a
1/2

−ρπ′
w

π′ (γ)

=
∏

γ∈Γw
π′ ∪Γw

π′

a−ρπ′
γ

carρπ′
γ = ρπ′

wπ′ (γ) pour toutγ ∈ Γ ∩ π′ et donc on a biena−π′

Γ ∈ Y(n−
π′). Pour montrer les deu

dernières assertions il suffit d’utiliser encore l’égalitéρπ′
γ = ρπ′

wπ′ (γ), pour toutγ ∈ π′ ainsi que
wπ(Γ)∩ π′ = wπ′(Γ∩ π′), d’après le (iv) du lemme 3.2.2.�
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5.3.9. Rappelons encore les notations de 3.1.4. PourΓ ∈Π1 \Π∗
1 on pose

c−π′

Γ =
∑

γ∈Γ∩π′

2
(γ, γ)π′

cγ

−ρπ′
γ

( ∏
β∈Γ∩π′,β �=γ

a−ρπ′
β

)
+ a−π′

Γ H ′′
Γ .

−

ystème

e
t

et

t du fait
LEMME. – SoitΓ ∈Π1 \Π∗
1. Alorsc−π′

Γ ∈ S(n−
π′ ⊕ hJ)

n
π′

−d′
Γ−d′

wπ(Γ)
. De plusc−π′

Γ = −c−π′

wπ(Γ).

Preuve. – Grâce à la définition descγ

−ρπ′
γ

(voir section 3.1.4) et desHΓ (voir corollaire 5.3.5),
on a

c−π′

Γ = a−π′

Γ HΓ +
∑

γ∈Γ∩π′

2
(γ, γ)π′

bγ

−ρπ′
γ

( ∏
β∈Γ∩π′,β �=γ

a−ρπ′
β

)
.(21)

Donc c−π′

Γ ∈ S(n−
π′ ⊕ hJ)

n
−
π′

−d′
Γ−d′

wπ(Γ)
. De pluscγ

−ρπ′
γ

= −c
wπ′ (γ)

−ρπ′
γ

pour toutγ ∈ π′ et H ′′
Γ =

−H ′′
wπ(Γ). D’où la dernière assertion.�

5.3.10. Rappelons queν =
∑

Γ∈Π/〈wπ〉 nΓ(dΓ + dwπ(Γ)) où nΓ = επ
ΓkΓ avec kΓ ∈ N

pour tout Γ ∈ Π (en particulier pourΓ ∈ Π1 on a kΓ = nΓ) et que −ν + δ = −ν′ =
−

∑
Γ∈(Π\Π∗)/〈wπ〉 nΓ(d′Γ + d′wπ(Γ)). On posea−π′

ν :=
∏

Γ∈Π2\Π∗
2
(a−π′

Γ )kΓ .

COROLLAIRE. – Le système(a−π′

ν

∏
Γ∈(Π1\Π∗

1)/〈wπ〉(a
−π′

Γ )sΓ(c−π′

Γ )nΓ−sΓ)0�sΓ�nΓ est une

base de l’espace vectorielS(n−
π′ ⊕ hJ)

n
−
π′

−ν+δ .

Doncdim(S(n−
π′ ⊕ hJ)

n
−
π′

−ν+δ) =
∏

Γ∈(Π1\Π∗
1)/〈wπ〉(nΓ + 1).

Preuve. – La preuve est analogue à celle du corollaire 5.2.3. Déjà les éléments du s
ci-dessus sont linéairement indépendants puisque lesa−ρπ′

γ
et lescγ

−ρπ′
γ

, pour γ ∈ π′/〈wπ′〉,
γ �= wπ′(γ), sont algébriquement indépendants. ConsidéronsS(b̌−π′) comme l’algèbre gradué
S(b̌−π′) =

⊕
s∈N

m(S(n−
π′) ⊗ h⊗s) et poura ∈ S(b̌−π′) notonsgr

b̌
−
π′

(a) le terme de plus hau

degré dea dans cette algèbre graduée. Soita ∈ S(n−
π′ ⊕ hJ)

n
−
π′

−ν+δ . Vu le poids dea et la

structure deS(b̌−π′)n
−
π′ (voir la section 3.1.4), on agr

b̌
−
π′

(a) = h
∏

Γ∈(Π\Π∗)/〈wπ〉(a
−π′

Γ )kΓ où

h ∈ S(
⊕

Γ∈(Π\Π∗)/〈wπ〉 hπ′

Γ ⊕ hπ\π′
) ∩ S(hJ). Il suffit alors d’appliquer le corollaire 5.3.7

l’égalité (21). �
5.4. Conséquences

5.4.1.

COROLLAIRE. – Soientδ ∈Ω(SJ) et ν ∈ Bδ . On a
(i) ν =

∑
Γ∈Π/〈wπ〉 nΓ(dΓ + dwπ(Γ)) avecnΓ ∈ επ

ΓN pour toutΓ ∈Π.

(ii) dim(SJ,ν
δ ) =

∏
Γ∈Π1/〈wπ〉(nΓ + 1).

(iii) dim(SJ,ν
δ ) = Card{λ ∈Dπ′

επ
| ν = λ−wπ

0 λ et ν − δ = λ−wπ′

0 λ}.

Preuve. – La forme deν résulte de la proposition 3.2.11. La première égalité pourdim(SJ,ν
δ )

découle des corollaires 5.2.3 et 5.3.10 et la deuxième égalité, de la proposition 3.2.11 e
queν′ = ν − δ. �
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5.4.2. Rappelons les notations suivantes. Pourλ ∈ P(π), on noteλ′ sa projection dansP(π′)
par la décomposition (1) de 2.5. De plus les ensemblesΠ, Π1, Π2, Π∗

1 et Π∗
2 ont été définis

dans 3.2.1 et 3.2.3. L’ensembleDπ′
a été défini dans 3.2.7 ainsi que l’élémentdΓ et le nombreεπ

Γ.
Enfin les élémentsaπ

Γ, cπ
Γ, a−π′

Γ et c−π′

Γ ont été définis resp. dans 5.2.1, 5.2.3, 5.3.8 et 5.3.9.

COROLLAIRE. –

.3
ts sont

ons

re
f

uis
variants
(i) L’algèbreSJ est une algèbre de polynômes enCard(Π) = rang(Dπ′
) générateurs.

(ii) Les générateurs de l’algèbreSJ sont
aπ
Γa−π′

Γ , aπ
Γc−π′

Γ : Γ ∈ (Π1 \Π∗
1)/〈wπ〉,

aπ
Γ, cπ

Γ : Γ ∈Π∗
1/〈wπ〉,

aπ
Γa−π′

Γ : Γ ∈Π2 \Π∗
2,

aπ
Γ : Γ ∈ Π∗

2.
(iii) Les générateurs ci-dessus sont homogènes pour les graduationsgr′ et gr′′ de S(p)

définies dans4.2.2et 4.2.6et ont pour poidsδΓ = επ
Γ(dΓ + dwπ(Γ) − d′Γ − d′wπ(Γ)) =

επ
Γ(wπ′

0 dΓ −wπ
0 dΓ).

(iv) Pour la graduation naturelle deS(p) on adeg(c−π′

Γ ) = 1+deg(a−π′

Γ ), pourΓ ∈ Π1 \Π∗
1

etdeg(cπ
Γ) = 1 + deg(aπ

Γ), pourΓ ∈Π∗
1.

(v) pΠ est le plus petit sous-espace dep contenantp′ tel queSJ ⊂ S(pΠ).

Preuve. – Le fait que les éléments du (ii) appartiennent àSJ résulte des corollaires 5.2
et 5.3.10, leurs poids étant calculés dans les lemmes 5.2.1 et 5.3.8. Ces élémen
algébriquement indépendants car lesaπ

Γ, cπ
Γ, a−π′

Γ , c−π′

Γ le sont. Ils engendrentSJ tout entier
grâce à la valeur dedim(SJ,ν

δ ) donnée par le corollaire 5.4.1. Il résulte des définiti

( 3.1.3, 5.2.3 et 5.3.9) quec−π′

Γ (resp.cπ
Γ) est de degré 1 enhΠ avec pour terme principala−π′

Γ HΓ

(resp.aπ
ΓHΓ). On en déduit (iv) et (v). �

Remarque. – On montre en [10] queSy(p) = Y(pΠ).

5.4.3.

COROLLAIRE. – Supposonsπ connexe etπ′ � π (c’est-à-direg simple etp � g). Alors, pour
tout Γ ∈ Π, δΓ est un élément non nul deP+

π′(π). Par conséquent, pour toutδ ∈ Ω(SJ), on a
dim(SJ

δ) < ∞.

Preuve. – Si π est connexe alors(�α,�β)π > 0, ∀α,β ∈ π. Donc, pour toutβ ∈ π′, en
écrivant�β − �′

β =
∑

α∈π cαα, cα ∈ Q, on obtientcα > 0 si α ∈ π \ π′, car�′
β ∈ Qπ′. Par

conséquent les poidsδΓ, Γ ∈ Π, des générateurs deSJ sont des éléments non nuls deP+
π′(π).

D’où l’assertion. �

6. Une borne inférieure pourS(p)p
′

Dans cette partie, on fixe toujours un sous-ensembleπ′ deπ et on considère la sous-algèb
paraboliquep = pπ′ deg définie dans la section 2.4 etp′ = [p,p]. On définit sur le dual de Hop
de l’algèbre enveloppante universelleU(g) deg une filtration, appelée filtration de Kostant. P
on montre que le gradué associé à la filtration de Kostant induite sur une sous-algèbre d’in
du dual de Hopf deU(g) s’injecte en tant qu’algèbre eth-module dans l’algèbreS(p)p

′
. Cette

injection n’est en général pas surjective (sauf dans le cas oùp = g).
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6.1. La filtration de Kostant de U(g)�

Notons(Uk(g))k∈N∪{−1} la filtration canonique de l’algèbre enveloppante universelleU(g)
deg (cf. [6, 2.3]) avecU−1(g) = {0}. Rappelons (voir section 2.7) que l’on noteU(g)� le dual
de Hopf deU(g). On définit l’action coadjointe deg surU(g)� – encore appelée action diagonale
deg surU(g)� – par

s
ut

neau

de

mes

,

ième

sons,

ar
x.cξ,v =−(t adx)(cξ,v) = cξ,x.v − cξ.x,v

pour tousλ ∈ P+(π), ξ ∈ V(λ)∗ et v ∈ V(λ) et pour toutx ∈ g où l’on pose, avec les notation
de la section 2.7,cξ,v := cπ

ξ,v et V(λ) := Vπ(λ), le U(g)-module à gauche simple de plus ha
poidsλ. De plus l’espace vectoriel dualV(λ)∗ est muni de l’action naturelle à droite deU(g) et
t adx désigne la transposée de l’action adjointeadx dex surU(g) (voir 2.8).

Pour k ∈ N, on poseFk
K(U(g)�) := {f ∈ U(g)� | f(Uk−1(g)) = 0}. On montre alors

aisément le lemme suivant.

LEMME. – (Fk
K(U(g)�))k∈N est une filtration décroissante, exhaustive et séparée, de l’an

U(g)�. De plus cette filtration est invariante par l’action coadjointe deg surU(g)�.

Preuve. – La première partie du lemme est claire. L’invariance par l’action coadjointeg
provient de l’invariance de la filtration canonique deU(g) par l’action adjointe deg. �

La filtrationFK ci-dessus sera appeléela filtration de KostantdeU(g)�.

6.2. Pour k ∈ N posonsSk(g) := Uk(g)/Uk−1(g). Alors
⊕

k∈N
Sk(g) n’est autre que

l’algèbre symétriqueS(g) de g, dont la graduation naturelle est donnée par les polynô
homogènes. Pourk ∈ N, on définit, suivant les idées de Kostant, l’application ditede Kostant

ψk : Fk
K

(
U(g)�

)
−→ Sk(g)∗

f �→ ψk(f) | ∀u ∈Uk(g), ψk(f)
(
u + Uk−1(g)

)
= f(u)

où u + Uk−1(g) désigne la classe d’équivalence deu ∈ Uk(g) dans l’espace quotientSk(g).
Pourx ∈ g, rappelons que nous notons encoreadx l’unique dérivation de l’algèbreS(g) qui
prolonge la dérivationadx de l’algèbre de Lieg (voir section 2.8). Alors pour toutk ∈ N, Sk(g)
est unU(g)-module pour cette action adjointe deg ainsi queSk(g)∗ pour l’action coadjointe
définie comme ci-dessus parx.f = −(t adx)(f) pour tousx ∈ g et f ∈ Sk(g)∗. On vérifie alors
aisément le lemme suivant.

LEMME. – MunissonsFk
K(U(g)�) et Sk(g)∗ de la représentation coadjointe deg (voir

ci-dessus). Alors l’application ψk est un morphisme deU(g)-modules. De plusker(ψk) =
Fk+1

K (U(g)�).

Preuve. – La première partie provient de la définition de l’action coadjointe. La deux
partie résulte de la définition de la filtration.�

6.3. Notons m := mπ′ le radical nilpotent dep (voir section 2.4). On posemU(g)� :=
{f ∈ U(g)� | f(U(g)m) = 0}. On vérifie sans peine quemU(g)� est unU(p)-module pour
l’action coadjointe dep et uneC-algèbre. Rappelons les notations de la section 2.7 et po
pour λ ∈ P+(π), C(λ) := Cπ(λ) l’espace des coefficients matriciels duU(g)-module simple
V(λ) = Vπ(λ) de plus haut poidsλ. On noteCp(λ) le C-espace vectoriel engendré p
{cξ,v ∈ C(λ) | ξ ∈ V(λ)∗, v ∈ V−

π′(λ)}. Pour l’action coadjointe dep, Cp(λ) est unU(p)-
module.
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LEMME. – On a

mU(g)� =
⊕

λ∈P+(π)

Cp(λ).

Preuve. – On peut également munirU(g)� de l’action à gauche deg définie parx.cξ,v := cξ,x.v

pour tousx ∈ g, cξ,v ∈ C(λ), λ ∈ P+(π). Par transport de structuremU(g)� est l’espace des

t

re

dual

-
t

ion,
c

t

invariants deU(g)� par l’action à gauche dem. CommeU(g)� =
⊕

λ∈P+(π) C(λ) et que, pour
tout λ ∈ P+(π), C(λ) est unU(m)-module pour l’action à gauche dem, on en déduit que
mU(g)� =

⊕
λ∈P+(π)

mC(λ) où mC(λ) désigne l’espace des invariants deC(λ) pour l’action
à gauche dem. PuismC(λ) = Cp(λ) résulte du lemme de 2.7.�

6.4. MunissonsmU(g)� de la filtration(Fk
K(mU(g)�))k∈N induite de la filtration de Kostan

FK de U(g)� (voir 6.1). Rappelons les notations de 2.4 et en particulierp− = p
−
π′ , la sous-

algèbre parabolique deg déterminée par le sous-ensembleπ′ deπ et contenant la sous-algèb
de Borel négativeb− deg. Munissons également l’algèbre enveloppanteU(p) dep, resp.U(p−)
dep−, de la filtration induite(Uk(p))k∈N, resp.(Uk(p−))k∈N, de la filtration canonique deU(g)
– remarquons d’ailleurs que cette filtration induite n’est autre que la filtration canonique deU(p),
resp.U(p−). Posons, pourk ∈ N, Sk(p) := Uk(p)/Uk−1(p) et Sk(p−) := Uk(p−)/Uk−1(p−).
Alors

⊕
k∈N

Sk(p) n’est autre que l’algèbre symétriqueS(p) dep. De même
⊕

k∈N
Sk(p−) =

S(p−).

LEMME. – Soitk ∈ N. Alors

dim
(
mU(g)�/Fk

K(mU(g)�)
)

= dim
(
Uk−1(p−)

)
.

Preuve. – L’espace vectorielmU(g)� peut être considéré comme un sous-espace du
(U(g)/U(g)m)∗ de l’espace vectoriel quotientU(g)/U(g)m et Fk

K(mU(g)�) comme l’ortho-
gonal dansmU(g)� de l’espace vectoriel quotientUk−1(g)/Uk−2(g)m où l’on poseU−2(g) =
{0}. Or l’espace vectorielUk−1(g)/Uk−2(g)m est isomorphe àUk−1(p−) puisque l’on a
g = m ⊕ p−. Pour montrer l’égalité du lemme, il suffira donc de montrer quemU(g)� sé-
pare les éléments deU(g)/U(g)m. Autrement dit, en notantu + U(g)m la classe d’un élé
mentu ∈ U(g) dansU(g)/U(g)m, il suffit de montrer que, siu ∈ U(g) est tel que, pour tou
f ∈ mU(g)�, f(u + U(g)m) = f(u) = 0 alorsu ∈ U(g)m. L’espaceV−

π′(λ) n’est pas unU(p−)-
module maisV−

π′(λ)⊂ V(λ) etV(λ) est unU(p−)-module. On note donc, par abus de notat
AnnU(p−)(V

−
π′(λ)) := {u ∈U(p−) | ∀v ∈ V−

π′(λ) u.v = 0}. D’après le lemme 6.3, il suffit don
de montrer que ⋂

λ∈P+(π)

AnnU(p−)

(
V−

π′(λ)
)

= {0}.

Pour cela on procède de manière analogue à [14, 7.1.9]. Plus précisément, pour tousµ ∈ Nπ et
ν ∈ Nπ′, on choisit une base{yi

−µ}i∈Iµ de l’espace de poidsU(n−)−µ et une base{xj
ν}j∈Jν de

l’espace de poidsU(nπ′)ν . Rappelons quep− = n−⊕h⊕nπ′ . Donc, pour touta ∈ U(p−)\{0},
il existeF ⊂ Nπ etF ′ ⊂ Nπ′ finis et pour tout(µ,ν) ∈ F × F ′ et tout(i, j) ∈ Iµ × Jν , il existe
hµ,ν

i,j ∈U(h) tels quea =
∑

(µ,ν)∈F×F ′
∑

(i,j)∈Iµ×Jν
yi
−µhµ,ν

i,j xj
ν . Commea �= 0, il existeη ∈ F ′

minimal pour la relation d’ordre dansh∗
π′ définie dans 2.7 et pour la propriété∃µ ∈ F , ∃(i, j) ∈

Iµ ×Jη tels quehµ,η
i,j �= 0. Soitλ ∈ P+(π). Rappelons queV−

π′(λ) = U(n−
π′).vπ

λ,λ, oùvπ
λ,λ est un

vecteur de plus haut poidsλ duU(g)-module simpleV(λ) = Vπ(λ) de plus haut poidsλ, et que
V−

π′(λ) est isomorphe commeU(gπ′)-module auU(gπ′)-module simpleVπ′(λ′) de plus hau
poidsλ′, oùλ′ est la projection dansP(π′) deλ par la décomposition (1) de 2.5. NotonsMπ′(λ′)
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le U(gπ′)-module de Verma de plus haut poidsλ′, défini par exemple comme dans [14, 4.2.6].
Écrivonsη =

∑
α∈π′ kαα où kα ∈ N pour toutα ∈ π′. Considérons maintenantλ ∈ P+(π)

tel que sa projectionλ′ ∈ P+(π′) par la décomposition (1) de 2.5 soit telle que〈α̌, λ′〉 =
〈α̌, λ〉 � kα pour toutα ∈ π′. D’après [14, 4.3.6 (ii)], encore valable dans le cas classique,
on a un isomorphisme d’espaces vectorielsMπ′(λ′)λ′−η

∼−→ Vπ′(λ′)λ′−η
∼−→ V−

π′(λ)λ−η . De
plus on a la décompositionU(gπ′) = U(hπ′) ⊕ (n−

π′U(gπ′) + U(gπ′)nπ′) et on noteP ′ la

sus
e à
e, pour

s

nt

quent

ar

e

projection deU(gπ′) sur U(hπ′) par cette décomposition. Rappelons que l’on noteκ l’anti-
automorphisme de Chevalley deU(g) défini comme dans 2.3. La restriction deκ à U(gπ′) est
l’anti-automorphisme de Chevalley deU(gπ′). L’isomorphisme d’espaces vectoriels ci-des
et la définition duU(gπ′)-module simpleVπ′(λ′) par la forme de Shapovalev définie grâc
P ′ de façon analogue au cas quantique (voir [14, 3.4.10]) permettent d’en déduire qu
λ ∈ P+(π) tel que〈α̌, λ〉� kα pour toutα ∈ π′, on adet((P ′(xj

ηκ(xr
η))(λ′))(j,r)∈J2

η
) �= 0 c’est-

à-diredet((P ′(xj
ηκ(xr

η))(λ))(j,r)∈J2
η
) �= 0 où l’on identifieU(hπ′) = S(hπ′) avec l’algèbre de

fonctions polynomiales surh∗ qui s’annulent sur l’espace dual(hπ\π′
)∗. Supposons maintena

quea ∈Ann(V−
π′(λ)) pourλ ∈ P+(π) tel que〈α̌, λ〉� kα pour toutα ∈ π′. Alors on a

∑
(µ,ν)∈F×F ′

∑
(i,j)∈Iµ×Jν

yi
−µhµ,ν

i,j xj
νκ(xr

η)vπ
λ,λ = 0 ∀r ∈ Jη.

Or hµ,ν
i,j xj

νκ(xr
η)vπ

λ,λ = 0 si η �= ν (car η est minimal parmi lesν tels quehµ,ν
i,j �= 0) et

xj
νκ(xr

η)vπ
λ,λ = P ′(xj

ηκ(xr
η))(λ)vπ

λ,λ si η = ν.
Commedet((P ′(xj

ηκ(xr
η))(λ))(j,r)∈J2

η
) �= 0 on en déduit donc que l’on a

∑
µ∈F

∑
i∈Iµ

yi
−µhµ,η

i,j (λ)vπ
λ,λ = 0 ∀j ∈ Jη.

Écrivons, pour toutµ ∈ F , µ =
∑

α∈π rµ
αα où rµ

α ∈ N pour toutα ∈ π. Choisissonsλ ∈ P+(π)
tel que 〈α̌, λ〉 � maxµ∈F (rµ

α) pour tout α ∈ π et 〈α̌, λ〉 � kα pour tout α ∈ π′. Alors les
yi
−µvπ

λ,λ, µ ∈ F et i ∈ Iµ, sont non nuls et même linéairement indépendants. Par consé
∀j ∈ Jη, ∀µ ∈ F, ∀i ∈ Iµ, hµ,η

i,j (λ) = 0. Posonsρ :=
∑

α∈π �π
α. Il existe doncN ∈ N tel que

∀j ∈ Jη, ∀µ ∈ F, ∀i ∈ Iµ, hµ,η
i,j (λ) = 0 pour toutλ ∈Nρ + P+(π). Or Nρ + P+(π) est Zariski

dense dansh∗ donc∀j ∈ Jη, ∀µ ∈ F, ∀i ∈ Iµ, hµ,η
i,j = 0 ce qui contredit le choix deη. �

6.5. ConsidéronsS(p−)∗ comme le sous-espace deS(g)∗ formé des formes linéaires surS(g)
dont la restriction àS(g)m s’annule. Commem est un idéal dep, l’espaceS(p−)∗ muni de
l’action coadjointe dep est unU(p)-module. On notegrFK

(mU(g)�) le gradué demU(g)�

associé à la filtration de KostantFK sur mU(g)�. Comme cette filtration est invariante p
l’action coadjointe dep, l’espacegrFK

(mU(g)�) muni de l’action dep déduite de l’action
coadjointe dep sur mU(g)� par passage au quotient est unU(p)-module. EnfinS(p) muni de
l’action adjointe dep est aussi unU(p)-module. On identifieg avecg∗ grâce à la forme d
Killing. Puis p−

∗ s’identifie avecp et, pour toutk ∈ N, on obtient un isomorphismejk deU(p)-
modules deSk(p−)∗ surSk(p).

PROPOSITION. – Soitk ∈ N.
(i) La restriction deψk à Fk

K(mU(g)�) induit un isomorphismeψ00
k de U(p)-modules

de Fk
K(mU(g)�)/Fk+1

K (mU(g)�) sur Sk(p−)∗ et donc un isomorphismeψ0
k de U(p)-

modules deFk
K(mU(g)�)/Fk+1

K (mU(g)�) surSk(p).
(ii) La somme directe

⊕
k∈N

ψ0
k est un isomorphisme deU(p)-modules entregrFK

(mU(g)�)
et l’algèbre symétriqueS(p) dep.

4e SÉRIE– TOME 38 – 2005 –N◦ 2



SEMI-CENTRE DE L’ALGÈBRE ENVELOPPANTE 185

Preuve. – Commeg = m ⊕ p−, on a Sk(g) = Sk−1(g)m ⊕ Sk(p−) et donc, par définition
deFk

K(mU(g)�) et deψk, il vient queψk(Fk
K(mU(g)�)) ⊂ Sk(p−)∗. De plus le noyau de la

restriction deψk à Fk
K(mU(g)�) estker(ψk) ∩ mU(g)� = Fk+1

K (mU(g)�). Enfin le lemme 6.4
permet de conclure pour la première partie de la proposition. La deuxième partie résulte de
l’isomorphismejk ci-dessus. �

⊕
e

ces

e

a
les

inte de
6.6. Ajustons l’application linéaire k∈N
ψ0

k de sorte qu’elle devienne un morphism
d’algèbres. Pour toutk ∈ N, on poseψ̃k := 1

k!ψ
0
k et ψ̃ =

⊕
k∈N

ψ̃k.

LEMME. – ψ̃ est un isomorphisme d’algèbres entregrFK
(mU(g)�) et l’algèbre symétrique

S(p) dep.

Preuve. – Soientf ∈Fk
K(mU(g)�) etg ∈F l

K(mU(g)�) (k, l ∈ N). Alorsfg ∈Fk+l
K (mU(g)�).

On notef̄ la classe def dans l’espace quotientFk
K(mU(g)�)/Fk+1

K (mU(g)�) et on utilise
des notations analogues pourḡ oufg. L’espace vectorielSk(p−) est engendré par les puissan
k-ièmes des éléments dep− et pourx ∈ p−, on notera indifféremmentxk la puissancek-ième
dex vue comme élément deSk(p−) ou deUk(p−). Posonsψ̃00

k := 1
k!ψ

00
k pour toutk ∈ N (voir

notation de 6.5). Soitx ∈ p−. On a

ψ̃00
k+l(fg )(xk+l) =

1
(k + l)!

(fg)(xk+l)

=
1

(k + l)!

k+l∑
i=0

Ci
k+lf(xi)g(xk+l−i)

où Ci
k+l = (k+l)!

i!(k+l−i)! pour tout0 � i � k + l. Or, pour touti �= k, on af(xi)g(xk+l−i) = 0, vu
la définition de la filtration de KostantFK . Par conséquent

ψ̃00
k+l(fg )(xk+l) =

1
(k + l)!

Ck
k+lf(xk)g(xl)

=
1
k!

1
l!

f(xk)g(xl)

= ψ̃00
k (f̄)(xk)ψ̃00

l (ḡ)(xl)

=
k!l!

(k + l)!
(ψ̃00

k (f̄)ψ̃00
l (ḡ))(xk+l)

et doncψ̃00
k+l(fg ) = k!l!

(k+l)! ψ̃
00
k (f̄)ψ̃00

l (ḡ).

On utilise enfin l’isomorphismejk introduit en 6.5. Il vérifiejk+l(ξξ′) = (k+l)!
k!l! jk(ξ)jl(ξ′)

pour tousξ ∈ Sk(p−)∗ et ξ′ ∈ Sl(p−)∗. Enfin ψ̃k = jk ◦ ψ̃00
k . D’où le lemme. �

6.7. Avec la structure deU(p)-module sur grFK
(mU(g)�) définie dans 6.5, on not

(grFK
(mU(g)�))p

′
l’algèbre des invariants degrFK

(mU(g)�) par l’action dep′. De même on
note(mU(g)�)p

′
l’algèbre des invariants demU(g)� par l’action coadjointe dep′. Cette dernière

algèbre d’invariants est unU(h)-module pour l’action coadjointe deh et on peut la munir de l
filtration de Kostant induite. On notegrFK

((mU(g)�)p
′
) l’algèbre graduée associée. De plus

algèbres d’invariants(grFK
(mU(g)�))p

′
, grFK

((mU(g)�)p
′
) et S(p)p

′
sont desU(h)-modules

(les deux premières pour l’action qui se déduit par passage au quotient de l’action coadjo
h surmU(g)� et la dernière pour l’action adjointe deh). On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION. – grFK
((mU(g)�)p

′
) s’injecte dansS(p)p

′
en tant qu’algèbre etU(h)-module.
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Preuve. – D’après la proposition 6.5 et le lemme 6.6,ψ̃ est un isomorphisme d’algèbres et
de U(p)-modules entregrFK

(mU(g)�) et S(p). Comme de plus(grFK
(mU(g)�))p

′
et S(p)p

′

sont desU(h)-modules (pour les actions deh mentionnées ci-dessus), il en résulte que l’on a
un isomorphisme d’algèbres et deU(h)-modules entre(grFK

(mU(g)�))p
′

et S(p)p
′
. Comme

il s’agit de la filtration induite,grFK
((mU(g)�)p

′
) s’injecte en tant qu’algèbre etU(h)-module

m � p
′

ir de
sée

e.
.

exemple

n a

inées
e de

e
ait
sait la
n
ons de

–
sociée

que
ué
dans(grFK
( U(g) )) . �

6.8. PosonsA := (mU(g)�)p
′
, (Fn

K(A))n∈N la filtration de Kostant induite surA et, pour
n ∈ N, grn

FK
(A) := Fn

K(A)/Fn+1
K (A) et Syn(p) := Sn(g) ∩ Sy(p) (où Sy(p) = S(p)p

′
). Pour

simplifier les notations, nous noterons encoreψn le morphisme injectif deU(h)-modules de
grn

FK
(A) dansSyn(p) obtenu par la proposition 6.7 (car il s’obtient naturellement à part

l’application de Kostantψn définie en 6.2, à un coefficient multiplicatif près et à la compo
par une injection canonique près). Nous noterons ensuiteψ =

⊕
n∈N

ψn le morphisme injectif
d’algèbres et deU(h)-modules obtenu dans cette proposition.

6.9.

Remarque. – Commeg est semi-simple,U(g)� est somme directe deU(g)-modules simples
et, dans le cas particulier oùp = g, l’injection ψ de la proposition 6.7 est un isomorphism
Par contre il n’y a aucune raison de croire que cela est vrai pour un paraboliquep quelconque
Néanmoins notre résultat principal montre la surjectivité sig est de typeAC. C’est grâce à
l’égalité dans 4.2.8, montrée en 7.2. Sinon la surjectivité est généralement fausse. Par
lorsquep = b, cela correspond au fait queB � B0 (voir les notations de 1.3).

7. Comparaison des deux bornes

7.1. Rappelons les notations de 6.8. D’après les résultats et notations de 4.2.8 et 6.7 o

gr′
(
gr′′

(
ψ

(
grFK

(A)
)))

⊂ gr′
(
gr′′

(
Sy(p)

))
⊂ SJ.(∗)

Or, d’après [9, Prop. 3.1],A est une algèbre de polynômes en le même nombre d’indéterm
que l’algèbre de polynômesSJ, qui est aussi le nombre d’indéterminées du semi-centr
l’algèbre enveloppante quantifiée associée àp. De plus les poids des générateurs deA sont égaux
à 1

επ
Γ
δΓ, pourΓ ∈Π (voir les notations de 5.4.2).

On va en déduire, dans le cas oùp �= g et g simple, queSy(p) et le semi-centre de l’algèbr
enveloppante quantifiée associée àp ont la même dimension de Gelfand–Kirillov, ce qui av
déjà été établi dans [9, Prop. 3.2], mais par une méthode tout à fait différente qui utili
théorie des groupes algébriques. Ne sachant pas encore siSy(p) est une algèbre de type fini, o
a besoin d’utiliser un résultat pas trop évident de [1] pour montrer que les deux dimensi
Gelfand–Kirillov coïncident.

PROPOSITION. – Supposons queg est simple et quep �= g. Alors la dimension de Gelfand
Kirillov de Sy(p) est égale à celle du semi-centre de l’algèbre enveloppante quantifiée as
à p.

Preuve. – Rappelons (voir les notations de 4.2.1 et 4.2.6) que(S′n(p))n∈N est la filtration
de S(p) dont la graduation associée est notéegr′ et que(S′′n(p))n∈N est la filtration deS(p)
dont la graduation associée est notéegr′′. Comme ces deux filtrations sont croissantes et
S′−1(p) = S′′−1(p) = {0}, tout sous-espace vectorielV de S(p) est isomorphe à son grad
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gr′(V ), resp.gr′′(V ), associé à la filtration induite(S′n(p)∩V )n∈N, resp.(S′′n(p)∩V )n∈N. De
plus les filtrations(S′n(p))n∈N et (S′′n(p))n∈N sont invariantes par l’action adjointe deh etS(p)
est somme directe de ses sous-espaces de poidsS(p)ν , ν ∈ Zπ. Donc tout sous-h-moduleV de
S(p) est somme directe de ses sous-espaces de poidsVν := S(p)ν ∩V et lesh-modulesgr′(V ) et
V , resp.gr′′(V ) et V sont isomorphes. Notonsgr′(V )ν , resp.gr′′(V )ν le sous-espace de poids
ν degr′(V ), resp. degr′′(V ). Les espaces vectorielsgr′(V )ν etVν ainsi quegr′′(V )ν etVν sont

ace

s

des
c

ion
l

ations
-

s-
re

à celle
v de
à-dire
poids

s
en

culiers
ste.)

’algèbre

de
ù
nt
isomorphes.
La filtration de KostantFK de U(g)� est décroissante (voir 6.1) et pour tout sous-esp

vectorielV de dimension finie deU(g)�, il existeΛ ⊂ P+(π) fini tel queV ⊂
⊕

λ∈Λ Cπ(λ).
Or on démontre facilement, utilisant l’annulateur dansU(n−) d’un vecteur de plus haut poid
de V(λ) ou dansU(n) d’un vecteur de plus bas poids deV(λ)∗ (cf. [14, 6.3.20]), qu’il existe
n ∈ N tel que(

⊕
λ∈Λ Cπ(λ))∩Fn

K(U(g)�) = {0}. DoncV ∩Fn
K(U(g)�) = {0}. Il existe donc

un isomorphisme de l’espace vectorielV dans l’espace vectoriel graduégrFK
(V ) associé à

la filtration de Kostant induite surV . D’autre partA est une algèbre de polynômes en
indéterminées qui sont des vecteurs de poids1

επ
Γ
δΓ, Γ ∈ Π. Le corollaire 5.4.3 entraîne don

que, lorsquep �= g et g simple, pour tout poidsν deA, le sous-espaceAν de poidsν deA est
de dimension finie. CommeAν ⊂ A et que la filtration de Kostant est invariante par l’act
coadjointe deh, on a une injection de l’espace vectorielgrFK

(Aν) dans l’espace vectorie
(grFK

(A))ν . Enfin puisqueψ est une injection deh-modules, on a l’égalité(ψ(grFK
(A)))ν =

ψ((grFK
(A))ν). Rappelons également que, lorsqueg est simple etp �= g, tout sous-espaceSJ

ν

de poidsν deSJ est de dimension finie (voir 5.4.3). Par conséquent, d’après les considér
ci-dessus et la double inclusion(∗), lorsqueg est simple et quep �= g, la dimension d’un sous
espace de poidsν deSy(p) est comprise entre la dimension deAν et celle deSJ

ν . Appliquons
maintenant [1, Lemme 4.3] et considérons la graduation deA et deSJ constituée par leurs sou
espaces de poids. CommeA et SJ sont des algèbres de polynômes ayant le même nombN
d’indéterminées, la croissance (au sens de [1, Définition 1.6]) deA est égale à celle deSJ. Donc
la croissance de la graduation deSy(p) constituée par ses sous-espaces de poids est égale
de A et deSJ. Par conséquent, d’après [1, Lemme 4.3], la dimension de Gelfand–Kirillo
Sy(p) est inférieure ou égale à la dimension de Gelfand–Kirillov de cette graduation, c’est-
est inférieure ou égale àN . Enfin commeSy(p) est somme directe de ses sous-espaces de
et que c’est une sous-algèbre de l’algèbre commutative intègre de type finiS(p), il résulte de [1,
Satz 4.5] que la dimension de Gelfand–Kirillov deSy(p) est égale àN . �

7.2. D’après le Corollaire 5.4.2,SJ est une algèbre de polynômes en les indéterminéesΓ,
Γ ∈ Π, de poidsδΓ. On a vu dans 7.1 queA = (mU(g)�)p

′
est une algèbre de polynômes

le même nombre d’indéterminées queSJ, mais que les poids des générateurs deA sont égaux
à 1

επ
Γ
δΓ, pourΓ ∈ Π, où on rappelle queεπ

Γ ∈ {1
2 ,1}. Lorsqueεπ

Γ = 1, ∀Γ ∈ Π, et lorsqueg est

simple etp �= g, les caractères formels deA etSJ sont égaux. C’est le cas sip �= g etg simple de
typeAl ouCl. C’est aussi le cas pour d’autres algèbres de Lie simples pour des choix parti
dep. (En utilisant la définition deεπ

Γ dans 3.2.7, le lecteur infatigable pourrait en dresser la li
Par conséquent la double inclusion(∗) de 7.1 donne la proposition qui suit.

PROPOSITION. – Lorsquep �= g etg simple de typeAl ouCl, alors le semi-centre deU(p) est
une algèbre de polynômes en le même nombre d’indéterminées que le semi-centre de l
enveloppante quantifiée associée àp, avec les mêmes poids.

Preuve. – D’après la preuve de la proposition 7.1, lorsqueg est simple etp �= g, le caractère
formel (cf. [14, 3.4.7]) deA = (mU(g)�)p

′
est inférieur ou égal au caractère formel

gr′(gr′′(Sy(p))), lui-même inférieur ou égal au caractère formel deSJ. De plus dans le cas o
g est simple de typeAl ou Cl, les caractères formels deA et SJ sont égaux. Par conséque

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



188 F. FAUQUANT-MILLET ET A. JOSEPH

gr′(gr′′(Sy(p))) = SJ. On en déduit alors facilement que, siN est le nombre de variables
de l’algèbre de polynômesSJ, l’algèbreSy(p) est elle aussi une algèbre de polynômes enN
variables. En effet notons{s1, . . . , sN} un système de générateurs de l’algèbre de polynômes
SJ homogènes pour les deux graduationsgr′ et gr′′ de S(p) donnés par le corollaire 5.4.2.
Commesi est homogène pour la graduationgr′, il existes′i ∈ gr′′(Sy(p)) tel quegr′(s′i) = si.
De plus commesi est aussi homogène pour la graduationgr′′ et que, d’après la preuve de la

r

e
es

de
es

ire

e
e

s avec

r

t
plus
ttent de
proposition 4.2.8, pour toutzδ ∈ Sy(p)δ \ {0}, gr′(gr′′(zδ)) ∈ S′′
r (p) où r est le plus petit entie

naturel tel quezδ ∈ S′′r(p), il existes′′i ∈ Sy(p) tel ques′i = gr′′(s′′i ). Il suffit alors d’appliquer [3,
chap. III, §2, no 9, Proposition 10] pour en déduire quegr′′(Sy(p)) puisSy(p) est une algèbre d
polynômes enN variables dont les générateurss′′i (pourSy(p)) ont le même poids que celui d
si puisque les graduationsgr′ etgr′′ sont invariantes par l’action adjointe deh.

De plus, vu leur forme, lessi et donc aussi less′′i sont des polynômes homogènes
l’algèbre S(p). Par conséquent l’algèbreSz(p) = U(p)p

′
est aussi une algèbre de polynôm

en N variables dont les générateurs ont le même poids que les générateurss′′i de Sy(p) ou si

de SJ. Remarquons queSy(p) polynomiale impliqueSz(p) polynomiale peut aussi se dédu
de [17]. �

7.3. Enfin nous avons rappelé (voir 1.2) que le centre deU(g), lorsqueg est une algèbre d
Lie simple de dimension finie surC, est une algèbre de polynômes en rang deg générateurs. D
ceci et de la proposition précédente découle donc le théorème suivant.

THÉORÈME. – Lorsqueg est une algèbre de Lie semi-simple de dimension finie surC et
lorsquep est une sous-algèbre parabolique deg telles que, pour toutΓ ∈ Π, επ

Γ = 1, alors le
semi-centre deU(p) est une algèbre de polynômes en le même nombre d’indéterminée
les mêmes poids que le semi-centre de l’algèbre enveloppante quantifiée associée àp. C’est en
particulier le cas lorsqueg est un produit d’algèbres de Lie simples de typeAn ouCn et lorsque
p est une sous-algèbre parabolique quelconque deg.

Preuve. – On ag = g1 × g2 × · · · × gr et p = p1 × · · · × pr avec gi simple etpi sous-
algèbre parabolique degi pour tout1 � i � r. Le semi-centre deU(p) est alors l’image pa
la multiplication dansU(p) du produit tensoriel des semi-centres deU(pi). De plus le systèmeπ
de racines simples deg est égal àπ1∪π2∪· · ·∪πr oùπi est un système de racines simples degi.
NotonsΠi l’ensemble des orbites (tronquées ou non) pour(gi,pi, πi) – c’est-à-dire l’analogue
de Π défini au 3.2.1 pour(g,p, π). Alors, pour toutΓ ∈ Π, επ

Γ = 1 implique que, pour tou
1 � i � r et toutΓ ∈ Πi, επ

Γ = 1. La proposition 7.2 ci-dessus ainsi que le résultat rappelé
haut concernant le centre de l’algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie simple perme
conclure. �

Annexe A. Erratum pour [13, Table II]

Rappelons (voir section 3.1.1) que l’ensemble des poidsBπ de Y(n) et deSy(b) vérifie
l’égalité Bπ = P+(π) ∩ Nβπ où βπ = {βπ

i }lπ
i=1 avec lπ = Card(π/〈wπ〉). À tout k ∈ N∗ on

associe les élémentsk′ et k′′ et on noteN+ l’ensembleN∗ auquel on a ajouté l’ensemble desk′

etk′′, k ∈ N∗, de sorte que l’ordre naturel� dansN∗ se prolonge surN+ de la façon suivante.
Pour tout (k, s) ∈ N∗ × N+, on a les équivalences :[s � k ets ∈ N∗ ⇐⇒ s < k′] et

[s � k ets ∈ N∗ ⇐⇒ s < k′′].
Dans le cas oùg est simple de typeBl, Dl, E7 ouE8, les racines fortement orthogonalesβi :=

βπ
i peuvent être indexées par un sous-ensembleI ⊂ {1,2, . . . ,m,1′,2′, . . . ,m′,1′′,2′′, . . . ,m′′}

où m ∈ N∗ de sorte que, siαi est la racine simple deπ/〈wπ〉 correspondant à l’indicei deI
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(on veillera à ne pas la confondre avec la racine simpleαi pour l’indexation deπ = {α1, . . . , αl}
donnée dans 2.2) et siρi := ρπ

αi , pour touti ∈ I, il existe un unique uplet(nj)j∈I,j<i d’entiers
naturels, tel queρi = βi +

∑
j∈I,j<i njβj . Rappelons les notations de 3.1.3. On pose, pour

tout i ∈ I, si := deg(aρi) et, lorsqueαi �= wπ(αi), s′i := deg(cαi

ρi
) (le degré étant celui d’un

élément de l’algèbre symétrique par rapport à sa graduation naturelle). On a alors (cf. [13, 4.12])∑
i i ′ ur

le
si = j∈I,j<i nj +1 et siα �= wπ(α ), si = si +1. Considérons enfin l’indexation de 2.2 po
π et notons(εi)1�i�l la base canonique deRl lorsqueg est de typeBl ou Dl et (εi)1�i�8 la
base canonique deR8 lorsqueg est de typeE7 ou E8 et posons, pour tout1 � i � l, �i := �π

αi

le i-ième poids fondamental associé à lai-ième racine simpleαi deπ. Ceci étant posé, la Tab
II de [13] corrigée est la suivante.

Table

PourB2n, n � 1, I = {1,2, . . . , n,1′,2′, . . . , n′},

βi ρi si s′i

i = j,1 � j � n− 1 ε2j−1 + ε2j �2j j

i = n ε2n−1 + ε2n 2�2n n

i = j′,1 � j � n ε2j−1 − ε2j 2�2j−1 2j

PourB2n+1, n � 1, I = {1,2, . . . , (n + 1),1′,2′, . . . , n′},

βi ρi si s′i

i = j,1 � j � n ε2j−1 + ε2j �2j j

i = n + 1 ε2n+1 2�2n+1 n + 1

i = j′,1 � j � n ε2j−1 − ε2j 2�2j−1 2j

PourD2n, n > 1, I = {1,2, . . . , n,1′,2′, . . . , (n− 1)′, (n− 1)′′},

βi ρi si s′i

i = j,1 � j � n− 1 ε2j−1 + ε2j �2j j

i = n ε2n−1 + ε2n 2�2n n

i = j′,1 � j � n− 1 ε2j−1 − ε2j 2�2j−1 2j

i = (n− 1)′′ ε2n−1 − ε2n 2�2n−1 n
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PourD2n+1, n > 1, I = {1,2, . . . , (n + 1),1′,2′, . . . , (n− 1)′},

βi ρi si s′i

i = j,1 � j � n− 1 ε2j−1 + ε2j �2j j
i = n ε2n−1 + ε2n �2n + �2n+1 n n + 1

i = n + 1 ε2n−1 − ε2n 2�2n−1 2n

i = j′,1 � j � n− 1 ε2j−1 − ε2j 2�2j−1 2j

PourE7, I = {1,2,3,4,2′,3′,3′′},

βi ρi si s′i

β1 = ε8 − ε7 �1 1

β2 = ε5 + ε6 �6 2

β3 = ε3 + ε4 �4 4

β4 = ε2 − ε1 2�3 6

β2′ = ε6 − ε5 2�7 3

β3′ = ε4 − ε3 2�5 7

β3′′ = ε1 + ε2 2�2 5

PourE8, I = {1,2,3,4,5,3′,4′,4′′},

βi ρi si s′i

β1 = ε7 + ε8 �8 1

β2 = ε8 − ε7 �1 2

β3 = ε5 + ε6 �6 4

β4 = ε3 + ε4 �4 7

β5 = ε2 − ε1 2�3 10

β3′ = ε6 − ε5 2�7 6

β4′ = ε4 − ε3 2�5 12

β4′′ = ε1 + ε2 2�2 8
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