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OSCILLATIONS FORTES SUR UN CHAMP
LINEAIREMENT DEGENERE

PAR CHRISTOPHECHEVERRY, Q.IVIER GUES ET GuYy METIVIER

RESUME. — On s'intéresse a des systemes quasilinéaires en multidimension d'espace. En présence de
valeurs propres linéairement dégénérées, des transparences se produisent. Les calculs classiques d’optique
géomeétrique conduisent a des équations qui sont linéaires. On montre dans cet article que les amplitudes des
développements asymptotiques peuvent étre augmentées pour atteindre des régimes non linéaires sans poul
autant compromettre la construction de solutions approchées. On met en valeur les contraintes permettant
de justifier I'existence de solutions exactes qui correspondent a de telles solutions approchées. En I'absence
de ces contraintes, on classifie les différents types d’instabilité créés.
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ABSTRACT.— Transparencies happen for quasilinear waves associated to linearly degenerate eigenvalues,
leading to linear geometric optics. To reach nonlinear phenomena, we have to consider larger amplitudes.
We show that approximate solutions can still be constructed. We find intrinsic conditions allowing to justify
the approximation. In the absence of these conditions, instabilities are created. We analyse the different
types of the underlying instabilities.
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1. Introduction

Des résultats généraux ont vu le jour ces derniéres années en matiére d'optique géométrique
non linéaire (voir par exemple [17]). Lorsque les équations possedent des structures particulieres,
comme c’est souvent le cas pour les modéles issus de la physique, les équations de transport,
au lieu d’étre non linéaires, sont linéaires. C'est le phénomeéne appelé transparence dans [15].
Pour atteindre des régimes non linéaires, on doit soit augmenter les temps (ou distances) de
propagation, soit augmenter les amplitudes au-dela des régimes considérés dans les théorémes
généraux.

Pour des systémes semi-linéaires, ce programme a connu de sérieuses avancées, cf. les travaw
de Joly, Métivier et Rauch [15] sur les équations de Maxwell-Bloch, de Colin—Lannes [5] pour
la mécanique des fluides, et de Jeanne [14] pour les équations de Yang—Mills.

Pour les systemes de lois de conservation, I'équation de propagation générale pour les
enveloppes de paquets d’onde est de la forme :

Ou + cOpu + 789u2 =0.

Le coefficient d’auto-interaction s’annule exactement quand l'oscillation est associée a un
mode linéairement dégénéré. La plupart des systéemes physiques ont des valeurs propres linéai-
rement dégénérées et la question de I'optique géométrique transparente est donc extrémement
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692 C. CHEVERRY, O. GUES ET G. METIVIER

naturelle. Le but de cet article est d’aborder ce probléme, dans le contexte des systéemes multi-
dimensionnels.
On se place en dimensiaihd’espace et on considére le systeme

d
(1.1) Orfo(u) + Y 0a, fi(u) =0
j=1

ou les fluxf; sont définis eC> sur un ouvert/ C RV, et a valeurs dan” . On suppose que
ce systeme admet une entropie strictement convexe. On se donne une spjut®héquation
(1.1). On cherche des familles de solutions paramétrées 9ab, 1], ayant un développement
asymptotique de la forme :

(1.2) u(t,x) ~ g (te) =ao(te) + Y (VE) un (t, v, 22T (i’ x))

n=ngo

ol ng < ny sont deux entiers. Le parameéetrgoue le r6le d’'une longueur d’onde. Le terme
principal des oscillations est d’amplitude €{s"°/2) pour une fréquence ef(c~'). Le cas
no = 2 est le régime général de 'optique géométrique flitelement non linéairePourng = 1,

on parlera d'oscillationfortes Pourny = 0, on atteint le domaine des oscillations giende
amplitude

Pour un systéeme quelconque, les oscillations de faible amplitugle=(2) se propagent
sur n'importe quel mode. Ce résultat est établi dans les articles [11,12,18]. Appliqué aux
modes associés a des valeurs propres linéairement dégénérées, il conduit a des équations de
transport qui sont linéaires, donnant lieu au phénomeétradsparenceDans le cas d’ocillations
associées a des modes linéairement dégénérés, on s’attend alors a pouvoir augmenter la force des
oscillations.

En dimension un d’espace, le probléeme de I'existence et la stabilité d’oscillations de grande
amplitude @ = 0) associées a des modes linéairement dégénérés a été étudié par W. E [7] pour
la dynamique des gaz 1D, puis par A. Heibig [13] et B. Sévennec [24] dans un cadre général. Ces
contributions sont aujourd’hui englobées dans un énoncé obtenu par A. Corli et O. Gues [6], puis
précisé par A. Museux [20], et qui se situe dans le cadre plus général des solutions stratifiées.

Par ailleurs, en dimension quelconque, associées a des modes linéairement dégénérés, on
dispose toujours de solutions particuliéres de (1.1) sous la forme d’ondes simples

u(t,x) = v(h(§ X — crt)),

avecwv de classe”! sur un intervallel C R, ¢ et o bien choisis ef. une fonction arbitraire de
CY(R; ) (cf. [19]). On peut choisih périodique de période, obtenant ainsi des oscillations de
grande amplitude associées a la phase¢ - ¢ — ot. La question est alors d’étudier la stabilité
de telles solutions.

Dans ce travail, on aborde de fagon systématique en dimewrsion la construction de
solutions ayant un développement asymptotique de la forme (1.2),avecl. Les résultats
vont principalement dans deux directions.

e En premier lieu, on montre quen général, le régime pertinent de I'optique géométrique
associée a un champ linéairement dégénéré est celui des oscillations Ruwtascela, par une
méthode BKW, on établit I'existence de solutions approchées (1.2) myec 1, polarisées
sur un mode linéairement dégénéré (théoreme 3.1). Ce sont les conditions de transparence
résultant de I'hypothése de dégénérescence linéaire, qui permettent de dévisser la cascade des
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équations BKW en une suite de problémes bien posés résolus par récurrence. Le régime des
oscillations fortes donne donc toujours lieu a des équations BKW bien posées, au contraire de
celui des oscillations de grandes amplitudes comme montré par D. Serre [22] dans le cadre de
la dynamique des gaz isentropiques, pour les oscillations de grande amplitude polarisées sur la
vitesse.

D’autre part, I'évolution du profil principakj est en général couplée a celle de la moyenne
(u2). Le systémd Z;) qui gouverne cette évolution est non linéaire, ce qui montre bien que le
premier régime non linéaire est, en général, celui des oscillations fortes.

e La question est ensuite de savoir si les solutions approatféesnstruites par la méthode
BKW sont effectivement asymptotes a des solutions exactes sur un intervalle de[beffips
uniforme ene. C’est la question de latabilité des solutions approchées. La discussion porte
d’'abord sur le linéaris€,. de (1.1) autour d’une solution approchée Ce linéarisé contient des
termes singuliers esT ! et ens~1/2 qui font que I'hyperbolicité ne suffit pas a assurer la validité
d’estimations a priori uniformes en

En dimensiond = 1, la stabilité est obtenue en utilisant seulement I'existence tam
symétriseurt. [6,13,22]. En dimensiod > 1, cela ne suffit pas & garantir la stabilité, comme le
montre la dynamique des gaz. L'existence d’un bon symétriseur n'empécles pasturbations
dans des directions transverses a la phasee donner lieu & des instabilités fortes de type
Rayleighcf. [9,10]. En faitil semble que ce phénoméne soit de portée générale

On organise la discussion de la stabilité en deux parties. Au paragraphe 5, on discute
la signification intrinséque des termes singuliers, ainsi que la mise du linéarisé sous forme
canonique. On obtient la stabilité linéaire et non linéaire des solutions BKW sous deux
hypothéses. La premiére est I'existence d’'un bon symétriseur. La seconde exige que la valeur
propre linéairement dégénérée ne dépende pasldiepremiere hypothése est réaliste au vu des
applications mais la seconde est tres restrictive.

Dans un deuxiéme temps, au paragraphe 6, on s'intéresse a la cause des instabilités. Les
instabilités sont dues a l'interaction des oscillations de phaagec des oscillations de phase
¢ arbitraire. Si I'hnypothése de dégénérescence linéaire de la valeur propre implique que les
coefficients d’auto-interaction s’annulent (c’est-a-dire donne accés a certaines conditions de
transparence), il n’en est pas de méme pour les coefficients d’interaction entre ondes associées
a des phases différentes. On est donc amené a faire une analyse de type optique géométrique
multi-phases pour le linéaris€. et cette optique-la n'a pas de raisons d’étre transparente. Par
exemple, pour les équations de la dynamique des gaz, I'analyse des oscillations transverses
fait apparaitre le systeme linéarisé des équations d’Euler incompressibles, qui donne lieu aux
instabilités de Rayleigh (cf. [9]). Dans ce cas, I'équation linéaridée= 0 admet des solutions
qui croissent exponentiellement en temps¢®ve. Comme dans [10], ces instabilités linéaires
exponentielles donnent lieu a des instabilités non linéaires (cf. paragraphe 6 ; voir aussi [15] dans
le cas semi-linéaire). Si I'on n’énonce pas de théoréme précis dans ce sens, il semble que les
conditions qui conduisent a ces instabilités exponentielles sont générales.

L'analyse ci-dessus ne clot pas la question de la stabilité des solutions BKW. Dans certains
cas, le linéarisé peut étre faiblement stable (ou faiblement instable), c’est-a-dire que les solutions
de L.u = 0 sont a croissance au plus polynomialeseri. Il est alors naturel de chercher des
estimations uniformes en pondérant avec des puissancedededifférentes composantes du
vecteuru. Par un changement d’inconnues singulieegan peut alors espérer se ramener a des
équations linéairement et non linéairement uniformément stables pour les nouvelles inconnues.
Cette stratégie est effectivement gagnante en dimension d’espace égale a un (cf. [6,13]) ou, dans
le cas des équations d’Euler, pour des oscillationportées uniquement sur I'entropie (cf. [4]).

L'idée d'utiliser un changement d’'inconnues singulier est présentée dans [15] dans le contexte
des équations semi-linéaires.
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694 C. CHEVERRY, O. GUES ET G. METIVIER

Enfin, les calculs BKW effectués pour les oscillations fortes, et I'analyse de stabilité ci-dessus,
indiquent quelles sont les contraintes qui permettent d’envisager avec efficacité I'existence
d’'oscillations de grande amplitude. Les conditions requises portent a la fois sur la structure du
systeme, la polarisation du profil principal des oscillations et sur le choix de la fonggion
Pour la dynamique des gaz, cela revient a considérer des oscillations dont le terme principal est
polarisé sur I'entropie uniquement. La construction sous ces hypothéses et I'analyse de solutions
(1.2) avecny = 0 est I'objet de [4].

Notre article est organisé comme suit. Le paragraphe 2 précise le contexte (équations,
notations, définitions,..). Le chapitre 3 regroupe les résultats principaux. Le paragraphe 4 se
rapporte a la construction des solutions approchées. Les parties 5 et 6 parlent de stabilité et
d’instabilité.

2. Le contexte
2.1. Les équations

On considére le systéme de lois de conservation (1.1). Legflagnt des fonction€'> sur
I'ouverty/ c RY a valeurs dan®”. On suppose que le systéme est hyperbolique symétrisable
dans la direction du temps :

HYPOTHESE 2.1. — Il existe une matric&,(u) symétrique définie positive, de clags® sur
U et telle que legl matrices:

(2.1) 3, (u) 1= So(w) fp(w) " fj(w), e {1,....d}

sont symétriques pour toute .

L'hypothése 2.1 est satisfaite par de nombreux exemples physiques et en particulier dés que le
systéeme admet une entropie strictement convexe [8]. Sous I'hypothése 2.1, la matrice

d
A, €)= & fo(w) ™1 f)(w)
j=1

possede des valeurs propres qui sont toutes réelles. On en sélectionne ungngléen pose
E(u,§) :=ker(A(u, &) — A(u, &) Id).

La plupart des systemes issus de la physique possédent une valeur propre linéairement
dégénérée (en abrégé I.d.g.) ce qui motive :

HYPOTHESE 2.2.— La valeur propre A\ est linéairement dégénérée et de multiplicité
constantes pour (u, &) parcourant/ x S41,

On a notéS?~ 1! la sphére unité dR<. L’hypothése 2.2 impose :
(2.2) Ik eN*, V(u,&) eUd xS¥1:  dimE(u,£) =k,
(2.3) V(u, &) eU xS Yo e B(u,&): v-VuAu,&)=0.

Pourk > 1, il n’est pas nécessaire d'ajouter (2.3) car la relation (2.3) est alors une conséquence
de (2.2) (voir Boillat [2]). Un résultat important est que sous I'hypothése 2.2, pout tgui,
le champ des-plansE(-, £) est intégrable (cf. [2,23]). Il engendre donc un feuilletage fxté
Localement, il existe un changement de variahles (z,w) € RV =% x R* — &, (u) = u tel
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OSCILLATIONS FORTES SUR UN CHAMP LINEAIREMENT DEGENERE 695

gue pour le nouveau systéme écrit pour I'inconaiuBespace propre correspondd%ﬁ([mg) =
[D-®¢ ()] ' E(D¢(u),£) vérifie :

(2.4) Vi, B(@,€)={(0,w): weR"}.
Dans toute la suite, on suppose que les hypothéses 2.1 et 2.2 sont satisfaites.

2.2. Les phases et les profils

On s’intéresse au régime des oscillations fortes. Le développement asymptotique (1.2) s’écrit

e € Pe
(2.5) u®(t, x) o Ya <t,x,?),
(2.6) ug(t,x,0) =uo(t,x) + i(\/g)"un(t,x, 0).

n=1
On cherche des solutions telles g, # 0, qui échappent donc au cadre faiblement non
linéaire traité dans [11,12,18]. L'objectif de ce paragraphe est de décrire les ingrédients
etu, pourl <n < n;.
Le probleme étant hyperbolique, on pourrait s'intéresser a des solutions locales en espace et
en temps de (1.1). Néanmoins, pour simplifier, on fera des hypothéses globales en espace. Par
vitesse finie de propagation, les résultats locaux s'en déduisent.

Les profils. En (2.6),u0(¢,z) est une solution particuliere du systéme (1.1), définie sur
[0,T] x R avecT > 0:

d
(2.7) 8jf0(ﬂ0) + Zamj fi (tp) =0, sur[0,T]x RY.

j=1

La fonctionz, prend ses valeurs dans un compact de I'oulMetElle est dans I'espad@;°(T')
des fonctions qui sont bornées et dont les dérivées a tout ordre sont bornfedsurR?. Par
exemple, on peut choisiry (¢, ) = u constante. Dans toute la suite, la fonctignest considérée
comme une donnée fixée.

Pourn > 1, u, (t, z, ) est une fonction des variables lentesr) € [0, 7] x R¢ et de la variable
rapided € T :=R/(27Z). Elle est périodique de période end. Elle se sépare en :

Un (t,2,0) = (t, ) + u,(t,x,0).

On a noté respectivementt, x) etu* (¢, z, #) la moyenne et l'oscillation de la fonctiar(t, «, 9),
qui est périodique ef. On a :

a(t, ) = (u)(t,x) := 2i /u(t,x,@) do, u*=u-—u.

Les profils sont cherchés dans des espaces de Sobolev bagésRaurs entier,s > d—’53 et
T > 0, on considére I'espace

(2.8) WH(T) := {u; ue C7([0,T); H 7 (R x T)), Vj € {0,...,s} }.
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696 C. CHEVERRY, O. GUES ET G. METIVIER

On note H l'intersection des espacd$® et W (T') 'intersection des espacé¥*(T"). On
définit des espaces similaires g0r7] x R? pour des fonctions indépendantes @ePour
simplifier, et sans risque de confusion, on notera enZt€l’) les espaces correspondants.

La moyennezi; du premier profilu; est une solution dang’>°(T') de I'équation linéarisée

d
o)ty + > f1(1i0)dx, tia + (D2 fo) (o) (11, Dyt

Jj=1

d
(2.9) + Z(Difj)(ﬂo)(ﬂl,azjﬂo) =0.

j=1

Etant donnée une condition initiale daHs® (R) I'équation (2.9) déterming; € W>(T).
Les oscillations:), et les moyennes,, ;1 sont, poum > 1, déterminées a l'aide d’équations
qui seront décrites au cours du paragraphe 4.

Les phases. La phasep.(t,z) se partage en :

(2.10) e (t, ) = p(t, @) + Vep! (t, ).

La phase dominante(t,z) est une fonctionC> définie sur[0,7] x R?, a valeurs dan®,
solution de I'équation eikonale :

(2.11) Orp + Ao, 02) =0, ¢(0,2) = po().

On suppose quéy € Cp°(T') et qu’elle est non stationnaire :

(2.12) Je>0, V(t,z) €[0,T] x RY, |(“)wg0(t7x)‘ >c.

Par exemple, si( est une constantg on peut choisir poup une phase plane

(2.13) ot,z)=1t+& 2, avec{#0etT=—A(u,).

L'expressionp! € W (T') s’obtient par résolution de :

(2.14) { 0ot + (0" - VA (10, Do) + (@1 - V) A(tt0, Dup) = 0,

¢*(0,x) =0.

Avec (2.10), le développement asymptotique (1.2) peut s'interpréter selon une optique
géométrique bi-phase :

+0o0 1
(1) ~ Tolts7) + S (VE )i £, E ) £ 0)
’ nz::l ) ( Ve € >

ou lesii,, se déduisent des,. Notons ici que la phasge' est figée par les choix dg), i, ety. La
fonction! joue le réle d’un terme de correction (sur lequel on ne dispose d’aucune liberté). On
peut se ramener (voir le paragraphe 4.3) au cas particuligyr el0 et! = 0. Le développement
(1.2) fait alors intervenir une seule phase= ¢ qui ne dépend plus du paramétre
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2.3. Notations

Ce paragraphe regroupe la plupart des notations qui sont utilisées par la suite. Le lecteur qui
s’interroge sur la définition d’'une expression peut s’y reporter. On écrit en abrégé :

0o := 04, Odat1:= 0Op, 0j:=0:;, 1<j<d.
On travaille avec les variables éclatées:, §). On résout :
€ € a € € 1 a € €
(S) S(uF; Op,z0)u :j;zj(u )0juc + g;aj%zj(u )pus =0
ou les matrices; (u) sont définies en (2.1). Toute solutief(t, z,#) du systémesS) fournit

une solutioni (¢, z) = u® (¢, z, £=) du systéme (1.1).
Nous noterons(u, 7, £) la matrice symétrique

(2.15) S(u,7,€) =750 (u +Z§,

Soit k£ un entier non nul. On not&, (R:; R™) I'ensemble des applicationk-linéaires
symeétriques suR! a valeurs dan&™. Pour¢ € R etu € U on désigne paf.;(u, &) I'élément
de L (RY;RYN) qui est défini par la relation :

(2.16) k! £ (u Z@ (DE £;) (w) — (u, &) (D fo) (u).

En particulier, Ly (u, &) = A(u, &) — AMu,&)1d € £1(RY;RY). On introduit aussi la forme
symeétrique

(2.17) 2 (u,€) = Bo(u) L1 (u, €) = —A(u, €)Zo(u +Z£7
de sorte qué’ (u, §) = ker X(u, &) On remarque que :

(2.18) S(u,7,€) = S(u, &) + (7 + Mu, €)) Zo(u).

On désigne pal(u, £), une applicatio©> surid x R%\ {0} telle que pour toutw, &), T1(u, £)
est un projecteur d&” surker L; (u,£) = ker X (u, £)

(2.19) Li(u,&)h=0 < h=TI(u,&)h.

En particulier,L; (u, &)I(u, &) = 0. On se donne une applicatighe C°° (U x R¥\{0}; L(RY))
telle queQ(u, £) soit un inverse partiel dé; (u,£) a valeurs danker IT(u, £) :

Enfin on se donne une applicatidli(u, ), C* surtd x R4\ {0} telle que

(2.21) ker IT' (u, &) = im L1 (u, €).
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En particulier,IT’ (u, &)Ly (u, &) = 0. D'autre part, comme\ est une valeur propre semi-simple
de A(u, &), en tout point(u, £) € U x R¥\ {0} on aim Ly Nker L; = {0} et

(2.22) rang(IT'IT) = rang IT' = rang I = k.

Les identités ci-dessus impliquent que pour taut) € U x R\ {0} :

_ '(u,§) f =0,
(2.23) f=0 & {Q(u,g)f_o.

Exemples. Plusieurs choix sont naturels. On peut chdibie I’ = I le projecteur spectral
de A(u,&) associé a la valeur propr(u,£). On peut aussi choisifl = IT, le projecteur
orthogonal suker L1 = ker . Par symétrie on a ausli, > = 0 et on peut par exemple choisir
I = ZglﬂLEO. Dans la pratique, il est parfois intéressant de faire d’autres choix. Par exemple,
I’ peut étre donné par une base du co-noyald@ecteurs propres a gauche). Quant a l'inverse
partiel, il est uniguement déterminé de L, dansker IT. Sa définition sur un supplémentaire de
im L n’intervient pas.

On définit un élémentt, (u, &) dansCy (RY; RY) par :

(2.24) Da(u, &) (w1, w2) := —2Q(u, &) La(u, &) (w1, w2).
Enfin, on introduit les formes trilinéaires :
(225) 2Bll(u1§)(ul7 v, ’U}) = _((ul : VUE)’U, ’U}) + ((’U : VUE)U1, ’U}) + ((’U} : VUE)U1, ’U),
(2.26) 2BI" (u,&)(ur;v,w) := ((v- VuA)Zour, w) + ((w- VuA)Sour,v).
Ici les applicationsv,, X, V, )\ et X, sont évaluées efu, £). On remarque que ces formes sont
symétriques effv, w). On noteBl = Bl’ + Bl”.
Une fonction qui dépend des variablés, £) donne lieu, apres substitution de, &) par
(to, Dx), & une fonction dét, z). On définit ainsi :
v-VAi=v- VA4, 0zp), Ly, .= Li(to, 0z¢),
P:: H(ﬂ07az§0)a 73/ = H/(ﬂ‘o’az )7 Q:: Q(’ELOvaI(p)?
Bl' = Bl (g, 0x¢), Bl" = Bl" (tig, 0.p), Bl = Bl(tg, 0z¢).

Par souci de simplification, on ne fait pas mention dans ces expressions des vétjaf)lesela
ne doit pas préter a confusion. Les relations précédentes se transcrivent comme suit :

(2.27) LP=0 et kerl;=imP,
(2.28) 9L, =1d-P, QP=PQ=0,
(2.29) P'Li=0 et imLl; =kerP’

On a aussi, en tout poift, x) :

(2.30) f=0 &< {Qf__().

2.4. Définitions

Ce paragraphe est destiné a donner un sens précis aux diverses terminologies qui ont été
employées.
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Solutions approchées. On cherche a résoudre I'équatiG$) dans les espacé¥* (1) avec
s assez grand. On munit ces espaces de la famille de normes :

||u||W§(T) ‘= sup Z ||€|a‘agz,9u(ta ')||L2(Rd><’]1‘)7 23S ]07 1]

Hal<s
Poure = 1, on note simplemerijt- ||,y (7. Poure € ]0, 1], on a clairement :

(2.31) e¥\lullws(ry < Jullwsry < lullwsr)-

On dit que la famille{u*}.cj0,1) est bornée dankV:(T') si on a la majoration uniforme :
SUp.¢jo,1] [[ullwe (1) < +o00.

Par extensionyV*(+co) est I'espace des fonctiongt, -) définies suR™ et telles que: soit
dansW*(T') pour toutT < +oco. De méme, on dit que la familléu®}.¢jo,1; est bornée dans
W2 (400) si elle est bornée dang’s (T') pour toutT’ < +oo.

On considere des profils, choisis dang/V*+1(T). Pourn; < +oo, par la formule (2.6) on
définitus — ao = >_", €"/?u,, comme une famille bornée dang**+*(T"). Pourn; = +oo, par
le procédé de sommation de Borel on définit une famifldornée danyV*™1(T) et telle que

(2.32) uf — g~ Y " up,.
n=1

Cette familleus est définie modulo une famille qui e8(>°) dansW*+1(T).
Sis > d—;3, pour toute € ]0, 1] la fonctionuZ, est de class€! etona:

Rg i= (53 Op)uf, € WW(T).

a

C’est encore vrai pout = co.

DEFINITION 2.1.— Soitr avecO < r < 4-o0. On dit que la famille{u, } .cjo,1), donnée par
(2.6) ou (2.32) sh; = oo, avec lesu,, € WHL(T), est une solution approchée du syst&(dig
alordrer dansw?*(T') si:

172

aHWs(T) = O(ET)'

On note®s (r) I'ensemble des solutions approchées d’ordéecoefficients:,, € W1 (T).

Stabilité.  Une fois construites les solutions approchées, la question est de savoir si elles
sont proches de solutions exactes. On formalise ici cette notion de stabilité. On se donne
r>s4+1> 43

DEFINITION 2.2.— On dit que la famille de solutions approch¢eg}.cjo.1 € O;(r) est
stable suf0, T'| si la condition suivante est satisfaite. Pour toute fanfil } .o 1) bornée dans
WE(T) et toute famille{I¢} .o 1) bornée dang?*(R? x T), il existe un seuik, > 0 tel que
pour touts € ]0, &), le probléme de Cauchy :

S(u 0 p0)u® =R +e"R°,  uf(0,2,0) = u5(0,2,0) + <" I
admet une solution uniqu€ définie sur I'intervalld0, T'] qui vérifie :

(2.33) [[u® —ugllw: ) = O(e").
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Par extension, on dit que la familfex; } .c|0,1) est stable suj0, +-oc] si elle est stable sur tous
les intervalleg0,T] avecO < T < +o0.

En particulier, en choisissafit® = —=~"R¢ et, par exemple[® = 0, on obtient des solutions
exactes:® du systemdsS), définies sur I'intervallé0, T'] et voisine &0(e") prés deug au sens
de la normé|.[|yy: (r). Commer > s +1 > 4t2 encadrement (2.31), I'injection de Sobolev et
I'estimation (2.33) donnent :

l[u® = ugll o 0,1 Lipre ) = O(€)-

La substitutiord = ¢. /e fournit des solution&* (¢, z) = u®(¢, x, p. /) du systéme initial (1.1).
On adonc

[|u® — aZHL~'>°([0.,T]x1Rd) =0(e),

etaussi:

1% =g || os ([0, 7);Lip(Re)) = O(1).

Lorsquedgu, # 0, on observe que la famill¢zs }.cjo,1) N'est pas bornée darig "> I
s'ensuit que la famille{u®}.¢)o,1] N'est pas bornée dani >, ni méme a variations locales
bornées. En fait les dérivées premiéres dans les directions transverses a la ghas®lutions
u° sont de tailIe%.

Lorsquedgu; =0, le régime est celui de I'optique géométrique faiblement non linéaire. Des
résultats standards (cf. [11,12]) affirment que les solutions approchées sont stables au sens de la
définition 2.2.

Instabilités non linéaires. Nous décrirons aussi des exemples d'instabilités fortes, du type
des instabilités de Rayleigh. Le mécanisme est celui d’'une amplification exponentielle en temps
rapidet//e des petites perturbations. On formalise ici cette notion d’instabilité (cf. [10,15]).

DEFINITION 2.3.— On dit que la famille de solutions approchées}.cjo.1) € O;(c0) est
non linéairement instable sy, 7] si la condition suivante est satisfaite. Pour tous N et
d >0, il existe des constantés, o > 0 etc > 0, et une famille de solutionu®}.¢jo,1) de(S),
définies et réguliéres sur les intervall@sT’(¢)], telles que pour tout € |0,¢0] on a :

(2.34) [|u(0) — uE(O)HLoo < Ce™,

(2.35) Hui(t) —Us(t)HLm >cy/e.

Autrement dit, pour des données initiale$(0) proches &™ de u:(0), I'écart entre les
solutions exactes® et la solution approchée€, devient, en un temps arbitrairement petit, d’ordre
V€. La taille \/z correspond a I'amplitude du second tergieu; du développement BKW. Au-
dessus de/e, le probleme étant non linéaire, on ne sait plus estimer la différence qui sépare
etus. C’est pourquoi on s'arréte a I'ordkgs et nons? en (2.35).

La substitutiond = ¢. /e conduit & des énoncés analogues pour des solutions de I'équation
initiale (1.1).

2.5. Un modéle : la dynamique des gaz

Les solutions régulieres des équations de la dynamique des gaz en dimérsaspace
vérifient le systéme conservatif :

atg + VI : (Q’U) = 01
(2.36) Ot (ovi) + V- (ovv;) +0;p=0, 1<i<d,
Ot (08) + V- (psv) =0.

4€ SERIE— TOME 36 — 2003 N° 5



OSCILLATIONS FORTES SUR UN CHAMP LINEAIREMENT DEGENERE 701

On choisit ici pour variables d'étdl, v, s,p) dansRT x R? x R x R*. Elles représentent
respectivement la densité de particules par unité de volume, la vitesse de la particule, la densité
d’entropie par unité de masse et de volume, et la pression. Les quantités s sont liées par

une loi d’étate = G(p, s) qui vérifie :

0
Bp9)>0. 2 p.s)>0, p0. sER
On manipule le systéeme (2.36) sous une forme quasi-linéaire symétrique, en utilisant les variables
p,vets:

a(p7 S)(atp"" v va) + vw U= 0,
(2.37) B(p,8) (0w +v-Vv)+ Vep=0,
Os+v-Vys=0
1

aveca(p, s) := ﬁ(1)78)%@,3). Pour un gaz parfaitg(p,s) = p*/7e=%/7 et a(p,s) = p, la
constantey étant positive.

Le systéeme (2.36) s'inscrit tout a fait dans le cadre de notre étude. La symétrie (hypothése 2.1)
est évidente sur I'écriture (2.37). La valeur prop(e, &) = v - £ est linéairement dégénérée et
de multiplicitéd constante. L'hypothése 2.2 est donc satisfaite. La discussion met en jeu :

— les lois d'étaty et 3.

— le propagateus; + v - V... Cette dérivée particulaire devient en variables éclatées

1 .
X=0;+v-V,+ g(Xgoa)ag.

— les matrices :
a 0 0 0 ' 0
So(u)=10 pgxId 0], Sw, &)= ¢ 0 0
0 0 1 0O 0 O

Yo est le coefficient dé, dans la forme symétrique &1 est défini en (2.17). On remarque que
le symboleX(u, &) = X(£) ne dépend pas de I'état On le noteX(§) = > &;M;. Par suite,
le projecteur orthogonal | (u,&) =11, (§) surker X(£) ne dépend pas de I'état Le systéme
éclaté s’écrit alors :

d
1
(D) D(u®; 0 5.0)u° = o (u®) Xu® + ZMjajUE + EE(amgoa)uE =0.

Jj=1

Le systeme isentropique concerne les solutions pour lesquelles la foncéiste constante. |l
concerne leg + 1 inconnuegp, v). On récupére alors =d — 1 >0sid > 1.

3. Enoncé des résultats

3.1. Solutions BKW

Le premier résultat important de ce travail concerne I'existence de solutions fortes asymp-
totiques. On suppose que le systéme (1.1) vérifie les hypothéses 2.1 et 2.2. On se donne
up € C°(T') solution de (1.1)u; € W (T') solution de (2.9) et les phase®t ! solutions de
(2.11) et (2.14) avedyp € Cy°(T) ety € W(T).
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THEOREME 3.1. — |l existe des suites de profils; et w,, pour2 < n < nq, dansWw<(T),
telles que les fonctions définies p@:6) sont solutions approchées du systéfse a I'ordre
(n1 — 1)/2 dans W*(T") pour tout s € N. En outre, on peut choisir arbitrairement dans
H>(R? x T) les données initiales associées aux composadnteset i, , 1 pourn > 1.

On obtient aussi des solutions approchées a I'ordre infini en remplacant la somme de (2.6) par
une série asymptotique sommeée par le procédé de Borel.

Dans cet énoncé, on7a = II(uy, 9,) comme indiqué au paragraphe 2.3. Le théoréme 3.1
est démontré au paragraphe 4. On fait d’abord la démonstration dans leicas-olet p! = 0.
En substituant le développement (2.6) d&nest en ordonnant en puissances=4€, on obtient
une suite d’équations;, = 0. La premiéere étape consiste & montrer que ce systéeme équivaut a
un systeme triangulaire de la forme

{ (Id —P)u’, = hn,
Zn (Pu:17 an-ﬁ-l) =0n

ou h,, etg, s'expriment a l'aide des;, etu, 1 pourk <n — 1 et ouZ, estun systéme couplé
d’équations erPu;, etu,, ;. Cette réduction des équatiof = 0 n’est pas du tout évidente.

Elle n’est possible que parce que, a chaque étape, un certain nombre de termes s’annulent, comme
conséquence des hypothéses de transparence, ici de I'hypothése 2.2.

La deuxiéme étape consiste a résoudre les équaBQiifu), i,+1) = gn. Ceci n'est pas
immédiatement clair non plus, le caractére hyperboligue des équations n'étant pas assuré.
Néanmoins, en introduisant une inconnue supplémentaire qui s'interprete comme un terme de
déphasage,, pourPu}, on résout ce systeme en déterminant d’ahdre: Pu; (¢, 2,0 — 1y,)
etu,+1 comme solution d’'un systéme hyperbolique, puis en résolvant une équatiott,pour

Enfin, au paragraphe 4.3, par un argument assez simple, on réduit le cas géngrgl@au
cas précédent.

En particulier, les premiers profils; eta, sont déterminés par

(Id=P)uj =0,
Z ('PUT, ’ﬁg) =0.

On reconnait en premier rang la condition de polarisation sur les modes propres associés a la
valeur propre\. Par contre, on peut choisir la donnée initialeRig; arbitrairement, donc non

nulle, créant ainsi de véritables oscillations fortes. Le syst&mest non linéaire. Néanmoins, la
solution existe sur l'intervalle de temfis T'] en entier. Cela est d{ a la réduction triangulaire de

ce systéme qui se ramene a une succession de problemes linéaires, les non linéarités n’intervenant
gue comme termes sources identifiés durant les étapes précédentes. Mais les effets non linéaires
(interaction entre les différentes composantes, effets des oscillations sur le champ moyen) sont
bien présents et décrits par I'équatighn = 0. Ceci indique clairement que le régime pertinent

en présence d’'un champ I.d.g. est (en général) fourni par les oscillations fortes.

La marge de liberté obtenue sur les données initiales est celle qu'on attend en pareilles
circonstances (comparer avec [11] et [12]). Le fait que les données initiales des composantes
(Id —P)u?, sont déterminées traduit les conditions de compatibilités nécessaires sur les données
de Cauchy pour gque la solution soit de type (2.6) avec des oscillations sur le seuhmode

L'ordre des solutions approchées peut étre fixé quelconque. Il est possible de travailler avec
une régularité Sobolev finie. Toutefois, il faut faire un décompte précis des pertes de régularité
dans les itérations. Pour récupérer des prafilslans)Vv* avec‘i—;3 < 8 < 400, il faut prendre
les données initiales darg*+2"1. Les détails sont laissés au lecteur.
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3.2. Stabilité hyperbolique

Il est bien connu que les ondes associées a des modes linéairement dégénérés peuvent donne
lieu & des instabilités (cf. [1] pour les discontinuités de contact multidimensionnelles, [9] pour
les ondes de cisaillement, [22] pour les oscillations de grande amplitude). Nous allons reprendre
cette problématique sous I'angle de I'optique géométrique.

On se donne une solution approchégavec (u1) = 0 et ¢; = 0. On analyse d’abord la
stabilité linéairede cette famille. Le linéarisé complét de I'équation(S) enwS est de la
forme

(3.1) Li:RE+1A089+L(A189+31)+C‘5,

€ Ve
ou R¢ est une famille de systémegmétrique®n d; , ¢ a coefficients uniformément Lipschit-
ziens et le€”© sont uniformément bornés. En outre, = X (g, 0. ) st symétrique et indépen-
dant de la variablé. Par contreA; est symétrique et dépend de la variablgar I'intermédiaire
du profilu;. De mémeB; dépend dei; donc def. La méthode d’énergie standard par intégra-
tion par parties fait apparaitre le terme singulier :

1 y Y Pp—
(3.2) %(Du, ) avecD :=

Avec les notations (2.25) et (2.26) on a :

(—0oA1+ B1+"By).

N =

(3.3) (D, u) = Bl(tg, 0p¢)(Opur; G, ).

En conséquencde symeétriseury,, qui conduit a la forme symétriqués.1), fournit une
estimation d’énergie uniforme erpour le linéariséL:, si et seulement si la matrice symétrique
D est positive ou nullecComme par constructio® est de moyenne nulle, cela impaBe= 0.

La conditionD = 0 implique la stabilitéL? uniforme du linéarisé. On montre qu’elle entraine
aussi la stabilité non linéaire des solutions approchées :

THEOREME 3.2. — Soitug une solution approchée dai; (r) avecr > s+ 1 > 45, avec
1 = 0. On suppose que les termes, u}) et ¢ sont tels que la matric® définie ci-dessus
s'annule sur{0,7] x R? x T. Alors la famille {u$ }.<j0,1; est stable sur l'intervalld0, 7] au
sens de la définitio@.2

Siuj =0, alorsD = 0 et le théoreme redonne la stabilité de I'optique géométrique faiblement
non linéaire [11,12].

On discute maintenant la validité de I'hypothése= 0 lorsque uj # 0. Suivant la
décomposition (2.25)—(2.26), on éckit= D’ + D" avec:
(3.4) (D", 4) = BI'(Ogur; 1, 1), (D", 1) = BI" (Ogur; i, 11).

On lie d’abord la conditioD’ = 0 a la notion dévon symétriseuintroduite dans [6,13,24]. Cette
notion est une notion 1D, qui s’applique dans chaque dire¢tioS9~! au systéme :

d
(3.5) Osfo(u) + Oufe(u) =0, fe(u):=>_&fi(u).
j=1

La proposition suivante est démontrée au paragraphe 4.
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PrROPOSITION 3.1. — Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) Pour toute directiorf dansS?—!, la matriceX,(u) est un bon symétriseur au sens donné
dans[6,13,24]pour le systemé3.5).
(ii) Pour toute directior¢ dansS?~!, la dérivée de Lie du tense@rfois covariants(u, ) le
long du feuilletages, est nulle.
(iii) Pour tout(u, &) €U x S ettoutu; € E(u, &), la formeBl’ (u,£)(uq;-,-) est nulle.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, on diraXjglest un bon symeétriseur pour I'équation
(1.1). La définition de bon symétriseur 1D est rappelée au paragraphe 4. Elle s’exprime
simplement dans des variables ou le chaf, &) est redressé comme en (2.4), et (ii) en
donne la définition intrinseque invariante par changement d’inconnues. L'existence d'un bon
symeétriseu, est un point clé dans la preuve de la stabilité 1D (cf. [13,6]). Cette condition est
satisfaite dans de nombreux cas, en particulier par le systéeme d{#ule®n retient que st
est un bon symétriseur, alors le terme singulief«, «) s'annule.

En ce qui concerne le term{®"u, ), ona:

(D",7) = (6 VA) (Z00pur, i) = (Id=PL)i- V) (So0pur, PLit)

ou P, est le projecteur orthogonal sker X (g, ;). On voit donc que ce terme n’est pas
de signe constant, sauf s'il est nul. Comme la matkgeest définie positive, spu; # 0, en
choisissan | & = dyu1, On VoIt que cette contribution est nulle si et seulemefdsi-P, )u -
VA =0 pour touti.. Compte tenu de I'’hypothése 2.2, cela équivaut a :

(3.6) VuA(ig, 0p0) =0, V(t,z) €[0,T] x R%.

Cette condition n’est qu’exceptionnellement vérifiée. Notons toutefois que (3.6) est satisfaite si
la valeur propre\ est indépendante deou siug = u est une constanté, ¢ = £ est constante
etVA(u,§) =0. Enrésumé, on retient :

PROPOSITION 3.2. —Si ¥ est un bon symétriseur, la conditidh = 0 est satisfaite si et
seulement s, d,.p) Vveérifie (3.6).

On donnera au paragraphe 5.2 des exemples de systémes non linéaires admettant un bon
symeétriseur et vérifiant (3.6).

La démonstration du théoréme 3.2 repose, pour I'obtention d’estimatidnet la preuve
de la stabilité non linéaire, sur une réduction du linéarisé a une forme modeéle. L’hypothé-
se 2.2 de dégénérescence linéaire\deplique que les matriced; et By, et doncD, ont une
structure particuliére (lemme 5.1). On peut aussi simplifier I'écriture du linéarisé en introduisant
un changement d’'inconnues de la forme :

(3.7) i = (Id+vz¢1 ).

Alors, lopérateurfs = (Id ++/28¢1) L (1d ++/Eh1) a la méme forme que&Z. On montre
(proposition 5.1) que I'on peut choisir de sorte quecs prenne la forme simplifiée

y . 1 1 .
3.8 LE=R*+ —A¢g0y + —=B
(3.8) s +a 0 9+\/E 1

modulo un termeC® uniformément borné. En outré3; est symétrique. A lissue de ces
manipulations, on a éliminé la dépendancd&etu coefficient de la dérivé§89. La singularité
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ene se trouve reportée au niveau de la contribution d’ordre %r_él. En outre, le changement
d’'inconnues (3.7) laisse invariante la matrideet on a :

D=D= (Bl-‘rtBl):Bl.

N =

LorsqueD = 0, on voit que le terme singulieB; disparait lui aussi. On peut alors reprendre
'analyse menée dans [3,11,12] pour construire des solutions exactes correspondant a des
données initiales préparées.

3.3. Instabilité hyperbolique

La conditionD = 0 est suffisante pour garantir la stabilité du linéau$é L'étude de cette
stabilité peut étre affinée par une analyse des interactions d’'oscillations a I'échetitre
I'oscillation principale portée paw; et des oscillations de plus petites amplitudes portées par
la perturbation:. L'idée est de faire interagir ces oscillations a I'échelle de temps normale de
I'optique géométrique non linéaire qui est igk.

On travaille dans un cadre simplifié. La fonctiamest une constante La phase

ot,z)=1t+& o
est plane, aveg # 0. L'équation eikonale (2.11) implique = —A(u, ). Le terme principal de
I'oscillation fortew; est une fonction a valeurs réelles, vérifigpt,; £ 0 etu; = 0.
On se donne une phase auxiliaifét, z) = 7t 4+ £ - 2. On rend apparentes les oscillations a

I'échellee dans la directionly) et pour une échelle de temps efz, en faisant agiCs sur des
expressions de la forme :

(3.9 u(t,x,ﬁ)—ﬂ(é,x,ﬁ,%).

Ici a(s, z,0,w) estune fonction périodique en les variatfletw. On calcule,/zL5%. On obtient
une contribution qui s’écrit

(3.10) Li = %ﬁ(dg&ag +dipd, )i+ (X0s + G)it + eRu

ou R désigne un opérateur hyperbolique symétrique,
§(T7 6) = S(ﬂ? (Tv 6))7 ZO = 20(2)3

et G est un opérateur ef, w), dont les coefficients dépendent des paramétres et aussi de
0 par l'intermédiaire dei; :

(3.11) G(09,0,)0 =1 - Vi S(u,dpds + did,) i + @ - Vi, S(u, dp)daus.

Lintervention de£ met en jeu un terme singulier en/2, qui force la polarisation des données
dans le noyau dg(de0dys + dip0,,). On introduit les fréquences caractéristiques :

(3.12) Z:={(a,B) € Z*;det S(adyp + Bdyp) =0}.
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A tout couple(a, ) dansZ? est associé le projecteur orthogoal s surker S(ady + 3 dy).
Les P, s servent a définir le projecteur (orthogon@lyurker S(dywdy + dyd,,) :

(3.13) ]}D(Zuaﬁei(ae-i—ﬁw)) _ Z P C D)

Le reste\/cR ne va pas intervenir dans I'étude asymptotiqueCdén peut se concentrer sur
I'opérateur :

(3.14) L:=PZ,Pd, +G, G :=PGP.

On remarque qué& et G sont a coefficients constants enAinsi les opérations précédentes se
prétent bien & une décomposition en séries de Fourier @our fixé dansZ, on pose :

Pﬁ (ZuaeiQG) — ZPa,ﬁuaeia‘gy
(315) Gﬁ(eaaé’) = G(eaat%iﬁ)a
Lg :=PsXoPp0s + Gg, Gp:=PsGsPp.

Exemple3.1.— On considére I'équation d’EuléD). On se place en dimension deux
d’espace. On note = (z1,x2) les coordonnées. Par changement de repére, on se ramene au cas
ou la vitessey est nulle. On perturbe I'état de bage= (p, 0, s). Le profil u; se décompose en
(p%,vi,st). La valeur propre\ = 0 produit les phases planes caractéristiques ot ¢ parcourt
R?\ {0}. On fixe¢ # 0 et on notep(t,r) = £ - . Les autres valeurs propres correspondent aux
modes acoustiques. Elles conduisent aux phases caractéristigues= 7t + £ - = avecé # 0
etr2 = c%|¢|?, ouc est la vitesse du son. Notant= (p, 7, §), I'action deG se réduita :

G(0,0.,)0 = (v] - §)Eg0,t + (- §)Xy0us.
3.1.a)Phasey(t,x) = £ - « associée a un mode |.d.Bar changement de coordonnées, on
se ramene 4r,¢) = (0,1,0) et on choisit(r,£) = (0,0,1). On obtient alorsZ = Z2. Pour

(o, 8) # (0,0), P, 5 est le projecteur orthogonal sif (0,v,0) & R*(0,0,1) avec

v=(=f,)/|(a, B)].

Les fonctionsi vérifianta = Pa et (¢) = 0 ont leur composante de pression nulle. Elles sont
représentées via leurs composantes de vitestal’entropies. La conditionz = Pu se traduit
endivy ., 0 = 0. L'équationLa = 0 est, pour la partie de moyenne nulle, équivalente a :

(316) {85174-1)1(9) -V97Wﬁ+17 ~V97w1)1 :V‘Q_’wq, dngwa):O,

055 + 1)1(9) . V97w§ +v- V97w81 =0.

On retrouve ici sur les linéarisés le fait que I'équation incompressible (3.16) s’obtient par
optique géométrique a partir de I'équation compressible (cf. [21]). Par ailleurs, I'équation pour
la moyenne(u) n'est autre qué (@) = 0. Elle est découplée de (3.16) et, a ce titre, peut étre
oubliée.

3.1.b)Phasey(t,x) = 7t + £ - x associée & un mode acoustiguiensembleZ regroupe alors
les points dont les deux coordonnées sont darstués sur I'union de trois droites :

Z={(c,0);0 € Z} U{(0,8); B€Z} U {(v, B) € Z*;0 = —2B(£ - ) /€|* € Z}.

Pour 5 = 0, les propriétés de transparence fournissgpt= 0. Pour 8 # 0 fixé, il y a au
plus deux entiers relatifs: vérifiant («, 3) € Z. Le projecteurPs sélectionne au plus deux
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modes de Fourier. L'action d&s est non triviale si et seulement&B(¢ - €)/|¢£|* est un entier

relatif. Dans ce cas, I'équatidhsu = 0 S'interpréte en un systéme différentiel linéaire posé

en dimension deux. Ce systéme est diagonalisable, a valeurs propres imaginaires pures. Ses
solutions restent bornées pour tout temps. Les informations données ci-dessus sont reprises et
détaillées a I'occasion de I'exemple 6.1.

Pourtout > 0 fixé, 'opérateurs est un opérateur hyperbolique symétrique habituel et admet
une estimation d'énergie de la forme

t
(3.17) i), < C(e.) (Hu(O)HL2 + ez, dt’),
0

et la maniére dont le factewW(e,t) dépend de: (et det) est bien entendu I'un des points
essentiels dans I'analyse de la stabilité (linéaire ou non linéaire) des solutions approchées.
Comme nous allons rencontrer plusieurs cas de figure dans l'article, nous fixons pour toute la
suite le vocabulaire suivant :

DEFINITION 3.1.— Etant donnée une fonction croissaht® ™ — R, nous dirons que la
famille £5 admet des estimation’s® avec un “facteur de typk”, si pour toute € |0, 1] et toute
fonction testi: dansH ([0, T'] x R? x T), on a pour tout € [0, 7] :

(3.18) )] - < k(e/VE) <Hu<o>HL2 + [z dt')
0

Dans le cas ou le facteur est constant on dira que la familleCs est “uniformément
stable dansL?". Lorsquek est polynomial, on parlera alors de “stabilité polynomiale”. Nous
rencontrerons également des cas ou le facteest de type exponentiel,(s) = ae®®, b > 0.
Dans ce cas, nous verrons qu'il peut se produire que la solution approchée soit non linéairement
instable.

Sans nuire a la généralité, quitte a effectuer un changement linéaire d’inconnue, on peut
supposer qu&, = Id. Les solutions dé.it = 0 sont alors décrites par le semi-groupes©.
On procéde a des estimations d’énergielsunui font apparaitre :

(3.19) Re(G1, 1) = Re(GPu, Pu) = (DPa, Pa) = O([|]|*)

ol D est précisément la matrice introduite en (3.2). On constate ainsi que I'opératéuest
continu surL? avec plus précisément :

(3.20) g(s)=llle*Clll <ecre=®,  |||T[[:= sup || Tul gz

llull L2 <1

Il se trouve que la fonction est contrdlée par le facteérdes estimation&? de (3.18).

THEOREME 3.3. — Si la famille £5 admet des estimatiords® avec un facteur de type alors
g(s) <k(s), VseRY,
ce que l'on notgy < k.
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Autrement dit le comportement asymptotique en temps des solutions des équations d
modulation obtenues en pratiquant une optique géométrique bi-phase sur le lidéaeséun
révélateur de la nature des estimations d’énergie qu'il est possible d’espéfsr €ur applique
ce principe aux divers cas de figure qui ont été rencontrés.

D

Exemple3.2. — Stabilité uniformeLorsqueD = 0, I'action deG se simplifie conformément
a:
Gu = Uy VUS(Q, dwaw)’a

Comme le profilu; ne dépend pas deet comme le symbole, - V,,.S(u, 5 di) est symétrique,
on reconnait elds un opérateur antisymétrique. Il existe donc une constaté telle que

g(s)<e, VseR.

Des lors, on s’attend a pouvoir démontrer la stabilité uniforme. C’'est ce que confirme notre
théoréme 3.2.

Pour la dynamique des gaz, oeZ£ 0. L'analyse de I'exemple 3.1.b) indique que les phases
1) portées par les modes acoustiques conduisent a des fongtipnsont dand.>°(R*). Seule
la situation 3.1.a) est susceptible de donner lieu a une fongtioan bornée suR™. Cette
discussion se trouve donc reportée au niveau du systeme (3.16).

Exemple3.3 (Stabilité polynomiale — On regarde ce que devient (3.16) lorsque I'oscillation
forte est portée par I'entropie. On impose= (0,0, s1). On a alors la simplification :

0sv=0, divg,v=0
3.21 s ’ w ’
( ) {8554—1716981—0.
La composanter;(s,0) = 91(0,0) est déterminée par la premiere équation. On choisit
01(0,-) # 0. L'équation surs met alors en jeu le terme sourgglys; # 0 connu. La composante
5 grandit linéairement en. Il existe donc des constantes), disonsa, b, ¢, d, telles que

as+b<g(s)<es+d, Vs=0.

D’une part la famille £5 ne peut pas étre uniformément stable ddrts D’autre part le
comportement en deg est exempt de croissance exponentielle. On parle alstbdité faible

du linéariséCe. Lataille a uninstant > 0 de la norme.? des solutions s’obtient en multipliant la
normeL? des données initiales par le facteur singuiet/2. On peut espérer compenser cette
perte en jouant sur la petitesse du reSfes. La construction de solutions exactes associées
aux uf, reste envisageable. Concrétement, on cherche des estimations uniformes en pondérant
les composantes du vectaupar des puissances différentes du param&tRar un changement
d’inconnues singulier en, on se raméne a des équations linéairement et non linéairement stables
pour les nouvelles inconnues. Ce programme est mené a son terme dans notre article [4] dans le
cas des oscillations d’entropie. Une étape préliminaire consiste a construire des oscillations fortes
qui restent polarisées sur I'entropie : cette question est examinée au paragraphe 4.4, consacré aux
interactions entre modes I.d.g.

Exemple3.4 (nstabilité exponentielle— Pour les équations d’Euler, lorsque I'oscillation
forte est polarisée sur la vitesse, la discussion s’organise autrement. L'analyse spectrale de (3.16)
pouru; = (0,sinmd, 0) est détaillée dans [9] ou il est prouvé que I'opératéum un spectre
absolument continu imaginaire pur et des valeurs propres isolées, de partie réelle non nulle,

4€ SERIE— TOME 36 — 2003 N° 5



OSCILLATIONS FORTES SUR UN CHAMP LINEAIREMENT DEGENERE 709

symétriques par rapport a I'axe imaginaire. En particulier, il existe un vecteur puoaasL?
vérifiant :
Gu=pu+#0, Rep<O0.

On en déduit qu'il existe des constantes 0, A > 0 telles que
g(s) = ae*, V¥s>0.

D’apres le théoréme 3.3, la famillés ne peut pas étre polynomialement stable dahsLa
construction BKW livre des solutions approchées &(a™) prés, avean arbitraire. Cela ne
suffit pas pour compenser 'amplification ef V= sous-jacente. C’est pourquoi, dans la suite, on
parlera dinstabilité exponentielle

CommeG est la somme directe orthogonale dzs, on a :
95(s) <g(s). VseR" avecgs(s) :=|||e*7]||.
La transparence implique que pggie= 0, on a toujours :
Py oDPoo=PDP =0, VYaclZ.

C’est-a-direGy = 0 et doncgy = 1. Cette propriété est prouvée au lemme 5.1 et se voit bien sur la
forme matricielle donnée en (5.16). Pgii~ 0 le calcul (3.19) effectué s s fait apparaitre les
matricesP,, gD P, 3 ou« parcourtZ. En général, lorsqu® # 0, on s’attend & pouvoir ajuster

1 et 5 de fagon a ce que leR, 3D P, s soient non tous nuls. Il est alors vraisemblable que les
semi-groupes—*®s et donce™*C aient un taux de croissance exponentielle;ef avecc, > 0.

Si tel est le cas, il convient d’examiner les conséquences d’une telle instabilité linéaire sur le
probléme non linéaire. Au paragraphe 6.2, en renfor¢cant un peu les hypothéses et en suivant les
méthodes de [10] et [15], on montre que la forte instabilité linéaire induit une instabilité non
linéaire :

THEOREME 3.4.— Sous l'hypothéses.1, la solution asymptotique: donnée par le
théorémes.1est non linéairement instable au sens de la définita

4., Solutions BKW

Ce paragraphe est consacré a la démonstration du théoreme 3.1. Avant de commencer les
calculs, on précise les propriétés de transparence impliquées par I’hypothése 2.2.

4.1. Transparence quasi-linéaire conservative

On part de I'identité :

d
(4.1) D & F )T (u, &) = A, &) fo ()T (u, &) = 0.
Jj=1

Avec les notations du paragraphe 2.3, ceci s’écrit :
(tr1) Ly (u, )TI(u, €) = 0.
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En dérivant: — 1 fois (4.1) par rapport @, on obtient une relation qui lie I'applicatidelinéaire
Lg(-,...,-,II-) aux expressiond ; et aux dérivée’II et DI\ pourj < k. Sous I'hypothese
2.2, le calcul se simplifie pour faire apparaitre une forme nulle appelée conditi@mdparence
On explicite ces relations poiér= 2 et 3. Dans les énoncés ci-dessdus¢) € U x R?\{0} est
fixé et on notdI =11(w, &), L = Li(u, &) etc.

LEMME 4.1. - Pour tout(vy, v2) dansR?Y, on a:
(42) 2HIL2 (Ul,H’UQ) = (’Ul . VUA)HIH'UQ,

(tr2) H/Lg (HUl , H’Ug) =0.

Démonstration. -En dérivant par rapporta dans la direction, I'identité (4.1) appliquée a
vg pUis en multipliant payf;,~!, on récupére l'identité :

(43) 2L2(1}1, HUQ) = (’Ul . Vu)\)H’UQ - Ll(vl . VUH)UQ.

Commell’L; = 0, l'identité (4.2) en résulte. Par ailleurs, pow = Ilv;, I'hypothése 2.3
implique quev; V, A =0 et (tr2) suit. O

En composant (4.3) a gauche par 'inverse patfigbn obtient :
(4.4) 2Q Lo (v1,lvg) = —(Id —1I)(vy - V, IT)vs.
En dérivant l'identitéll o IT = IT dans la direction, il vient

(Id —1I) (v - V,II) = (v - V, IDIIL.

Par définition L, s’exprime a 'aide des dérivées secondes desffjuet est donc une application
bilinéaire symétrique. En utilisant la notatibp du paragraphe 2.3, on obtient que :

Lo (Mwy, Twg) 1= —2Q La(Hw; TTws)
LEMME 4.2. — Pour tout(vy, ve,v3) dansR*Y, on a:

3H/L3 (Hm 5 H’UQ, H’Ug) + H/LQ (H’Ul, FQ (HUQ, H’Ug))

(tr3) + H/LQ (H’Uz, Iy (H’Ul s va)) + H/Lg (H’U3, Iy (H’Ul s HUQ)) =0.
Démonstration. -Les identités (4.3) et (4.5) impliquent :
215 (H’Ul,HUQ) + LTy (H’Ul,HUQ) =0.

On multiplie cette égalité & gauche p&(u) pour obtenir :

d
Zﬁj 7 (u) (Mg, g ) — A(u, &) fo (w) (T, Ty

d
+ <Z§jf}(u) - A(%ﬁ)fé(”)) Iy (u, &) (Ivy, vz ) = 0.
j=1
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Dans cette expressioll = II(u,£). On la dérive par rapport @ dans la directior puis on
multiplie I'identité obtenue a gauche p#f(u)~! :
6L3 (Hvl,va, h) + 2L2((h, . VuH)’Ul, HUQ) + 2L2 (Hvl, (h . VUH)UQ)
+ 2L (h,Fg(HUl,va)) + L Fy — (h . Vu/\)Fg =0.
On teste contré = ITvs et on projette a gauche seldi. Ces opérations ont pour effet d’annuler
les contributiond., F; et (h - V,A)F>. Commev; = Ilv; etvy = Ilvs, il reste :
6H/L3 (HUl , v, H’U3) + 2HIL2((HU3 . VUH)HQH R HUQ)
+ 2H/L2 (H’Ul, (H’Ug . VUH)’UQ) + 2H/L2 (H’Ug, FQ (Hvl,va)) =0.
On utilise (4.5) pour expriméeilvs - V, IT)ITv; et(Ilvs - V,I1)Ivs & l'aide del's (ITvq, Tvs)
etT'y(ITvs, ITvs). En tenant compte de la symétrie BeetT's, on trouve 'identité (tr3). O
4.2. Construction des solutions approchées

On se donne une solutial de (S) dansH> ([0, 7] x R%). On suppose d’abord que
(4.6) a1 (t,z) =0, Y(t,x)e[0,T] xR

La phasep est solution de (2.11) et la phagé est nulle.
Pouru? de la forme (2.6) (aveg; = oo) on a

—+oo

Fi(ug(t,2,0)) ~ > (VE) fin(t,,0)

n=0

avec :

fj,o(t,x) ij (’lio(f,w)), Vj e {0,...,d},

n

1 _ *
fj.,n = 7 E (Dﬁfj)(uo)(upl,...,upk), Vn € N*.
k=1""pi+--+pr=n

On en déduit que

+oo
S(ug, O 0)ug ~ S(ug) fo (o) Z (Ve)'Fn, F,= Fr% + (99F3+2

n=-—1

avec .
d

d
Fpi=>" fo(ao) ™' 0 fim:  Fpi=>_ 050f5(t0) " fim.

J=0 J=0

On a introduit le facteuy} ~! (i) pour retrouver les notations du paragraphe 2.3 et on convient
queF!, = 0. On obtient une solution approchée a I'ordrsi et seulement si :

F,=F.+0pF2 ,=0, VYne{-1,...,2r—1}.

On sépareF,, en sa moyenne et son oscillation, notant gqé2, ; est toujours de moyenne
nulle. Par ailleurs, utilisant (2.30), on sépare la condifitin=0 enP'F =0 et QF = 0. On
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regroupe alors les conditions de la maniére suivante :

(&) QF! =0, P'F'=0, F,41=0.

Pourn = —1, on adopte la conventiof’*, = 0. Si les équationg¢,,) sont satisfaites pour
ne€{-1,...,2r}, alorsF, = 0 pourn < 2r — 1, etug est solution approchée & I'ordre On
montre d’abord qué&_,) est toujours satisfaite et qué,) et (£;) déterminent.} et @p. On
donnera ensuite I'argument général de la récurrence.

4.2.1. Analyse des premiers termes
L'équation (£_1). Avec les notations du paragraphe 2.3, ona:

d
F*y = 0pF2 = L10pu1, Fo=Y_ fo(to) ™ fi(iio)d;io.
j=0

D'une partF*, = 0 et P’'£; = 0. D’autre parti, est solution de I'équatiofiS). On voit ainsi
que I'équation(£_,) est satisfaite.

L'équation (&)). CommeQL; =1d—P, I'équationQF*, =0 s’écrit (Id —P)Jpu;1 =0, et
est donc équivalente a la condition de polarisation :

(Z}) (Id—=P)uj =0.
Par ailleurs :
Fy = 09 F5 = L10gua + 0p Lo (u1, ur),
d
Fr=F=>" f(u0) 0, (f](tio)ur).
j=0

La seconde équation est de toute évidence vérifiée puisqu’ona;ps$. Siu; satisfait(Z)),
alors la condition de transparence (tr2) du lemme 4.1 implique que

P'F; = 0gP' La(Puy, Pui) =0.

En conclusion(&y) se réduit a la condition de polarisati¢g),) que I'on suppose dorénavant
satisfaite.

Léquation (&1). LéquationQF; =0 s'écrit :
(Id —P)amm = —89Q£2(u1,u1).

Commedy est injective sur les fonctions & moyenne nulle et que- u3, elle équivaut donc a :

=4 (Id —P)uj = — QLo (Pui, Pui)* = = (To(Puj, Puj)) .

N =

Ensuite, le calcul fournit :

d
Fy = Muj + L10pus + 20pLa(u1, u2) + 0o Ls(ur,ur,wr),  Fa=Y_ fi(tio) ™' 9; fjz-
=0
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Ici M estle linéarisé déS) eny :
d
Muv = M(t, Z, (i)t7m)’l} = Z fé(ﬁ0)71 aj (f;(@o)’l}) .

J=0

LEMME 4.3. - L'opérateurP’ MP est de la formé’ (X, + E)P avec:
d O\ d
Xo: =0+ Z 6_5'(1107 8m</7)8j, E:= Z’Pfé(ﬂo)ilaj (f;(ﬂo)P)
j=1 >J Jj=0

Démonstration. €’est un résultat classique, qui s'obtient en dérivantéeta relation
A(u, &), &) = Mu, &)(u, ), puis en multipliant & gauche pHY (u, £). Il vient

O

I (u, €) £ (u) ™ f(u)I(u, &) = 5

Par définition de\/ on a :

d
P'MPv=P MP(Pv)="> P fi(to) " f}(iio)P;(Pv)
j=0

d
+ P folao) "' 0;(Fi(@o)P)Pv. O
j=0

L'équation P'F; = 0 fait apparaitre I'opérateu® MP agissant sur la composante
uf = Puj; le termeP’L10pus s'annule. Commer; = uj = Puj, le lemme 4.1 implique que
P’'Lo(u1,Pusz)=0.0nadonc:

9oP' La(ur,us) = P'La(Bpur, u2) + 0P Lo (uf, (Id —P)u3).
Par(Z]), le dernier terme s’exprime a I'aide d¢. En outre, le lemme 4.2 implique :
P’ La(uf,uf, uf) + P'La(uf,To(uf,ui)) =0.
On en déduit que I'équatioR’ F}* = 0 se réduit a :

P’ MPu; + 2P Lo(uz, 0pPui) — PL2(T2(uf,ui),dgPui) = 0.

On utilise I'identité (4.2) pour exprimer les deux derniers termes sous la fané, \) 9y P/ Puj.
Notant :

@.7) {hl(t,x,u;,az) =1y - VA + (QLy(Puj, Pui)) - VA,
X =Xo+ h10y

et explicitant les termeg; » intervenant dang’y, on a montré le résultat suivant.
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LEMME 4.4. —Pour u; vérifiant(4.6) et (Z{), les équations contenues dai& ) sont équi-
valentes a un systéme portant §@u;, az) :

P'(X + E)Pu; =0,
d
Z 1 — — * *
(£1) Miiy + 5 > fomo) " 05 (f] (o) (Pus, Puj)) =0
j=0
complété par la relatior{ 27 ) qui détermingId —P)u3.

La résolution de(Z;) n'est pas immédiate. La premiére équation est bien un transport
pour Puj, mais elle dépend de, par I'intermédiaire du coefficient d&, h,. Par contre la
seconde fait intervenir les dérivées gnx) du terme quadratique moyenqg! (o) (u7, uy)).

Néanmoins, le probleme de Cauchy pdgs ) est bien posé. On notHSol(Rd x T) I'espace

des données initiales de regularf® pour Puj : il s'agit de I'espace des fonctions dans
H*(R% x T) avaleurs dan&”, de moyenne nulle et telles g, _ou = u.

PROPOSITION 4.1. — Soit s > 22, Pour toute donnée initialéPuj o, i2,0) sélectionnée
dans 3} (R? x T) x H*(R?), le systéme Z;) admet une unique solutiofPu;, @) dans
Ws(T) x W*(T). La fonction(Id —P)u% définie par(Z]) est alors dand/V*(T).

Remarque4.1. — La perte de régularité des donndés! vers la solutionV* illustre le
caractere “faiblement” hyperbolique d€,). Par ailleurs, on notera que la solution existe sur
l'intervalle [0, 7] ou sont définis.y ety, bien que le probléme soit non linéaire.

Démonstration. -On introduit une inconnue auxiliairg, (¢, z) solution de I'équation
(4.8) Xor=h1, 1(0,2)=0.
On fait jouer &/, le r6le d’'un décalage de phase. On procéde au changement de fonction :
(4.9) vi(t,2,0) = Pui (t,2,0 + 1 (t,2)).
Par construction, la premiére équation(dg ) est équivalente a :
(4.10) P'(Xo+ E)Pv;y =0, Puj=r0;.

En outre, pour toute fonction conting€t, «,u), on a:

/g(Pvf(t,x,H’))d@’:/g(Pu’{(t,:z:,@))d@.

T T
En particulier, le coefficient; défini en (4.7) vérifie :
hi(t,z,ul,d2) = hi(t,z, 07, 42).
De méme:
(f] (@) (Pui, Pui)) = (f (@) (Pvi, Pvy)).
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Il est alors clair que, par le changement d’'inconnues (4.9), le systeme compgZ€) d (4.8)
pour(Puj, a2, ) est équivalent au systeme suivant, portant sur les incon{fugs az, ¢, ) :

P'(Xo + E)Puvi =0,
d
1 _ _ * *
(4.11) Miiy === f(@o) = 0;(f] (@o) (Pvi, Pui)),
J=0
Xolﬁl = hl(t,x,v’f,fm).

Pour résoudre (4.11), on s’organise selon un ordre précis.

On détermine d’abord; = Pv; € W*!(T') comme solution de la premiére équation avec
donnée de Cauchy; ;o = Puj o € Hs+1, Il s'agit en effet d’'une équation de transport, dans le
fibréker(Id —P), et la condition (2.22) implique que le rang B&P est bien égal a la dimension
de la fibre.

La seconde équation est une equation linéairgseavec second membre connu da#s(7")
puisques > d + 3/2 (on perd au passage une dérivée). Comme le sysiénest hyperbolique
symeétrisable, cette équation a une unique solution telleigye, = uz o € H* etuy € W*(T).

Ayant déterminé; et s, le terme sourcé; de la troisiéme équation est connu et appartient
a Ws(T). On résout alors cette équation avec la donnée initialg_, = 0 pour trouver
1 € W (T).

On conclut en vérifiant quP ] défini par (4.9) appartient®*(T"), ce qui est vrai puisque
est assez grand.O

4.2.2. Larécurrence
On montre gque le raisonnement tenu pour traifg) s'étend aux&,,) qui suivent. Notons :

Un = (Pul, g1, Id=P)ul ).

Par construction, on a :
Uo = (Puf, 41, (Id=P)ui) = (0,0,0).

La proposition 4.1 fournit/; € W*°(T') si les données initiales affectéegfu;, u2) sont dans
H®. On retient que la composan(fkl —P)u; est donnée paiz;).

LEMME 4.5.— Pour n > 2, supposons connus lé&;, pour k < n, dansWw>(T). Alors,
'équation(&,,) est équivalente a un systeme d’équations goude la forme

P'(X + E)YPu} + P h,0pPui + Gn—1 =0,

d
Z’n — ! [ — — 1 — * *
(2-) Mty + Y fo(o) " 0;(f] () (Pui, Pusy)) + Gn1 =0,
7=0
(21) (Id—P)ulq = =20 (La(Puf, Pus))” + Gn1.

Le champ de vecteurs est déterminé e(.7). On a:
(4.12) hn = (ting1 — (D2 (ui, Puy,))) - VA.

Les G, désignent différentes expressions qui ne dépendent qué/de..,Uy) et de leurs
dérivées.
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Démonstration. -Pourn > 2,0ona:
Fy = L10pUnt1 +200Ls(u1,un) + Hp-1

ou lesH;, sont des expressions qui ne dépendent queuge . ., ux) et de leurs dérivées. En
particulier, ce sont des fonction du tygeg.
Poussant le développement un cran plus loin, on a, poze :

F:{ = Mu:; + L4 89un+2 +209Lo (ul, un+1) + 1,09 Lo (UQ, un)
+309L3 (w1, u1,upn) + Hp—1.
Le coefficient,, introduit ici vautl sin = 2 et2 pourn > 2. Par ailleurs, on trouve :

d
Fry1 =My + Z 1 (’ﬁo)_laj<fjl-/(@0)(u*f, u;;)> +Hp-1.

j=0
La premiére équatio@F* , = 0 de (&,) sécrit, en inversanty dans I'ensemble des
fonctions de moyenne nulle :

(Id —P)ujy sy = —20QLs(Pui, Pul)* + Gno1 = (Do(Pui, Pul))” + Guo1.

On obtient la formd Z/ ) annoncée.

De méme, I'équation”,,.; = 0 conduit directement & la seconde équation(dg), en
décomposant; enPu; + (Id —P)u.,.

On analyse maintenant I'équatiiF,: = 0. On aP’L10ypun+2 = 0 et, d'aprésle lemme 4.1,
P’ Ly (Pui,Puy, 1) = 0. Par conséquent, il vient :

P'Fy =P MPu +205P'L2(Put, Upg1 + (Id —P)u, 1)
(4.13) + 1nOgP Lo (ug,upn) + 309 P L3(Pui, Pu, Pul) + Gn_1.
Avec(Z!),ona:
P'Lo(Pui,(Id—=P)us ) =P Lo(Pui,T2(Pui, Pu))
—P'La(Puij,To(Pui, Pu)) + Gnoi.
Parlelemme 4.1,ona:
P’ Lo(Pui,tini1) =P (tnt1 - VA)Puj,
P'Ly(Pui, T2(Pui, Puy)) =P ((T2(Puf, Pul)) - VA) Puj.
Parlelemme 4.2,0ona:
3P'L3(Puj, Puf, Pul) = —2P'La(Pui, Ta(Pui, Pu,)) — P'Lo(Pus, Ta(Pui, Puy)).
On sait par ailleurs que :

P'Lo(Pus, Pul) =0, up—Pu:=G, 1.

Pour calculer le term&s (us, u,,), il convient de distinguer les cas= 2 etn > 2. Pourn = 2,
la composantéu} est inconnue. Par contre, pour> 2, Pu} est identifié. Quelle que soit la
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situation, on a la décomposition :
anlﬁg (UQ, un) = QP/£2 (17,2 + (Id —'P)’U,;, ’Pu;) +Gn-1.

A l'aide de(Z]), on extrait :

* 1 * * * *
([ =P)uz = 5 (T2(Pui, Pui))” = 5T2(Pui, Pui) + (QLa(Pui, Pui)).

N~

En utilisant le lemme 4.1, il vient :

LnP/LQ (UQ, UQ) = P/hlpuz + fplﬁz (FQ (,PUI, PUT), Pu:;) + gn,l,
ou la fonctionh; = (a2 + (QL2(Puf, Pui))) - VA, définie comme en (4.7), ne dépend que des
variables(t, x).

On assemble les renseignements obtenus ci-dessus pour réduire I'é@iatjor 0 sous la
forme:

(4.14) P'MPuy, + P'h10gPuy, + P'hn0sPui = Gn 1.

Finalement, on applique le lemme 4.3. On voit que les contraintes figurant@gree raménent
aux systemesz,,) et (Z;). Le lemme 4.5 est démontré

Il reste @ montrer que I'équatiqtg,,) permet de déterminer les composarfes, etw,, 1.

PROPOSITION 4.2. — Pour n > 2, supposons connus ldg., pour k < n, dansW>(T).
Alors, pour toute donnée initialgPu, o, %,+1,0) S€lectionnée dans I'espace

(R X T) x H®(R?),

le systeméZz,,) admet une unique solutiq® v}, , i, +1) dansiW*>(T'). La fonction(Id —P)u; , |
définie par(Z},) est dansV>(T).

Démonstration. -On introduit a nouveau une inconnue auxiliairg(t, z) qui est solution de
(4.15) Xotn =tins1- VA, ¥n(0,2) =0.
On effectue le changement d’'inconnues
(4.16) wy (t,z,0) = Pwy (t,x,0) :=Puy (t,2,0) + ¥, (t, 2)0pui (¢, z,0).
Onaalors:
P (X + E)Pw}, =P'(X + E)Pu), + P'(Xotn)Ooui + P (X + E)Pdguj.
La dérivéed, commute avec l'opérated®’ (X + E)P dont les coefficients ne dépendent pas
ded. Par suite, 'équationiZ,) implique que le dernier terme est nul. Avec (4.15), la premiere
équation d€ Z,,) équivaut a :
P/(X + E)Pw;, — ((Ta(uf, Pus)) - VA)Ogui = Gpo1.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



718 C. CHEVERRY, O. GUES ET G. METIVIER

La symétrie dd’5 fournit ;

1
(Pa(uf, Bpui)) = 5 (0T 2 (ui, u)) =0.

On en déduit :

(To(uf, Puy)) = (Da(uf, Puy)).

De méme, par symétrie d¢$ :

(£} (o) (ui, Puy,)) = (ff (o) (uy, Pwy)).

On constate que les contraintes,,) et (4.15) sont équivalentes au systéme suivant, portant sur
les inconnue$Pw;, 41, Un) :

P'(X + E)Pw;, + P’ ((Ta(uf, Pw})) - VA)oui = G1,

d

Mity 1 = Zfé(ﬂo)713j<fj{/(ﬂo)(7ju>f,Pw:}» +Gn—1,
=0

XOwn = ﬂnJrl ' Vu)\

On résout ces équations dans l'ordre. La premiére est associée a la donnée initiale
Pwy, =0 = Pu,, o- Elle conduit aw;, = Pw;, € W>(T'). Des lors, la seconde équation met en

jeu un terme source connu. Avec la donnée initiale ; o, elle déterminei, ;1 € W>(T). La
derniére équation donne accég,a Enfin, le changement d'inconnues inverse de (4.16) fournit
Pu. On aainsi une solutiofPu: , i, 4+1) de(Z,). O

4.3. Démonstration du théoreme 3.1, cas général

L'analyse du paragraphe 4.2 fournit une démonstration du théoréme 3.1 lorsqu;ca .
On montre maintenant que la méthode s’adapte au cas général. L'idée est que la construction des
solutions BKW est explicite et dépend continiment des donages,.

Soitiy o € H>(R?). Pours > 0 assez petit, le probléme de Cauchy pour (1.1) avec la donnée
initiale

a5(0,2) = 1o (0,z) + 67, (0, z)

admet une unique solutiaif(t, z) telle quet, — @) est bornée dang’> (7). De méme, pour
0 > 0 assez petit, I'équation eikonale

0’ + N1, 00p°) =0, ¢°(0,2) = po()
détermine la phasg’ telle quedy’ — dy est bornée dang/ > (T)).

On effectue la construction du paragraphe 4.2 autour des états dejb@seobtient ainsi des
solutions asymptotiques dé) :

s (t,z,0) ~ ﬂg + Z a"/Qun(é,t, x,0)

n>=1
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ou encore des solutions asymptotiques

b
~.8 s n/2 ©°(t,x)
t ~ n 67t7 )
usO(t, x) ~ g+ E ey < =

n>1

de (1.1). La construction montre que les profilgd, -) et les phaseg’ sont des fonction§'™
end € [0, &), si les données initiales pour 183w, () et lesi,, 11(5) le sont. On approche alors
les différentes expressiom@, %, P, ... par leurs développements de Taylor lorsquend
vers zéro. En particulier ;

60(67 ta I) = ﬂO(ta I) + 61—1’1@3 I) + 0(52)7

OO (t,x) = (t, ) + 0! (t,z) + O(6?),

u1(0,t, ) = uj(t,z,0) + O(J).
Les équations qui déterminemt et ' sont respectivement le linéarisé de (1.1) ®net
le linéarisé de I'équation eikonale €kp,w). Ceci est conforme a ce qui est annoncé au

paragraphe 2.2.
Finalement, on peut lier les parametdest s en choisissant = /. On a alors

¢ e
?:?+w(\/g7tax)a Pe :sp—i—\/gspl

ou estC* en(o,t,z). Développant

un(\/gu t7 Zz, 0 + w(\/ga t7 l’)) ~ Z 5k/2un,k(ta xz, 0)

k>0
etregroupantles termesep=>5_ . _, upq, ON VoIt que
USVE(t, ) ~ g + Z e, (t, x, &>
n>=1 €
a bien la forme (1.2). En particulier, on trouve :
U1 (tv Zz, 9) = al(tv 'r) + Uf(t, z, 9)
Il reste a voir qu’on peut choisir arbitrairement les donneées initialgs o et lesPuv;, , pour

n > 2. Par exemple, on peut choisir les données initialgs; () ;—o = vn41,0- Dans ce cas, on

a bien poum > 2:

T}n-ﬁ-l [t=0 = § Up,q|t=0 = T}n-ﬁ-l,O-
p+q=n+1

De méme, si on choisit par récurrence sles données initiales

n—1
P5u2(5)|t:0 —pd <’Pv;‘170 - Z u;,n—plt_0>

p=1
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ona
n—1

,Pv;kz\t:() = (IP&U:, (6)) |6=0,t=0 +P Z u;,n—p|t:0

p=1

et comme(P?)|;_o = P, on a bienPvy- ) j;—o = P, o.
4.4. Interactions entre modes linéairement dégénérés

Pour la dynamique des gaz, la dimensiode I'espace propr&(u, ) est égale &. Le profil
uj se sépare en une partie de type vitesse, polarisée dans I'espace orthogonal auVgcteur
et une composante sur I'entropie. L'analyse de stabilité indique que la compesartepe un
statut a part. Il est naturel de se demander si une oscillation forte polariséeeste confinée a
s, malgré les interactions qui se produisentuiest un état constant, on va voir que la réponse
est négative mais il est intéressant de noter que poutiglgg&néraux, les oscillations surse
transmettent effectivement a la vitesse.

Dans un premier temps, il convient d’indiquer pour un systéme général (1.1) les conditions
d’existence de variables d'état dont le réle est analogue a celui de I'entropie pour I'équation
d’Euler. Avec les notations du paragraphe 2.1, on pose :

(4.17) F(u):= () E(u.§),  k(u):=dimF(u)>0.
§#0

Pour un systéme général, on s’attend a ce fue = {0}. Toutefois, on remarque que pour
le systeme d’Euleff'(u) est précisément I'espace ou varie la composante associée a I'entropie.
L’hypothése suivante est satisfaite pour le systéeme des équations d’Euler (2.37)

HyPOTHESE 4.1. — La dimensionk(u) est une constante strictement positive.

Sous cette hypothése, le systéme (1.1) hérite de propriétés supplémentaires, décrites et établies
dans [4]. On utilise dans ce paragraphe les renseignements suivants. D’abord il est possible
de redresseF (u). Autrement dit, aprés changement de variables d'état, on peut décomposer
u=(4,u):

(4.18) F(u) =F:= {1 =0} = {0} x R¥.

Ensuite, la valeur propré(u, ) est linéaire el et indépendante de:
d
(4.19) Mu, &) =€ u(@) = &p(d).
j=1

On noteP le projecteur (orthogonal) siit. On a :

(4.20) Fi)P = (@) fi(w)P, YueRN, Vje{l,....d}
Apreés intégration, cela implique :

(4.21) Fi(u) = i (@) o (w) + g;(d), VueRN, Vje{l,....d}.
Par exemple, pour I'équation d’Euler (2.37),0n a :
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k=1, F={%0,0,5);s € R},
pour u="(p,v,8): w="'p,v), U=s, Pu:t(0,0,s).
La décomposition (4.21) a lieu avec :
f()(u) :ﬁ(p,S)t(l,U,S), /’Lj(ﬁ):vjv g](ﬁ) :pt(aij)0<i<d+1'
On cherche des solutioris}, uz) de I'équation(Z,) vérifiant la condition supplémentaire :
(4.22) ul =Put

qui implique bien sOr que; = Puj puisqueF C E(uo(t, x), 0z (t,z)). On considére donc des
données initiales vérifiant :

(4.23) ui o ="Pui
Dans ce qui suit, on choisit po@# le projecteur orthogonal siter £, de sorte que :

(4.24) PP =PP="P.

PROPOSITION 4.3. — Les solutions d€Z, ) vérifient(4.22)pour toutes les données initiales
dansH > astreintes g4.23)si et seulement si

(4.25) (P —P) fi(o) £ (o) (Xoto, Pv) =0, VoeRN.
Démonstration. -On se place dans des variables ou (4.18) est vérifié. On étudie la différence :
d(t,z,0) :== (P — P)ui(t,z,0) = Pd(t,z,0).
D’aprés (2.22), 'équatioZ;) s'écrit encore :
P(X + E)Pui =0.

On compose a gauche avBc On utilise (4.24) et le fait que la projectidn ne dépend pas des
variables(t, z) pour récupérer :

PXPul +PEPul =0.
On en déduit :

PXPd=—(P—P)EPd— (P —P)EPu;.

La quantitéd = Pd est donc solution d’un systeme différentiel. Le critére nécessaire et suffisant
pour gu’une fonctionl nulle a I'instant initial le reste s'écrit :

(P-P)EPv=0, YveRM.

D’apres (4.20) et la définition de la matriég on a la simplification :
d

(P—P)EPv="> (P —P)fuo) " ;(u; (i) £} (o) Pv)

Jj=0

=(P="P)fi(t0)™" £ (o) (Xotio, Pv).
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On voit apparaitre a cet endroit la condition (4.25)n

En particulier, la condition (4.25) est satisfaite quand
(4.26) Xottg =0.

Commei est aussi solution de (1.1), on est en présence d'un systéeme d’équations surdéterminé.

Ce systeme admet cependant des solutions particulieres. Par exemple les fonctions constantes.
Pour la dynamique des gaz (2.37), si I'état de base- (po, vo, 50) Vérifie Xo(pg,50) = 0

et X7y #Z 0, un simple calcul indique que la contrainte (4.26) n’est pas vérifiée. Cela signifie

gue des oscillations fortes polarisées a l'instant initial sge transmettent lorsque le temps

évolue en des oscillations fortes sur la vitesse. Du coup, elles engendrent une instabilité forte (cf.

paragraphe 6).

5. Stabilité hyperbolique

On étudie la stabilité deS) autour d’une solution approch&g construite au paragraphe 4.
Pour simplifier, on suppose ici qag = 0, ce qui par I'analyse du paragraphe 4.3 n’est pas une
restriction.

5.1. Analyse du linéarisé

On considére une solution approchée(d¢, ou plus généralement une famille de fonctions

de la forme
(5.1) u®(t,x,0) = uo(t,z) + Veur (t,z,0) + ev° (t,z,0)
avecv® bornée dans I'espace des fonctions Lipschitziennef)sii x R¢ x T. Le linéarisé de
(S) enuc s'écrit :

d 1

Loi=" %;(uf)dsti+ =S (us, 020) gt
- ’ 9
7=0
1 & d

5.2 = Oip(i-Vy3;(u®))0pu® 1 VX (uf))0juc.
(5.2) +€Z o (t (1)) dou —i—Z(u i(u%))oju

Jj=0 Jj=0

La partie différentielle est symétrique. La difficulté vient des termes singuliers. On a

Y(u®,0,p) = Ag + VeAr + A

avec :
(53) AO = S(l_l,o, d(p) = 2(1_1,0, 61 ),
(54) A= (ul . VUS)(ﬁo,dQO) = (u1 . VUE)(ﬁo,am )

Ici A, est une fonction réguliére de, @, u1,v,0,p). On a utilisé quep est solution de
I'équation eikonale, qua est linéairement dégénérée, due= 0 et queu; = u} est polarisé sur
le noyau deC;. De méme :

d
> 050(i- VR (uf)) dpu = (it - Vou.S) (o, dip)Dpus = \/EByi + By,

=0
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Ici By est une fonction réguliére de, @g, u1,v,,¢) €t :

On décompos®; en B} + BY avec:

(5 6) {u:u-VuE(ﬂo,awgo)agul,
' B{’u = (u . Vu/\) (’ﬁo, 6IQD)EQ (’ﬁo)agul.

Avec R; :=X;(uF), le linéarisé s’écrit alors sous la forme

d
1 1
LE= R;0;+ Ax09 + ~Ao0y + %(Alag +By)+C

Jj=0

ouC est une fonction réguliére de, wg, u1, v, 0,¥).

LesR; etlesA; sont des applications symétriques et uniformément Lipchitziennes. La matrice
A est symétrique et indépendante @i¢andis queC' est uniformément bornée. La méthode
d’énergie standard, qui consiste a intégréfu, «), conduit & un terme singulier :

1 -
(5.7) 2—\/5 (D(ul)u,u), D(uy) = —0pA1 + By +"'By.
On décompose cette matriteen D’ + D" avec :
(5.8) D'(u1) = —9p A1 + By +'By,  D"(uwi)=BY +'By.

On analyse d’abord la structure des termes singuliers. Pour des raisons évidentes de symétrie,
on choisit maintenant les projectelifs (u, £), projecteurs orthogonaux sur le noyauXle:, &).
Comme au paragraphe 3, on n@te = I1, (4o, 0x¢).

LEMME 5.1.— Les matricesA; et By vérifient:

(5.9) PLAPL =0,
(5.10) P,B,=0, B/P, =0, P B/P, =0,
(5.11) (B) — 89 Ay)PL =0.

Démonstration. -€’est une conséquence des relations de transparence. On a
B(u, I (u,§) =0
et par symétriél | (u, &)X (u,&) = 0. En dérivantla premiére identité dans la directioil vient :
(5.12) h- VX (u, O (u, &) = —X(u,§) (h . VUHL(u@)).

En particulier :
(5.13) I (u, &) (B VX (u, €))L (u,€) =0.

Appliquée enu = g, £ = d,p et h = u;, cette identité implique qu®, A; P, = 0. Comme
Opur =11 (4o, &)dpur, onaaussP, B = 0. Par ailleursh - VA(u, &) =0 huand

h =1L (u,§)h,
d'ou B{P, =0.
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On poséeh; = Jguy =11, h1. On se donné aveck =11, k. On a:
(B1 — 99 A1)k = (k-V,X)h1 — (hy - Vo, X)k,
les matrices étant évaluées®r: iy et = 9,. On a aussi via (5.12) :
(B1 — 09 A1)k =—=%((k- Vo IIL)hy — (h1 - Vo I1L)E).
On interpréte cette égalité a I'aide de (4.5). On trouve :
(By — 0pA1)k = —%(T2(k, h1) — T2(h1,k)).

La symétrie dd’, donne(B; — 9pA1)PL =0. O

On peut visualiser ce lemme sous une forme matricielle. Dans une base constituée d’une base
dekerP, etd'une basedan’”,,ona:

A1,1 0 A1,1 A1,2

5.14 Ag=|( """ A= 1 L

( ) 0 ( 0 0) 5 1 <tA]]:72 0 B
B, 1,1 69A1,2 B//l,l 0

5.15 B =" ! Bl=("! :

( ) 1 ( 0 0 ) ’ 1 (31/2,1 0

Par conséquent, la matri¢e définie en (5.7) se met sous la forme :

b_ (B%’l +tB%’1 _ (Q)GA?I tBi/2’1>

(5.16) Byt :

On peut simplifier la forme du linéarisé a I'aide d’'un changement d’inconnues

(5.17) i=¢%u, ¢ =1d+vEp(t,x,0),
ol ¢; est une matrice réguliére éh x, ). On pose alors :
(5.18) Lu:="¢"Li0="¢"L¢ .

LopérateurL a clairement la méme forme quis :
d 1 1
L= Rj8j+A289+—A089+—(A189+B1)+O.
= € VE

De nouveau les matrices symétriqueset A; sont des fonctions réguliéres (&), w1, v) ete .
La partieC' dépend en outre des dérivéesfdeOn a :

Ay = Ay,
(5.19) Ar=Ar+ 140 + Ao,
By =B1+ Ay0gor.
PROPOSITION 5.1. — On peut choisitp;, de sorte que
A, =0, BiP, =0,
PLBi(Id-P.) =P, By

—

Id—PL),

(Id—P1)Bi1(Id—P1) = =(Id—=PL)(B1 + By — 9p A1) Id —PL).

N =
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Démonstration. -©On note @, = Q (tg,d.) OU Q (u,&) désigne linverse partiel de

¥ (u,&). Avec ces conventions, on a :
QX=%Q,=Id-1I,, Q.II, =1I,Q, =0, AyQ,=Id-P,.

On pose :

¢o1:=—Q (%Al(ld—'PJ_) + AP, +Z(Id_PL)).

La matriceZ est pour l'instant inconnue. On preidantisymetrique. Ainsi l'introduction d&
ne modifie pas le calcul dé; quilivre, pour ce choix de;, le premier résultatl; = 0.
On se tourne alors vers;. On obtient :

By =B - %(Id —P1)9gA1(Id—=P1) — (Id—P1)9p A1 PL — (Id—P1 )0y Z(Id—P_).
En particulier :
BiPL=B1PL — (Id—P1)9A1Py.
Les relations établies au lemme 5.1 fournissent :
BiP. =0, PiBi(Id—P.)=P B/1d-P.).

Il reste a traiter :

(Id =P )By(Id—P,) = (Id —PL)<31 — %69141 — agz) (Id—P,).

On rappelle queB; est une fonction linéaire de, = u;. C'est donc une fonction de moyenne
nulle end. Le termedyZ permet d'absorber la partie antisymétrique Be. 1l suffit pour
cela de posevy”Z = %(Bl — 'By). Des lors, on voit apparaitre la derniére égalité de la
proposition 5.1. O

Dans une base comme en (5.14),on a:

. Byt oo . .
B = (B,/lm O) avecB; ' =By
1

Comme A, est symétrique et ne dépend que des variafiles), on a, comme on pouvait le
prévoir :
D = —(991‘11 +Bl + tBl = Bl + tBl =D.

Soit encore :

3 2Bt Byt
(5.20) D:D:< R

B 0
On termine ce paragraphe par un examen du terme :

D'(ul) = —0pA; + Bi + tBi
On se sert des définitions (2.25), (5.4) et (5.6) pour exprimer le produit scélire )
autrement :
(5.21) (D', 1) = 2Bl (g, 0x0) (Dpur; i, 11).
On peut a présent prouver que la conditidt{u, ) = 0 a une signification intrinséque.
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LEMME 5.2. — Considérantt(u,£) comme un tenseu fois covariant, pour toufu, &) €
U x RN\{0} ettouth, € E(u,§), Bl'(u,&)(hq;-,-) est la dérivée de Lie de ce tenseur(ent),
le long d’un champX (v) défini au voisinage de, tel queX () € E(-,¢) et X (u) = hy.

Démonstration. -On fixe¢ € R?\{0}. Soit X un champ tel que :
Xw)=h1, (Id-II)(v,§)X(v)=0, Vvel.

Autrement dit, il existe une fonctioh(v) vérifiant :

h(u)=h1, X()=I(v,&)h(v), Yvel.
La dérivée deX enw le long du vecteuk est donnée par :
X'(wk = (k- VuI)(u,§)h1 4+ (u, &) (k- Vh(u)).

La quantitéX’(u) peut étre représentée comme une matrice de tdille V. D'aprés (5.12), on
a:

(k- VX)) (u,&)hy = =3 (u, &)(k - V II) (u, &) hy = = (u, &) X' (u)k.

La matrice de la forme quadratique associégldh,;-, -) s'interpréte alors, au regard de ce qui
précede et de la définition (2.25), suivant :

(X - VS 45X +1X'%)(u,§).

On reconnait en cette expression la dérivée de Lie du te@deis covariant:(-, ¢) le long du
champX. O

5.2. Bon symétriseur

La notion debon symétriseuest dégagée dans [13,24,6]. Elle concerne la dimension un
d’espace. Elle s’applique par exemple au systéme de lois de conservation :

d
(5.22) Arfo(u) +ay<25jfj(u)> =0.
Jj=1

Le vecteur¢ € R9\{0} est fixé. La lettrey répresente la variablg= ¢ - z € R. La notion de
bon symétriseur s’exprime dans des variables d’¢tail le feuilletaged, est redressé comme
indigué en (2.4). L'espace propf(u, &) est alors indépendant de Notons leE(¢). Dans ces
conditions, on dit qu&, est un bon symétriseur pour (5.22) lorsque :

(5.23) (h-V)S(u,€) =0, Y(u,h) €U x E(£).

Ceci revient a dire que si I'on écrit = (z,w) comme en (2.4)X(u,£) est indépendant des
variablesw.

Preuve de la proposition 3.1.Rar changement de variables= ®(v), la matriceX(u, &) se
transforme ert (v, &) = L&/ (v)X(u, €)' (v), c’est-a-dire comme un tenseur deux fois covariant
(X est une forme quadratique sur I'espace tangeilt).aDans les coordonnées redressées,
la dérivée de Lie le long du champ constantangent au feuilletag&, coincide avec la
dérivée classiqué - V,. La condition (5.23) exprime que ces dérivées sont nulles. La notion
de dérivée de Lie est intrinséque, préservée par changement de variables. Par conséquent, (5.23)
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est équivalent & I'annulation de la dérivée de LieXg, &) le long des champs tangents aux
feuilles deS.

D’apres le lemme 5.2, cette condition est équivalente a I'annulatidBitié; -, -) pour tous
uelethy € E(u,§). O

Pour un systeme général, le changement de varigblgsi redresse le feuilletag®: dépend
effectivement de la directiog € S~1. Il arrive néanmoins, par exemple dans le cas de la
dynamique des gaz, que I'on puisse redresseglesimultanément eg.

DEFINITION 5.1.— On dit que la famille de feuilletagdS¢ }¢cs.-1 possede une rigidité
affine si pour tout dansS?1, les feuilles de3, sont des sous-espaces affines de dimensjon
paralléles.

Il est possible de caractériser la rigidité affine autrement :

LEMME 5.3. - Les affirmations suivantes sont équivalentes
(i) La famille {S¢ }¢csa-: possede une rigidité affine.
(i) Pour tout¢ dansS?—1, la projection orthogonal@l | (u, ¢) ne dépend pas de la variable
(i) On a:
(524) (vvuz)(uag)nl_(uag)wzov V(U,w,u,f)

Démonstration. Par définition, (i) équivaut a dire que pour tgut S?—1, il existe un espace
E(¢) de dimensiorx tel que la feuille d&, passant pat est(u + E(£)) NU, ou encore que
E(u,&) = E(&) pour toutu € U. Cela revient a dire quE | est indépendant de

D’apres (5.12), I'idendité (5.24) s’écrit aussi :

S(v- VI I, =0.

De plus, en dérivant I'identit8l ; oIT, =1II, on obtient:
(’U . VUHL)HL = (Id —Hl)(v . VUHL)

CommeX. est inversible sur I'image dil —11 , (5.24) équivaut a :

(v-V, ) =1d-1II,)(v-V,II)=0.
Compte tenu de la symétrie de la matrice V,II,, cette condition revient a imposer
v - V,II; =0. On retrouve la condition (ii). O

En présence de rigidité affine, il se produit de nombreuses simplifications. Par exemple, la
contributionI"y disparait puisqu'on a:

FQ(wl, U)Q) = (Id —HL)(wl . VUHL)U)Q =0.
Par ailleurs Yo est un bon symétriseur si et seulement si :
(5.25) S(u,€) = £((d -T1)(E)u,€),  V(u, &) eU xS

Exemple5.1. — On termine ce paragraphe en donnant des exemples de systemes quasi-
linéaires qui possédent de la rigidité affine et un bon symétriseur. On se doscedaires
{1 (uw) h1gj<a etd matrices{ M, }1<j<q Symétriques et constantes. On suppose que le noyau de

I'application linéaireM (£) = Z?Zl &;M; est de dimensior > 0 constante lorsqué parcourt
S¢-1. Par exemple :

M(€) =R (2 t(f) R.
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Soit une matric&(u) définie positive. On considére alors le systéme défini par les matrices :
(5.26) DI (u) =y (’U,)Eo(u) +M;, 1<j<d.

La valeur propre

&)= &nui(u)

est de multiplicité constante et le noydi(u, ) = ker M (£) est indépendant de. De plus
Y(u,&) = M (&) ety est un bon symétriseur. Pour gusoit linéairement dégénérée il faut et il
suffit quev - V, u(u) € £+ pourv € ker M (€). Silesp; sont constants, alorsest linéairement
dégénérée et vérifie la condition (3.6). Le systéeme ainsi construit est conser¥ati=si’ est

la matrice Hessienne d’'une fonctigrstrictement convexe. On notera que le systéme construit
est effectivement non linéaire.

5.3. Preuve du théoréme 3.2
Soit :

(5.27) us =t + Veug + evs

une solution approchée dad¥ (r) avecr > s + 1 > %. En particulier,v¢ est borné dans
Ws+L(T). On suppose en outre qig = 0 et que la matriced définie en (5.7) est nulle. On se
donne enfin une famill&k bornée dan3V:(T) et une famillel* bornée dang®(R? x T). Il
s’agit de montrer que, podrassez petit, le probléme de Cauchy

S50 0)u” = RS+ "R, w(0,2,0) = uS(0,2,0) + " I°

admet une solution dan&*(T") et qu'il existeC tel que pouk € 0, o] :

[[u® = ugllwe (1) < Ce™

On cherche la solution sous la form&= v + ¢"d®. L'équation pourd® s'écrit :
(5.28) S(u®, 0z 0)d° + S (t,x,e"d*)d* = "R, + R®, d°|4—0=1°

avec .

j=0

g 1
"(t,z,v)h Z/h VuZj) (ug(t, ) + sv)dug (t, x) ds
0

d 1
1
+ = Z Op(t,x) /(h VuZ5) (u(t, x) + sv) el (t, ) ds.
e )
Le systeme (5.28) est hyperbolique symétrisable a donfiéel posséde une solution locale en
temps (voir [19]), de durée de VIE*(¢) > 0. De plus, sil™*(e) < +00, 0n a nécessairement :

limsup ||u®(t, )| . = +o00.
t—»T*(a)—H ||H (REXT)
En particulier :
lim u®||yys 1) = +o0.
N e
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Le théoreme 3.2 résulte alors de :

(5.29) Jeo>0; inf T*(e)>T,
e€]0,e0]
(5.30) sup Hdang(T) < +o00.
e€]0,e0]

Compte tenu des criteres d’explosion rappelés ci-dessus, il suffit de montrer qu'il existe des
constantes, et M telles que :

(5.31) Ve €]0,e0), VI' <min(T*(e),T),  ||d°|ly:(rry < M.

La démonstration se fait en deux temps. D’abord, on utilise la proposition 5.1 pour effectuer
un changement d’inconnues qui transforme I'équation (5.28) en une équation similaire dont
les termes singuliers sont a coefficients constants. Ensuite, on appliqgue une méthode de
commutateurs pour estimer les norniés de la solution de (5.28).

Réduction de I'équation. On écrit :
E(UE, az(p) = E(ﬂo’ 8I90) + \/g(ul ’ VUE)(’ELOa 81?90) + ERd+1(€7 iz, UZ + aT_ldE)

ou R, est une matrice réguliére de ses arguments. De méme

1
S'(t,x,e"d°) = —=By + E(e,t,2,v5, 0.2 005, 1d°)
5

NG

ol B, est défini en (5.6) el est une fonctio' > de ses arguments. L'équation patirest donc
de la forme

Rie, v, 6" d®, 04 0.0)d° + E(e,t, 1,05, 04 4 gv5, " 1d¥)d*

s Yao

1 1

+ —ApOpd® + —(A10pd® + B1d°) = "R, + R°
€ Ve

ou les coefficients de I'opérateur quasi-linéaire symétrigusont des fonctions réguliéres de

(e,vE,e" 1),

Ensuite, on applique le changement d’inconndés= (Id+v\/E¢1)cZ5 avec¢; donné a la
proposition 5.1. Comm® = 0, la formule (5.20) implique qué® vérifie :

. . . .. 1 . .
R(e, v "L, Oz.0)d° + E(e,t, 2,05, 01 2,005, ET_ldE)dE + ngang = RR°.

s Yar

Ici, on a posé :
R®:= (1d+vE'¢1) (e "RE + R°).

Par ailleursk est de méme nature q@

La matriceAy = X(uo, d,¢) dépend des seules variablésr). D'aprées I'hypothése 2.1, elle
est de rang constant. Cela implique I'existence d’une matrice inversible régdligre) telle
quex := (¢, x)S(io, Do) (¢, ) est constante. On poge := ¢(t,z) ~1d° de sorte que* est
solution de :

R(s,vz,srflgs,at,w,g)cﬂi% + E(E,Lx,v;,(r“)m’gvj,s“lcpl%)cﬂl%
1.~ o~ .

(5.32) + gzagda =R*:=¢R°

oUR et E sont de méme nature qiRet .
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Il suffit maintenant de résoudre le probleme de Cauchy pour (5.32) avec pour nouvelles
données initiales :

% Pz - -1
(5.33) & lmo =17 = ¢ o (Id+/E1 1—0)  I°
Le contr6le annoncé en (5.31) résulte alors de 'estimation :
(5.34) Ve €]0,e0], VI < min(T*(e),T),  ||d[lws(rr) < M.

Estimations d'énergie. On raisonne dorénavant sur (5.32). La démonstration des majora-
tions (5.34) est inspirée du travail de O. Gués [11] (voir aussi G. Browning et H.O. Kreiss [3]).
Pour estimer les quantitég = 5‘“'6(* edE on dérive I'équation (5.32). Comm&est constante,
on trouve que

~ 1 ~ ~
(5.35) Rie, v, e 'd°, 0y 0.0)d, + Eng =R,

ou:
RE =el9%(R® — E(e"*d°)dF) — [!19%, R(e" 1, Dy.00)] IF

Dans ces expressions, on a simplifié I'écrituredlet £ pour ne retenir que la dépendanceivén
Les autres coefficients, ne sont pas mentionnés. Leur intervention ne pose pas de probléme car
ils sont bornés dang/s*!(T'). On évalue le terme de droite. Par hypothése, le tefflé> R®

est borné dan€® ([0, T]; L2) puisquek* se déduit dek® par multiplication par une matrig@>
bornée danyV>°(T'). Les autre termes sont sommes d’expressions de la forme

h=eleltr=Nr-Dgga’ g= 9" =P ve . 0% e

ol® est une fonctiol™ des arguments, z, v, ="~ 1d%), et les multindices’ et3* vérifient :

Y Ya?
L=lo] +--+ || <o,
V=B 4+ 87 < o] + 1,

I+ <]a]+1.

En utilisant les regles de multiplication dans les espaces de Sobolev
HY (R x T) x H (R x T) ¢ H*"' (R? x T)

quand0 < s < min(s,s”) et s’ + s — s > £H on voit que pours > 4£2, o] < s et
t<T' <min(T*(e),T), on récupére :

||A(t) < Ol HO=DEDN Y| o 0,17y e 102 [yt ¢

Iz ascry
XN i 1 et 2)-
Commev; est bornée dang/s*! et qued =r — 1 — s > 0, on voit que poufa| < s,ona:
~ 1~
[ L2 < Cll@Izoe (14 €lld e ()" 1 e ().
L'injection de Sobolev implique que pour> 1 + % :

_1—4dt1
(5.36) ool e + 10w] 2 < Ce™=F s,
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Commeve est bornée, cela permet de majobedansZ®°. On voit alors gu'il existe une fonction
continueK (-) telle que poutte| < s on apoutt € [0,7'] etT’ < min(T*(e),T) :

(5.37) |RE@)]| oy < K (€M (T) MA(T)

avecM® (") = [|d®||yys (7).

D’autre part, (5.36) implique que les coefficients Resont bornés et ont des dérivées
premiéres bornées pdt,(s°M*=(T")). Il en va de méme pour l'inverse du coefficient de
CommeR etX sont symétriques, une intégration par parties montre qu’il existe des fonctions
K1 (-) et Ky(-), telles que pout € [0, '] etT’ < min(T*(¢),T) :

195 (O] 2 g semy < KL (D =D (O)] o gty
t
(538) +K1(M)/e(tft’)Kz(M)Héz(t/)HLz(RdXT) dt’
0

avecM = M=(T").

On estime maintenant les données initia‘lﬁgo). Pour cela on utilise I'équation (5.32)
qui permet d’exprimer les dérivées temporel&{sﬁ(t, -) en fonction des dérivées spatiales
8;‘7935(@ -) de longueuta| < j. La présence du terme singul@a@&e fait en sorte que chaque
dérivation en temps consomme une puissance du paraméledite perte est compensée par le
recours a une norme a poids, en I'occurrence celle de I'egpédc®ar un calcul analogue a celui
utilisé pour les commutateurs, on obtient qu’il existe une const@pteui ne dépend que des
normes deuo, u1, d’un majorant des normes dé dansW**+1(T) et del* dansH*(R¢ x T)
telle que pour tout €]0,1],0na:

ngag(fg@’ ')HHs—j(Rd xT) < Co.

En particulier, les normek? deséi;(o) sont uniformément bornées.
En sommant (5.38) pour toyg| < s et en utilisant (5.37) et le lemme de Gronwall, on en
déduit qu'il existe des fonctionk; et K, telles que pour touf” < min(7*(¢),T)ona:

(5.39) HJEHWES(T/) <K, (E(;ME(T/))eT/KQ(E‘;ME(T/))'

Fin de la démonstration du théoréme 3.2. On choisit M > max(Cy, K;(1)eTK2(1))
puis o tel quesdM < 1. Alors, par un argument usuel de continuation, (5.39) implique que
poure < g et 77 < min(T*(e),T) on aMe(T") < M. Lestimation (5.34) en résulte et la
démonstration du théoréme 3.2 est compléte.

6. Instabilités

Les oscillations a I'échelle portées par le profil principal; interagissent avec les oscillations
de plus petites amplitudes portées par la perturbatioes interactions sont susceptibles
d’induire des mécanismes d’amplification qui, éventuellement, se traduisent, au niveau des
équations de modulation fournies par une analyse BKW a deux phases, par des taux de croissance
en temps plus ou moins forts. Réciproquement ces taux de croissance indiquent quels types
d’estimations d’énergie sont possibles pour le linéafiséDans un premier temps, on formalise
cette idée. Ensuite on se tourne vers le probléme non linéaire. On met a jour des conditions
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suffisantes pour I'existence d’instabilités non linéaires, dont un exemple typique est celui des
instabilités de Rayleigh (cf. [9]).

6.1. Divers types d'instabilité

On se place dans le cadre du paragraphe 3.3. On en reprend les notations. On commence par
établir :

THEOREME 6.1.— Si la famille £ est stable dand.? de typek, alors on a pour tout
v € CY([0,00[; H(R? x T?)) et touts >0 :

(6.1) [Pv(s)|| > <k(s) <HPV(O)HL2 + /HLV(S')HL2 ds’>.
0

Démonstration. -On commence par établir (6.1) lorsquesst un polyndme trigonométrique
en les variable§ etw, a coefficients trés réguliers :

(s,x,0,w) Zvag s,x)e 0y g e CH([0,T]; H*(RY)).

On pose :

o(t,x,0) =v<%,x,6‘,%>.

On fait agir £ sur la fonction tesb. Il sort :

o1 1
LE0= ES(Q, A0y, + ddp)v + %(ZOBS +G)v+T

ou f = 0(s.2.0wv) + O(v). On séparev en v = vy + /ev; 0U vy est un polyndme
trigonométrique a coefficients réguliers, sélectionné dans le noyau de la projectin Ainsi :

S(w, ddy, + dpdy)vo = 0.
On noteQ, g l'inverse deS(ady + Bdiy) lorsque(a, 3) ¢ Z ou un inverse partiel lorsque

(a, B) € Z. LesQq, 5 servent & définir un opérateQr qui agit sur les polynémes trigonomé-
triques conformément a :

Q<Zva7ﬂ€i(a9+ﬁw)> = ZQa,ﬂvaﬂﬂei(aeJ’»ﬁw).

finie finie
En patrticulier, on repére le polyndme trigonométrique
vi=—-Q(X00s + G)vo
qui est ajusté de facon a ce que :
S(u, dpd, + dpds)vi = —(Id —P)(Z 005 + G)vg
Avec ces choix, on a la simplification :

1
ﬁiU = %LVO + fl
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ouf; = O(0s 4,0,0(Vo,v1)) + O(vg, v1). On reported au niveau de (3.18). On remplacgar
\/es puis on effectue le changement de variables /s’ dans I'intégrale. Il sort

[vo(s) + v ()]0 < k(o (HVO@ B,

+ 1ot +vERE] o dS’)
0

ou il faut prendre garde a ce que les normésont évaluées efx, 6), la phase non stationnaire
1 étant substituée a la variahle On fait tendres vers zéro. Il reste :

ool <60 (Il + [t )
0

ou cette fois-ci les normek? sont en(z, 6, w). L'opérateurl. agit continGment de&'* ([0, oo|;
H(R? x T?)) dansC® ([0, oo[; L%(R? x T?)). Par densité des polyndmes trigonométriques, on
récupére (6.1) pour toute fonction testiyant la régularité indiquée.o

Preuve du théoréme 3.3 Seitv dansH > (R¢ x T?). Comme le semi-groupe *® préserve
la régularité, la fonctior—*Cv est, entre autres, dans I'espacé([0, co[; H(R? x T2)). On
applique (6.1) avec pour fonction test*®v ce qui donne :

|\675Gv||L2 <k(s)|vllzz, VseRT.

Par continuité de—*® sur L2, cela implique :
9(s) = lle™Cl[| < k(s), VseR™.

La fonctiong est bien controlée pdr. O

Le théoreme 3.3 est utile dans la pratique, comme en témoigne la discussion du paragraphe
3.3. Par orthogonalité, on a :

gg =g 2 supgg.
BEL

Le comportement de la fonction est le reflet de celui degs. Les propriétés deggs sont
déterminées par 'action deg. C'est pourquoi il est intéressant de dégager la structuféde
Considérons un profik} qui posséde seulement deux harmoniques de signes opposs
—0:
(6.2) wi(t,0) =re®® 7% §eN.
Ici, » est un vecteur fixé dang(u,§) et désigne son complexe conjugué. La fonctioh
est bien & valeurs réelles. De plus ce choixugleest compatible avec la forme des équations
(Z1) du paragraphe 4.2. On ndt% I'opérateurG s associé a un tel;. ToutGg s’obtient par
combinaison linéaire de@g ou ¢ parcourtN. Pour simplifier les calculs, on fixg3,4) et on
concentre notre attention s@rg
L’opérateurGg est un opérateur différentiel du premier ordre que 'on écrit sous la forme
eGH(0p) + e G~ (9y) avec:
{ Gt (0g)v=r-V,S(u,ifd+ dpdg)v + idv - V., S (u, dp)r,
G (Op)v=7-VuS(u,iBdy + dpdyp)v — idv - V,, S (u, dp)T.
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On regarde commemg agit sur les modes de Fourier. On trouve :

(6.3) G% ( Z vaeme) = Z(Gl‘va_(s + G;va+5)eio‘0
avec :
Gl_ = Pa,ﬁG+ (z(a — 6))Pa_5,ﬁ, G, = a,ﬁG_ (z(a + 6))Pa+5,ﬁ.
L’opérateurGg s'interpréte ainsi comme un systéeme matriciel de dimension infinie. C'est

l'analyse spectrale de ce systéme qui renseigne sur le comportemgntltlarrive que cette
analyse se simplifie.

Exemple6.1. — On reprend la situation examinée en 3.1.b) dans le cas isentropique, avec
v:==28(¢-£)/|£[* dansZ*. On prendt = *(1,0) etr = *(0,1). On écrit :

S =diag(o1,02,02), 0102 =1, 01>0, 02>0.

On considére deux phases caractéristiques. L'une est associée au mode I.d.g. tandis que I'autre
correspond a un mode acoustique :

et x)=¢ -z, P(t,z)=—clt+¢ =
Ces deux phases engendrent une troisieme phase caractéristique :

o(t,x) =vo(t, ) + B(t, x) = B(—cl¢]t — E1m1 + Ea2).

Les noyaux des matrice®(dy) et S(d¢) sont de dimension un, engendrés respectivement par
les vecteurs :

r="(|¢|/o1c, &1, &), ro ="(|¢|/o1c, —€1,&2).
La projectionP, g est non nulle seulementsi= 0 ou« = . Par conséquem}g est non trivial
seulement sb = —v oud = v. On examine le cagd = —, l'autre cas étant analogue. L'action
deG," seréduita:
G;Y (Z vaeio‘e) = G(J{v,y + G;voeiw.

L'équationLga = 0 se formule dans la base engendrée par les vectgues r,. Elle est
équivalente au systéme différentiel de dimension deux :

(6.4) 6311+(0 CO+>11=0, az({“)eRQ.

C_

Les scalaires, etc_ sontidentifiés via :
cy ="'r GV (iy)ra, c_ ="'roG™(0)ry.

Pour Euler, on trouve :

GE(iv)v=iB(r-§)Tov £ id(v-)Sor.

On en déduit les relations :

cy =c_=1if(r- f)trlzof‘z +iv0261&2.
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Il s’ensuit que :
de1 >0; gg2c, VBELZ.

Autrement dit, les interactions entre modes |.d.g. et modes acoustiques ne provoquent pas, du
point de vue de I'optique géométrique, des phénoménes d’amplification.

On a vu que par transparen@g = 0. Pour 3 # 0 fixé, I'opérateurGg est en général non
trivial. L'action de Gz met en jeu leszE qui, pour les grandes valeurs de ressemblent aux
G associés &. Sous cet angl&; peut étre pergu comme une perturbatiorGie Ce point
de vue conduit au résultat suivant :

LEMME 6.1.— Soient3 € Z et k € N fixés. L'opérateurGs est borné de I'espacé*(T)
dans lui-méme.

Démonstration. -H suffit de prouver I'estimation :

supmax ([|[GL [ [|GZ 1) < +oo.
a€EZ

On raisonne sur le§'}. LesG, se traitent de maniére analogue. L'opératé(jrest non trivial
seulement si les deux couplés, 3) et (o« — §,3) donnent lieu a des phases caractéristiques.
Poura # 0, 0n a alors :

ker S(u, adp + Bdip) =ker S(u,dp + Bdip/a) # {0},
ker S (u, (o — 0) dp + Bdip) =ker S(u, (1 —6/a)de + Bdy/a) # {0}
Cela implique :

T+ 07/a==Nu,é+p/a), (1-6/a)z+pr/a=—-A(u,(1-5/a){+BE/a).

On a aussi:
Pop=Tl(w,E+ /), Pa—sp=M(u, (1—6/a)+ B/a).

On isole le terme principal du développement asymptotique €le G lorsquea tend vers
+00. On obtient

Gi :iaﬂj_ [Tvus(yv (Ivé))]ﬂj_ +Ra7 HJ_ = HL(ﬂvé)

ou les restest,, satisfont la majoration :

sup | Ra || < +00.
a€Z

Le vecteur est polarisé dank'(u, §). Avec I'hypothese 2.2, on a la simplification :
I, [r-VuS(u (2,9)|0, =1, [r- VuX(w, &I, .

On se souvient alors de la relation (5.13), obtenue comme conséquence des conditions de
transparence, qui garantit I'élimination de cette derniére quantité. Bref:gn-a R,,. Le lemme
6.1suit. O

Le lemme 6.1 est un résultat de type perturbatif. Rien ne garantit que les normes des opérateurs
G soient uniformément bornées lorsqéi@arcourtZ.
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On déduit du lemme 6.1 que, mesurant les normes dans I'espace des opérateurs bornés de
L?(T) dans lui-méme (ou d&*(T) dans lui-méme), on a:

gs(s) <e NGl vs e Y,

On voit ici que le semi-groupe *%# présente un taux de croissance au plus exponentielle. On
peut arriver a la méme conclusion en utilisant le caractére symétrique de la partie principale de
Gg. Cela étant dit, le résultat du lemme 6.1 est notablement plus fort.

6.2. Instabilités non linéaires

Les instabilités linéaires mises a jour dans I'étude de I'exemple 3.4 conduisent a des
amplifications exponentielles. On s’attend a ce que ces amplifications se traduisent en instabilités
pour le probléeme non linéaire lui-méme, dans I'esprit des résultats d’E. Grenier [10]. Inspirés par
la dynamique des gaz, nous développons cette idée dans le cadre suivant. On ge ébone
suppose que la valeur propkeest telle que\(u, &) est linéaire exg :

On se donne laphage= 7t +¢-x avec # 0 etz = —a-£. On considére une solution approchée
us € O (o0) d'ordre infini aveciy = u etu; de la forme (6.2) aveé = 1. On se raméne &
go = Id. On remarque que la solution approché&econstruite au paragraphe 4 existe et est
réguliére pour tout temps, donc en particulier gyi] x R? x T.

Pour¢ linéairement indépendant g§eon considére une seconde phase, elle aussi assotjée a
notéey = 7t + & - x avecr = —a - €. Les non linéarités conduisent & considérer non seulement la
phase) mais aussi ses harmoniques. On définit donc I'ensefilciemme en (3.12). La linéarité
de ) en¢ implique queZ coincide ave.?.

Rappel des notations. On noteS = L(u,-) et VS = (V,9)(x,-). Pour (a, 3) € Z2,
P, s désigne le projecteur orthogonal sutr S(ady + 3 dy). Par décomposition en séries de
Fourier, ces projecteurs induisent dabi¥T?; C) un projecteur orthogond sur le noyau
de S(dypdy + dyd,,). De méme, pour chaqueec Z, on notePs le projecteur orthogonal dans
L?(T;C¥) sur le noyau de (i3 dv + dpds) et

Gp(0,00) = € GL(99) + e G5 (09)

avec:
G+(69)v =r- Vﬁ(zﬁ dp + dpOg)v +ifv - VS(dp)r,
{ G5 (Bp)v =7 VS(iBdy) + dpdy)v — ifv - VS(dip)T.
On désigne pat s I'opérateurPs G 3Pg.
HYPOTHESE 6.1. —
(i) L'opérateur G; admet une valeur propra telle quey := —Rep > 0, associée a une

fonction proprew € H*>(T).
(i) Pour touty > g il existeC tel que:

(6.6) g(s) <Ce’®, VscRT.

(i) Les inverses partiel§), g de S(ady + §diy) sont uniformément bornés pout, 3)
parcourantzZ?.
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L'hypothése 6.1 est motivée par I'étude des équations d’Euler. L'énoncé suivant reprend celui
du théoréme 3.4.

THEOREME 6.2. — Sous I'hypothés6.1, pour tousm € N et § > 0, il existe des constantes
C,e0 > 0etc> 0, etune famille{u®} .o -, de solutions du systent§), I'expressionu® étant
définie sur l'intervallel0, T'(¢)], telle que pour tout € ]0, 0] on a:

(6.7) [u(0) = uf (0)|) ... <CE™,

(6.8) sup  [Jug(t) = wt(1)]| o = eVE.
t€[0,min(8,T(¢))]

Démonstration. ta preuve de cet énoncé est décomposée en quatre étapes. On part de la
solution approchée: et on cherche une solution @&) sous la forme :

(6.9) u® =us + M =u+ Veuy +evs +emut, m>2.

Comme en (5.28), I'équation pouf s’'écrit :
(6.10) S(u®, 0z 0)0° + S (t,x,eM0°)0 = f©=0(™).

On cherche une solutioir qui oscille selon les deux phasgset v, avec une durée de vie en
O(vZ|Inel)

(6.11) w(t,z) =u® (%,x,g,%).

Les profilsu®(s, z,0,w) sont périodiques en les variables rapidest w. L'équation pouru®
s'écrit

(6.12) S (e™u®,0s,2.0,w)u° =2 f°=0(e™)

avec

d
Se(v,0) :=%p(u;, +v)Js + Z VeX;(ug 4 v)0,,

j=1

1
(6.13) +B+ $S(u2 +v;dpdy + dipd,) + /2C (v)

Bv:= (U . Vﬁ(dcp))agul

et C¢(v) est une matrice dont les coefficients sont des fonctiotisde v et de(s, z, ). Pour
ne pas alourdir les notations, on désigne encorep#a fonctionu? (1/es, z, 8) (de méme pour
ve et l'erreur f€).

Etapel. Estimations sur le linéarisén se donne’ et f. On considére I'équation linéaire :

(6.14) Se(e™v, 05 5.00)u="t.

PROPOSITION 6.1. — Etant donné: > 2 + %, il existe une constanté, (qui ne dépend que
dew?) telle que pour tout € ]0, 1], toutT € ]0,e /2] et tout
ve ([0, T HY) nC ([0, T); H 1)
vérifiant
1

(6.15) M3 seSEéI,)T]HV(S)HHk +em SGSEF)T]HasV(S)HHkﬂ <1
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les solutions d¢6.14)satisfont pour tout € [0, T :

S

(6.16) ()], < Coe*%|u()|] s + Co / =00 |£(s")||,, ds'-
0

Etape2. Construction BKWON cherche une solution approchée de (6.12) sous la forme d’un
développement asymptotique €d’ordre fini :

v+1
(6.17) u, =Y " Pu,(s,z,0,w).

n=0

On noter® la quantité obtenue en reportant I'expressigrau niveau de I'équation (6.12) :

€ .__ € m, € 1>
rf:=8%(c"ul, s 40,0 0.

On initialise la série (6.17) par le terme amplificateur :

(6.18) u(s,x,0,w) =e "a(x) (w(@)ei‘*’ + w(@)eﬂ'w).

Ici @ € C§°(R?) est a valeurs réelles etc H>(T) est une fonction propre d&; associée a la
valeur propreu, dont I'existence est garantie par I'hypothése 6.1. On fixe I'entde facon a ce
que:

(6.19) 70(14— ) >Cy, v=m.

v
2m —1

PROPOSITION 6.2. — Il existe des profilsi,, pourl < n < v+ 1, quisontC*™ ens € [0, 00|,
avaleurs dang7>° (R x T?), et tels que

(i) pour tout entierk, il existe une constant®;, telle que pour tout, compris entre) etv, et
touts € [0,e'/2], on a:

(6.20) supH@ﬁun(s)||Hk,j(Rde2) < D00t zm=)
i<k

X

De plus, le terme, 1, Se majore comme,, ;
(i) avecus défini par(6.17) pour toutk, il existe une constantg), telle que I'expressiom®
vérifie pour touts € [0,e71/2] :

(6.21) supH@gr5
i<k

J<

(S)Hkaj(Rdez) < Eka”/zes'm(“rﬁ)_

On fixe désormais > 2+ 2. On pose :
p(s) = e 10/ (m=1),
La proposition 6.2 garantit I'existence d’une constatite> 1 telle que pour tout € ]0,1]ona:

(6.22) 102 (5) e + 19005 (5)] e+ < Cae™ (14 p(5)").

Etape3. Estimations sur la solution exact®n exprime la solution exacte de (6.12) sous la
formeu® = u¢ + /?v* avecu® donné par (6.17). L'équation powf se développe en :

S°(e™(u + ev/2ve), )V + 7288 (e™(ug + ev/2ve), o, = ez fe.
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On décompose le terme source en :
he(v¥) i=c 7 fS—c 5S° (e™(ug +"/?vF),0)u;, = eI e — et
m__DE(smuZ, 5m+”/2v5)(69,wufl, v®)
+emD5(e™ u2,5m+”/2v5)(657mu2,vs).

LesDs(a,b)(,-) pourj = 1 ou 2 représentent des applications qui sont bilinéaires en les deux
derniers arguments et dont les coefficients sont des foncfighde (a, b) ainsi que des variables
(s,x,0,w). On considére :

(6.23) S*(e™(uf + e/?ve), d)v* =h°(v°).
Le systeme quasilinéaire (6.23) est hyperbolique symétrique. On sait que le probleme de Cauchy
pour (6.23) a données initiales nulles a une solution locale dans

(0, 7@ HT) N CH (0, T(E) H )

pour un certairf'(¢) > 0

PROPOSITION 6.3. — Il existe une constant€s > 4C; > 4 et un indices > 0 tels que pour
toute €10, 0] On a:

(6.24) T(e) > T(e) = i<<m— %>|1n5| —lnC'2> >0

Yo

De plus, pour touts € [0,T,,(¢)] la solutionve de (6.23)associée a la donnée initiale nulle
vérifie:
(625 ¥ (5) s+ VEIO= ()] s < CoeT 58D,

Etape4. Conclusion.On suppose que les propositions 6.1, 6.2 et 6.3 sont démontrées. Soit
M > 1. On examine la solution® a l'instant :

5im i((m _ %>|1n5| - 1n(ch)) < T (o).

Yo

Ce choix conduit a :
Clamf_ 510 Cl/CQM 1/4M, p(g) = (1/CQM)1/(2m71) <1.

Avec (6.22), il vient :

(6.26) e |ug (5)| o + ™| 051 (5) <20, /CoM <1/2M.

)| | r <
Onaaussi:

™S (5) — o () || o <™ Cre"(p(5) + p(5)”) < 2C1Vep(5)*™
Au contraire,on a:
(6.27) €10 (5) |, = ce™e¥0 > ev/Ep(s)P

On en déduit que pouY/ assez grand, on a:

(6.28) e 3], > 22{; .
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L'estimation (6.25) montre que :
(6.29) MV )] < G0 p(3)” < Ca/Ep(5)M T

On retranche (6.29) a (6.27). Quitte a choigfrassez grand, on obtient :

eVE

(6.30) 16" =) G e =l G| > 3577

Par ailleurs, ona:
(u® —ug)(0) =™u(0) =e™u;(0), [ug(0)],. <C.

Le théoreme 6.2 en résulten

Il reste a démontrer les trois propositions ci-dessus. Les preuves sont classiques. Nous ne
donnerons que les arguments essentiels.

Preuve de la proposition 6.1.l=opérateurSe (¢ v, 9) est de la forme

1 1
S =%0(us, +e™v)0s + R (6™ 2v,050.0) + —Eﬁ(dgoag + dyd,)

NG

ou R°® est un systéme symétrique &y ., dont les coefficients sont des fonctio6$°® des
variables(,/zs, z,0) ete™~2v. En outre :

So(us 4+ e™v) =T+ VERG (™2 v).

L'estimation (6.16) pouk = 0 s’en déduit a I'aide d’'une intégration par partie, en utilisant la
symétrie de I'opérateur. La constanfg ne dépend que de bornes pour les norh&s des
dérivées erfz,d) des coefficients dB* (s~ 2 v, ) et de la norme.>® de d, o (u + £™v).

Pour obtenir les estimationg” on dérive I'équation (6.14) efr, #,w). Le point clé est que
Yo et S(dpdy + dd,,) commutent a ces dérivations. Le commutateur s’exprime donc a l'aide
des dérivées efr,0,w) et de la dérivation/z9, qui peut étre échangée, via I'équation (6.14),
en des dérivées seldm, 0, w).

En utilisant les propriétés multiplicatives des espaces de Sobolev, comme au paragraphe 5.3,
on obtient que, pouk > 2 + %, il existe une constant€ telle que, pour tout € ]0,1] et v
vérifiant (6.15), on a pour| < k :

[8°(e™v, )05 6 u(s)|| 12 < CIE() |z + uls)l| )
Avec I'estimationZ?, la majoration (6.16) dan&* en résulte. O

Preuve de la proposition 6.2.En reportant (6.17) dans I'équation (6.12) on obtient une
cascade de conditions. La premiére s’écrit :

S(dpdy + dipd,,)ug = 0.
Pourn > 0, on trouve :
§(d‘ﬁa«9 + dd}aw)unJrl + (85 + G)un = fnfl
ou @ est défini en (3.11) eff,_; est une fonction déuy, ..., u,_1), sSomme de mondmes
bu,, ---uy, ,0u,, ou du, ---u,

P
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dont les coefficient® sontC'> bornés ansi que leurs dérivées peut ¢ /2. De plus :

supn; <n et ni+---+n,<n+1-2m(p—1).
J

En particulierf,,_, estlinéaire en lea; pourn < 2m — 2, au plus quadratique pour< 4m — 2,
etc.
On construit une solution de ces équations, partani@déonné par (6.18), en résolvant pour
n>1:
(Id —P)un = Q(fn_g — (63 + G)U.n_l),
(6.31) (0s + G)Pu, =P(f,—1 — G(Id —P)u,,),
Pu,=0 en s=0.
Pour contréler les,,, on a besoin de I'information suivante :
LEMME 6.2. — Soit3 € Z fixé. Pour touty’ > ~, et tout entierk, il existe une constanté),
telle que I'on ait;
(6.32) H]P’gV(S)HHk < Cre? SH}P’gv(O)HH,C
vo feoren
0

Démonstration. -On raisonne par récurrence sur I'entier
Pourk = 0, on utilise I'alinéa (ii) de I'hypothése 6.1 :

(s +Gp)v(s")|| yu ds’.

gp(s) < g(s) <Ce’™, Vv > .

L'estimation (6.32) pouk = 0 s’en déduit directement.

On suppose maintenant (6.32) établie pout j < k. On dérive I'équation a l'ordré: et
on met a profit 'estimatior.? pour majorer les dérivées d’ordie Il faut faire attention aux
commutateurs. L'opératedis commute aux dérivations en Le projecteui’s commute aux
dérivations en: etf. A I'ordre un,on a :

[(99, Gﬁ] =Ps [(99, GB]PB =Pg (ieier,ng — Z'e_wGEag)]P’ﬁ.

Ce commutateur est du méme type dkig. On retrouve les expressions mises en jeu dans la
preuve du lemme 6.1. Il s’ensuit q{#&, G 5] est borné suff*(T) pour toutk. Il en va de méme
pour les commutateurs d’ordre supérieur. On en déduit, g¥ec]vo,~'[ :

BVl e < Cuc™ B0
# i [ (00 + GVl e+ B s
0

On applique I'hypothése de récurrence pour contréler la ndiifret dePsv(s’). L'estimation
souhaitée pour la normé” suit. O

Il s’agit maintenant d’établir I'estimation (6.20) pour lag obtenus via (6.31). On procede
par récurrence sur I'entier.

Pourn = 0, I'inégalité (6.20) est une conséquence du choiageEn effet, la croissance de
ug et de ses dérivées arest contrélée via I'alinéa (i) de I'hypothése 6.1.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



742 C. CHEVERRY, O. GUES ET G. METIVIER

Pour0 < n < 2m — 2, le terme sourced;,,_; est linéaire enu; avecj < n. Les seules
harmoniques présentes @rsont+1 et —1 de sorte que le systeme (6.31) se réduita:

(Id—P1)u, = Q1 (fu2 — (95 + G1)un—1),
(633) (as + Gl)Plun = Pl (fn,1 — Gl (Id —Pl)un),
Piu,=0 en s=0.

On suppose (6.20) vérifiée jusqu’au ramg- 1 < 2m — 3. Cette hypothése de récurrence et la
forme def,,_, garantissent I'existence d’une consta@te;, telle que pous < e~1/2,

(6.34) sup||02£,—2(s) — 02(0s + G)up—1 \]Hk,j(RdXT) < Cp e 0 T,
i<k

L'alinéa (iii) de I'hypothése 6.1 implique que I'opérateQret doncQ; est borné de7*(T)
dans lui-méme pour tout entiér On voit ainsi que la composanfel —P; )u,, vérifie (6.20).

On se tourne vers l'équation concerndhtu,. Les renseignements obtenus ci-dessus
indiquent que le terme source

g=Pi(fi1 — Gi(Id=P1)uy,)
vérifie (6.20). On met & profit le lemme 6.2 pour contrdler les dérivé€s:gh) dePyu,,. Par
ailleurs, les dérivées ense récuperent en utilisant I'équation
osPyu, = -Giu, +g.
On se donne finalement> 2m — 1. On suppose que I'estimation (6.20) est vraie jusqu’au
rangn — 1. Alors les monémes qui interviennent dans la constitutiofy,de vérifient :

max(”fl)um C Uy, Ouy, (S)HHU ||<I>un1 C Uy, (S)HH,C) <Oy e,

Ici 0 <1+ 52— sip=1.Pourp > 2, on obtient :

2m—1
(e +n+1—2m(p—1) n

< < <1 .
TSPt 2m —1 P 2m —1 +2m—1

On répéte la démarche décrite ci-dessus pour estifderP)u,, puisPu,. A cet endroit, il est
important de tenir compte des harmoniquesueui apparaissent par interactions non linéaires.
La difficulté soulevée tient a ce que les informations délivrées par les lemmes 6.1 et 6.2 ne sont
pas uniformes ef. Toutefois, comme, < v + 1 avecr fixé, le nombre des harmoniques créées
reste fini. Du coup les arguments précédents se transposent tels quels.

Linégalité (6.20) est prouvée pour toutavecO < n < v. Le terme de correction, 1 se
traite a part. On prend, 1 = (Id —P)u,+; identifié & 'aide de la premiére ligne de (6.31). On
retrouve ainsi sut,, 1 le contréle dont on dispose suy .

L'estimation (6.21) s’obtient par un examen du resteOn voit quer® comportes*/2 en
facteur et met en jeu les dérivées dgspour0 < n < v + 1. Il suffit alors d'utiliser (6.20). O

Preuve de la proposition 6.3.0n résout I'équation (6.23) a I'aide du schéma itératif :
(6.35) S (e™(ug +£"/?v5),0)ve 1 =h(VS), VEii)s—0=0.
On initialise ce schéma aveg = 0. La proposition 6.2 implique qu'il existe une constarig

telle que pous < ¢~'/2 on ait :

—v

1w = s v
(6.36) Ha T g2 r6(5)||Hk(Rde2) S Ko™, mi=% (1—!— Sy— 1>.
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On montre par récurrence surgu’il existe un indicezo et une constant& > 4C; tels que
poure €]0,&0], n >0 et

(6.37) 0<s<Th(e) :—i<<m—l>|ln5|—an>
Y0 2

on ait :

(6.38) Ve ()] e + VE05V3 (8)]| s < K

La proposition 6.3 écrite ave€> = K s’en déduit. En effet, & fixé, on sait que la suite?,
converge dan€’ ([0, T); H*—1) vers la solution de (6.23) sur tout intervalle de temps ol elle est
bornée dang® ([0, T]; H*) et dansC* ([0, T); H*~1). Les estimations (6.38) qui sont uniformes
enn montrent que la suit¢v: },cn converge au moins sye, 7,,(¢)]. La solution de (6.23)
est donc définie au moins sur cet intervalle et les majorations (6.38) impliquent que lavifmite
vérifie (6.25).

Il reste finalement a démontrer les majorations (6.38). Pour 0, elles sont ftriviales.
Supposons qu’elles sont vérifiées au rangOn remarque d'abord que, posr< T, (e), le
controle (6.38) et I'inégalité > m impliquent :

(6.39) emTE| €20,V ()| oy < K71 <1/2.

S

Par ailleurs, la proposition 6.2 se traduit par I'inégalité (6.26) qui gdue 1 donne :
(6.40) e[ ul (5)|| i + ™| 051 (5) || s <201/ K < 1/2.

On exploite ces renseignements pour estimer le membre de droite de (6.23). D’abordon a :

HD§(5muZ75m+V/2vfz)HHk <Oy

On en déduit :

lem 2D (™ g ™7 ) (D9 g, vi) | i < C5E TN,

e D5 (™ ug, e AVE) (00, Vi )| i < Cs K mmT M

Et finalement :
[he(vE) || g < (Ko + 205 K~ 7T )ems.

Ici les constanteg’, et C5 sont indépendantes d€, ¢ et n. On ajoute (6.39) et (6.40) pour
retenir :

(6.41) M3 HuZ(s) +e% Vi(S)HHk —l—smHBSuZ(s) + E%BSVZ(S)"Hk,l < 1.
Des lors, on peut appliquer la proposition 6.1 sur (6.35) qui livre :

Va1 ()| e < Co (Ko + 205[(7—2,,571)/eco(sfsf)eml s’
0
L'entier v a été ajusté en (6.19) de maniére a ce e ;. Du coup :
[Vies1 ()] o < Co (Ko +2C5 K727 )e* /(71 = Co)

On exprime\/c0,v;, ., (s) a l'aide de I'équation (6.35). La forme de I'opérat&iret le controle
(6.41) fournissent :

VENOVE 1 ()] s < Co (Vi ()| g+ VE[B (VR () | )
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Pour pouvoir conclure, il faut que :
((1+ C5)Co/ (71 — Co) + Cov/z ) (Ko + 205K~ 7»=1) < K.

Il suffit de prendrezy assez petit et assez grand pour que cette inégalité soit vraie. La
démonstration de la proposition 6.3 et par conséquent celle du théoréme 6.2 en découle.
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