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OSCILLATIONS FORTES SUR UN CHAMP
LINÉAIREMENT DÉGÉNÉRÉ

PAR CHRISTOPHECHEVERRY, OLIVIER GUÈS ET GUY MÉTIVIER

RÉSUMÉ. – On s’intéresse à des systèmes quasilinéaires en multidimension d’espace. En prés
valeurs propres linéairement dégénérées, des transparences se produisent. Les calculs classique
géométrique conduisent à des équations qui sont linéaires. On montre dans cet article que les ampl
développements asymptotiques peuvent être augmentées pour atteindre des régimes non linéaires
autant compromettre la construction de solutions approchées. On met en valeur les contraintes pe
de justifier l’existence de solutions exactes qui correspondent à de telles solutions approchées. En
de ces contraintes, on classifie les différents types d’instabilité créés.

 2003 Published by Elsevier SAS

ABSTRACT. – Transparencies happen for quasilinear waves associated to linearly degenerate eige
leading to linear geometric optics. To reach nonlinear phenomena, we have to consider larger am
We show that approximate solutions can still be constructed. We find intrinsic conditions allowing to
the approximation. In the absence of these conditions, instabilities are created. We analyse the
types of the underlying instabilities.

 2003 Published by Elsevier SAS

1. Introduction

Des résultats généraux ont vu le jour ces dernières années en matière d’optique géom
non linéaire (voir par exemple [17]). Lorsque les équations possèdent des structures partic
comme c’est souvent le cas pour les modèles issus de la physique, les équations de t
au lieu d’être non linéaires, sont linéaires. C’est le phénomène appelé transparence da
Pour atteindre des régimes non linéaires, on doit soit augmenter les temps (ou distan
propagation, soit augmenter les amplitudes au-delà des régimes considérés dans les th
généraux.

Pour des systèmes semi-linéaires, ce programme a connu de sérieuses avancées, cf. l
de Joly, Métivier et Rauch [15] sur les équations de Maxwell–Bloch, de Colin–Lannes [5
la mécanique des fluides, et de Jeanne [14] pour les équations de Yang–Mills.

Pour les systèmes de lois de conservation, l’équation de propagation générale p
enveloppes de paquets d’onde est de la forme :

∂tu+ c∂xu+ γ∂θu
2 = 0.

Le coefficient d’auto-interactionγ s’annule exactement quand l’oscillation est associée
mode linéairement dégénéré. La plupart des systèmes physiques ont des valeurs propr
rement dégénérées et la question de l’optique géométrique transparente est donc extrê
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692 C. CHEVERRY, O. GUÈS ET G. MÉTIVIER

naturelle. Le but de cet article est d’aborder ce problème, dans le contexte des systèmes multi-
dimensionnels.

On se place en dimensiond d’espace et on considère le système
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∂xjfj(u) = 0(1.1)

où les fluxfj sont définis etC∞ sur un ouvertU ⊂ RN , et à valeurs dansRN . On suppose qu
ce système admet une entropie strictement convexe. On se donne une solutionū0 de l’équation
(1.1). On cherche des familles de solutions paramétrées parε ∈ ]0,1], ayant un développeme
asymptotique de la forme :

uε(t, x) ∼
ε→0

u̇εa(t, x) = ū0(t, x) +
n1∑

n=n0

(
√
ε )nun

(
t, x,

ϕε(t, x)
ε

)
(1.2)

où n0 � n1 sont deux entiers. Le paramètreε joue le rôle d’une longueur d’onde. Le term
principal des oscillations est d’amplitude enO(εn0/2) pour une fréquence enO(ε−1). Le cas
n0 = 2 est le régime général de l’optique géométrique ditefaiblement non linéaire. Pourn0 = 1,
on parlera d’oscillationsfortes. Pourn0 = 0, on atteint le domaine des oscillations degrande
amplitude.

Pour un système quelconque, les oscillations de faible amplitude (n0 = 2) se propagen
sur n’importe quel mode. Ce résultat est établi dans les articles [11,12,18]. Appliqu
modes associés à des valeurs propres linéairement dégénérées, il conduit à des équ
transport qui sont linéaires, donnant lieu au phénomène detransparence. Dans le cas d’ocillation
associées à des modes linéairement dégénérés, on s’attend alors à pouvoir augmenter la
oscillations.

En dimension un d’espace, le problème de l’existence et la stabilité d’oscillations de g
amplitude (n0 = 0) associées à des modes linéairement dégénérés a été étudié par W. E
la dynamique des gaz 1D, puis par A. Heibig [13] et B. Sévennec [24] dans un cadre géné
contributions sont aujourd’hui englobées dans un énoncé obtenu par A. Corli et O. Guès [
précisé par A. Museux [20], et qui se situe dans le cadre plus général des solutions strati

Par ailleurs, en dimension quelconque, associées à des modes linéairement dégén
dispose toujours de solutions particulières de (1.1) sous la forme d’ondes simples

u(t, x) = v
(
h(ξ · x− σt)

)
,

avecv de classeC1 sur un intervalleI ⊂ R, ξ et σ bien choisis eth une fonction arbitraire d
C1(R; I) (cf. [19]). On peut choisirh périodique de périodeε, obtenant ainsi des oscillations
grande amplitude associées à la phaseϕ= ξ · x− σt. La question est alors d’étudier la stabil
de telles solutions.

Dans ce travail, on aborde de façon systématique en dimensiond > 1 la construction de
solutions ayant un développement asymptotique de la forme (1.2), avecn0 = 1. Les résultats
vont principalement dans deux directions.
• En premier lieu, on montre que,en général, le régime pertinent de l’optique géométri

associée à un champ linéairement dégénéré est celui des oscillations fortes. Pour cela, par un
méthode BKW, on établit l’existence de solutions approchées (1.2) avecn0 = 1, polarisées
sur un mode linéairement dégénéré (théorème 3.1). Ce sont les conditions de trans
résultant de l’hypothèse de dégénérescence linéaire, qui permettent de dévisser la cas
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équations BKW en une suite de problèmes bien posés résolus par récurrence. Le régime des
oscillations fortes donne donc toujours lieu à des équations BKW bien posées, au contraire de
celui des oscillations de grandes amplitudes comme montré par D. Serre [22] dans le cadre de
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la dynamique des gaz isentropiques, pour les oscillations de grande amplitude polarisée
vitesse.

D’autre part, l’évolution du profil principalu∗
1 est en général couplée à celle de la moye

〈u2〉. Le système(Z1) qui gouverne cette évolution est non linéaire, ce qui montre bien q
premier régime non linéaire est, en général, celui des oscillations fortes.
• La question est ensuite de savoir si les solutions approchéesuεa construites par la méthod

BKW sont effectivement asymptotes à des solutions exactes sur un intervalle de temp[0, T ]
uniforme enε. C’est la question de lastabilité des solutions approchées. La discussion p
d’abord sur le linéariséLc de (1.1) autour d’une solution approchéeuεa. Ce linéarisé contient de
termes singuliers enε−1 et enε−1/2 qui font que l’hyperbolicité ne suffit pas à assurer la valid
d’estimations à priori uniformes enε.

En dimensiond = 1, la stabilité est obtenue en utilisant seulement l’existence d’unbon
symétriseurcf. [6,13,22]. En dimensiond > 1, cela ne suffit pas à garantir la stabilité, comm
montre la dynamique des gaz. L’existence d’un bon symétriseur n’empêche pasles perturbations
dans des directions transverses à la phaseϕ de donner lieu à des instabilités fortes de ty
Rayleighcf. [9,10]. En faitil semble que ce phénomène soit de portée générale.

On organise la discussion de la stabilité en deux parties. Au paragraphe 5, on
la signification intrinsèque des termes singuliers, ainsi que la mise du linéarisé sous
canonique. On obtient la stabilité linéaire et non linéaire des solutions BKW sous
hypothèses. La première est l’existence d’un bon symétriseur. La seconde exige que la
propre linéairement dégénérée ne dépende pas deu. La première hypothèse est réaliste au vu
applications mais la seconde est très restrictive.

Dans un deuxième temps, au paragraphe 6, on s’intéresse à la cause des instabil
instabilités sont dues à l’interaction des oscillations de phaseϕ avec des oscillations de pha
ψ arbitraire. Si l’hypothèse de dégénérescence linéaire de la valeur propre implique q
coefficients d’auto-interaction s’annulent (c’est-à-dire donne accès à certaines conditi
transparence), il n’en est pas de même pour les coefficients d’interaction entre ondes a
à des phases différentes. On est donc amené à faire une analyse de type optique géo
multi-phases pour le linéariséLc et cette optique-là n’a pas de raisons d’être transparente
exemple, pour les équations de la dynamique des gaz, l’analyse des oscillations tran
fait apparaître le système linéarisé des équations d’Euler incompressibles, qui donne l
instabilités de Rayleigh (cf. [9]). Dans ce cas, l’équation linéariséeLcu̇= 0 admet des solution
qui croissent exponentiellement en temps, eneγt/

√
ε. Comme dans [10], ces instabilités linéai

exponentielles donnent lieu à des instabilités non linéaires (cf. paragraphe 6 ; voir aussi [1
le cas semi-linéaire). Si l’on n’énonce pas de théorème précis dans ce sens, il semble
conditions qui conduisent à ces instabilités exponentielles sont générales.

L’analyse ci-dessus ne clôt pas la question de la stabilité des solutions BKW. Dans c
cas, le linéarisé peut être faiblement stable (ou faiblement instable), c’est-à-dire que les s
deLcu̇ = 0 sont à croissance au plus polynomiale enε−1. Il est alors naturel de chercher d
estimations uniformes en pondérant avec des puissances deε les différentes composantes
vecteuru. Par un changement d’inconnues singulier enε, on peut alors espérer se ramener à
équations linéairement et non linéairement uniformément stables pour les nouvelles inc
Cette stratégie est effectivement gagnante en dimension d’espace égale à un (cf. [6,13])
le cas des équations d’Euler, pour des oscillationsu1 portées uniquement sur l’entropie (cf. [4
L’idée d’utiliser un changement d’inconnues singulier est présentée dans [15] dans le c
des équations semi-linéaires.
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694 C. CHEVERRY, O. GUÈS ET G. MÉTIVIER

Enfin, les calculs BKW effectués pour les oscillations fortes, et l’analyse de stabilité ci-dessus,
indiquent quelles sont les contraintes qui permettent d’envisager avec efficacité l’existence
d’oscillations de grande amplitude. Les conditions requises portent à la fois sur la structure du
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système, la polarisation du profil principal des oscillations et sur le choix de la fonctioū0.
Pour la dynamique des gaz, cela revient à considérer des oscillations dont le terme princ
polarisé sur l’entropie uniquement. La construction sous ces hypothèses et l’analyse de s
(1.2) avecn0 = 0 est l’objet de [4].

Notre article est organisé comme suit. Le paragraphe 2 précise le contexte (équ
notations, définitions,. . .). Le chapitre 3 regroupe les résultats principaux. Le paragraphe
rapporte à la construction des solutions approchées. Les parties 5 et 6 parlent de sta
d’instabilité.

2. Le contexte

2.1. Les équations

On considère le système de lois de conservation (1.1). Les fluxfj sont des fonctionsC∞ sur
l’ouvert U ⊂ RN à valeurs dansRN . On suppose que le système est hyperbolique symétri
dans la direction du temps :

HYPOTHÈSE 2.1. – Il existe une matriceΣ0(u) symétrique définie positive, de classeC∞ sur
U et telle que lesd matrices:

Σj(u) := Σ0(u)f ′
0(u)

−1f ′
j(u), j ∈ {1, . . . , d}(2.1)

sont symétriques pour toutu ∈ U .

L’hypothèse 2.1 est satisfaite par de nombreux exemples physiques et en particulier dè
système admet une entropie strictement convexe [8]. Sous l’hypothèse 2.1, la matrice

A(u, ξ) :=
d∑
j=1

ξjf
′
0(u)

−1f ′
j(u)

possède des valeurs propres qui sont toutes réelles. On en sélectionne une, notéeλ(u, ξ). On pose
E(u, ξ) := ker(A(u, ξ)− λ(u, ξ) Id).

La plupart des systèmes issus de la physique possèdent une valeur propre linéa
dégénérée (en abrégé l.d.g.) ce qui motive :

HYPOTHÈSE 2.2. – La valeur propre λ est linéairement dégénérée et de multiplic
constanteκ pour (u, ξ) parcourantU × Sd−1.

On a notéSd−1 la sphère unité deRd. L’hypothèse 2.2 impose :

∃κ ∈ N∗, ∀(u, ξ) ∈ U × Sd−1 : dimE(u, ξ) = κ,(2.2)

∀(u, ξ) ∈ U × Sd−1, ∀v ∈E(u, ξ) : v · ∇uλ(u, ξ) = 0.(2.3)

Pourκ > 1, il n’est pas nécessaire d’ajouter (2.3) car la relation (2.3) est alors une consé
de (2.2) (voir Boillat [2]). Un résultat important est que sous l’hypothèse 2.2, pour toutξ �= 0,
le champ deκ-plansE(·, ξ) est intégrable (cf. [2,23]). Il engendre donc un feuilletage noté�ξ.
Localement, il existe un changement de variablesũ = (z,w) ∈ RN−κ × Rκ �→ Φξ(ũ) = u tel
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que pour le nouveau système écrit pour l’inconnueũ, l’espace propre correspondantẼ(ũ, ξ) :=
[D

ũ
Φξ(ũ)]−1E(Φξ(u), ξ) vérifie :

) s’écrit

non

pace et
ace. Par

sur

e

∀ũ, Ẽ(ũ, ξ) =
{
(0,w): w ∈ Rκ

}
.(2.4)

Dans toute la suite, on suppose que les hypothèses 2.1 et 2.2 sont satisfaites.

2.2. Les phases et les profils

On s’intéresse au régime des oscillations fortes. Le développement asymptotique (1.2

uε(t, x) ∼
ε→0

uεa

(
t, x,

ϕε
ε

)
,(2.5)

uεa(t, x, θ) = ū0(t, x) +
n1∑
n=1

(
√
ε )nun(t, x, θ).(2.6)

On cherche des solutions telles que∂θu1 �≡ 0, qui échappent donc au cadre faiblement
linéaire traité dans [11,12,18]. L’objectif de ce paragraphe est de décrire les ingrédientsϕε, ū0

etun pour1� n � n1.
Le problème étant hyperbolique, on pourrait s’intéresser à des solutions locales en es

en temps de (1.1). Néanmoins, pour simplifier, on fera des hypothèses globales en esp
vitesse finie de propagation, les résultats locaux s’en déduisent.

Les profils. En (2.6),ū0(t, x) est une solution particulière du système (1.1), définie
[0, T ]×Rd avecT > 0 :

∂jf0(ū0) +
d∑
j=1

∂xjfj(ū0) = 0, sur [0, T ]×Rd.(2.7)

La fonctionū0 prend ses valeurs dans un compact de l’ouvertU . Elle est dans l’espaceC∞
b (T )

des fonctions qui sont bornées et dont les dérivées à tout ordre sont bornées sur[0, T ]×Rd. Par
exemple, on peut choisir̄u0(t, x) = u constante. Dans toute la suite, la fonctionū0 est considéré
comme une donnée fixée.

Pourn � 1,un(t, x, θ) est une fonction des variables lentes(t, x) ∈ [0, T ]×Rd et de la variable
rapideθ ∈ T :=R/(2πZ). Elle est périodique de période2π enθ. Elle se sépare en :

un(t, x, θ) = ūn(t, x) + u∗
n(t, x, θ).

On a noté respectivementū(t, x) etu∗(t, x, θ) la moyenne et l’oscillation de la fonctionu(t, x, θ),
qui est périodique enθ. On a :

ū(t, x) = 〈u〉(t, x) := 1
2π

∫
T

u(t, x, θ)dθ, u∗ = u− ū.

Les profils sont cherchés dans des espaces de Sobolev basés surL2. Pours entier,s > d+3
2 et

T > 0, on considère l’espace

Ws(T ) :=
{
u; u ∈Cj

(
[0, T ];Hs−j(Rd ×T

))
, ∀j ∈ {0, . . . , s}

}
.(2.8)
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696 C. CHEVERRY, O. GUÈS ET G. MÉTIVIER

On noteH∞ l’intersection des espacesHs et W∞(T ) l’intersection des espacesWs(T ). On
définit des espaces similaires sur[0, T ] × Rd pour des fonctions indépendantes deθ. Pour
simplifier, et sans risque de confusion, on notera encoreWs(T ) les espaces correspondants.

ns

ptique

é). On
t

La moyennēu1 du premier profilu1 est une solution dansW∞(T ) de l’équation linéarisée

f ′
0(ū0)∂tū1 +

d∑
j=1

f ′
j(ū0)∂xj ū1 +

(
D2
uf0

)
(ū0)(ū1, ∂tū0)

+
d∑
j=1

(
D2
ufj
)
(ū0)(ū1, ∂xj ū0) = 0.(2.9)

Étant donnée une condition initiale dansH∞(Rd) l’équation (2.9) déterminēu1 ∈W∞(T ).
Les oscillationsu∗

n et les moyennes̄un+1 sont, pourn � 1, déterminées à l’aide d’équatio
qui seront décrites au cours du paragraphe 4.

Les phases. La phaseϕε(t, x) se partage en :

ϕε(t, x) := ϕ(t, x) +
√
εϕ1(t, x).(2.10)

La phase dominanteϕ(t, x) est une fonctionC∞ définie sur[0, T ] × Rd, à valeurs dansR,
solution de l’équation eikonale :

∂tϕ+ λ(ū0, ∂xϕ) = 0, ϕ(0, x) = ϕ0(x).(2.11)

On suppose quedϕ ∈C∞
b (T ) et qu’elle est non stationnaire :

∃c > 0, ∀(t, x) ∈ [0, T ]×Rd,
∣∣∂xϕ(t, x)∣∣� c.(2.12)

Par exemple, sīu0 est une constanteu, on peut choisir pourϕ une phase plane

ϕ(t, x) = τt+ ξ · x, avec ξ �= 0 et τ =−λ(u, ξ).(2.13)

L’expressionϕ1 ∈W∞(T ) s’obtient par résolution de :{
∂tϕ

1 + (∂xϕ1 · ∇ξ)λ(ū0, ∂xϕ) + (ū1 · ∇u)λ(ū0, ∂xϕ) = 0,
ϕ1(0, x) = 0.

(2.14)

Avec (2.10), le développement asymptotique (1.2) peut s’interpréter selon une o
géométrique bi-phase :

u̇ε(t, x)∼ ū0(t, x) +
+∞∑
n=1

(
√
ε )nũn

(
t, x,

ϕ1(t, x)√
ε

,
ϕ(t, x)

ε

)

où lesũn se déduisent desun. Notons ici que la phaseϕ1 est figée par les choix dēu0, ū1 etϕ. La
fonctionϕ1 joue le rôle d’un terme de correction (sur lequel on ne dispose d’aucune libert
peut se ramener (voir le paragraphe 4.3) au cas particulier oùū1 = 0 etϕ1 = 0. Le développemen
(1.2) fait alors intervenir une seule phaseϕε = ϕ qui ne dépend plus du paramètreε.

4e SÉRIE– TOME 36 – 2003 –N◦ 5



OSCILLATIONS FORTES SUR UN CHAMP LINÉAIREMENT DÉGÉNÉRÉ 697

2.3. Notations

Ce paragraphe regroupe la plupart des notations qui sont utilisées par la suite. Le lecteur qui

e

s’interroge sur la définition d’une expression peut s’y reporter. On écrit en abrégé :

∂0 := ∂t, ∂d+1 := ∂θ, ∂j := ∂xj , 1� j � d.

On travaille avec les variables éclatées(t, x, θ). On résout :

S(uε;∂t,x,θ)uε =
d∑
j=0

Σj(uε)∂juε +
1
ε

d∑
j=0

∂jϕεΣj(uε)∂θuε = 0(S)

où les matricesΣj(u) sont définies en (2.1). Toute solutionuε(t, x, θ) du système(S) fournit
une solutioñuε(t, x) = uε

(
t, x, ϕε

ε

)
du système (1.1).

Nous noteronsS(u, τ, ξ) la matrice symétrique

S(u, τ, ξ) := τΣ0(u) +
d∑
j=1

ξjΣj(u).(2.15)

Soit k un entier non nul. On noteLk(Rl;Rm) l’ensemble des applicationsk-linéaires
symétriques surRl à valeurs dansRm. Pourξ ∈ Rd etu ∈ U on désigne parLk(u, ξ) l’élément
deLk(RN ;RN) qui est défini par la relation :

k!f ′
0(u)Lk(u, ξ) :=

d∑
j=1

ξj
(
Dk
ufj
)
(u)− λ(u, ξ)

(
Dk
uf0

)
(u).(2.16)

En particulier,L1(u, ξ) = A(u, ξ) − λ(u, ξ) Id ∈ L1(RN ;RN). On introduit aussi la form
symétrique

Σ(u, ξ) := Σ0(u)L1(u, ξ) =−λ(u, ξ)Σ0(u) +
d∑
j=1

ξjΣj(u),(2.17)

de sorte queE(u, ξ) = kerΣ(u, ξ) On remarque que :

S(u, τ, ξ) = Σ(u, ξ) +
(
τ + λ(u, ξ)

)
Σ0(u).(2.18)

On désigne parΠ(u, ξ), une applicationC∞ surU×Rd\{0} telle que pour tout(u, ξ),Π(u, ξ)
est un projecteur deRN surkerL1(u, ξ) = kerΣ(u, ξ) :

L1(u, ξ)h= 0 ⇔ h=Π(u, ξ)h.(2.19)

En particulier,L1(u, ξ)Π(u, ξ) = 0. On se donne une applicationQ ∈C∞(U ×Rd\{0};L(RN))
telle queQ(u, ξ) soit un inverse partiel deL1(u, ξ) à valeurs danskerΠ(u, ξ) :

Q(u, ξ)L1(u, ξ) = Id−Π(u, ξ), Π(u, ξ)Q(u, ξ) = 0.(2.20)

Enfin on se donne une applicationΠ′(u, ξ), C∞ surU ×Rd\{0} telle que

kerΠ′(u, ξ) = imL1(u, ξ).(2.21)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



698 C. CHEVERRY, O. GUÈS ET G. MÉTIVIER

En particulier,Π′(u, ξ)L1(u, ξ) = 0. D’autre part, commeλ est une valeur propre semi-simple
deA(u, ξ), en tout point(u, ξ) ∈ U ×Rd\{0} on aimL1 ∩ kerL1 = {0} et

l

ir
mple,
rse
de

nt

i ont été
rang(Π′Π) = rangΠ′ = rangΠ = κ.(2.22)

Les identités ci-dessus impliquent que pour tout(u, ξ) ∈ U ×Rd\{0} :

f = 0 ⇔
{
Π′(u, ξ)f = 0,
Q(u, ξ)f = 0.(2.23)

Exemples. Plusieurs choix sont naturels. On peut choisirΠ=Π′ =ΠS le projecteur spectra
de A(u, ξ) associé à la valeur propreλ(u, ξ). On peut aussi choisirΠ = Π⊥ le projecteur
orthogonal surkerL1 = kerΣ. Par symétrie on a aussiΠ⊥Σ= 0 et on peut par exemple chois
Π′ =Σ−1

0 Π⊥Σ0. Dans la pratique, il est parfois intéressant de faire d’autres choix. Par exe
Π′ peut être donné par une base du co-noyau deL1 (vecteurs propres à gauche). Quant à l’inve
partiel, il est uniquement déterminé deimL1 danskerΠ. Sa définition sur un supplémentaire
imL1 n’intervient pas.

On définit un élémentΓ2(u, ξ) dansL2(RN ;RN ) par :

Γ2(u, ξ)(w1,w2) :=−2Q(u, ξ)L2(u, ξ)(w1,w2).(2.24)

Enfin, on introduit les formes trilinéaires :

2Bl′(u, ξ)(u1;v,w) :=−
(
(u1 · ∇uΣ)v,w

)
+
(
(v · ∇uΣ)u1,w

)
+
(
(w · ∇uΣ)u1, v

)
,(2.25)

2Bl′′(u, ξ)(u1;v,w) :=
(
(v · ∇uλ)Σ0u1,w

)
+
(
(w · ∇uλ)Σ0u1, v

)
.(2.26)

Ici les applications∇uΣ, ∇uλ etΣ0 sont évaluées en(u, ξ). On remarque que ces formes so
symétriques en(v,w). On noteBl=Bl′ +Bl′′.

Une fonction qui dépend des variables(u, ξ) donne lieu, après substitution de(u, ξ) par
(ū0, ∂xϕ), à une fonction de(t, x). On définit ainsi :

v · ∇λ := v · ∇uλ(ū0, ∂xϕ), Lk := Lk(ū0, ∂xϕ),

P := Π(ū0, ∂xϕ), P ′ := Π′(ū0, ∂xϕ), Q :=Q(ū0, ∂xϕ),

Bl′ =Bl′(ū0, ∂xϕ), Bl′′ =Bl′′(ū0, ∂xϕ), Bl=Bl(ū0, ∂xϕ).

Par souci de simplification, on ne fait pas mention dans ces expressions des variables(t, x). Cela
ne doit pas prêter à confusion. Les relations précédentes se transcrivent comme suit :

L1P = 0 et kerL1 = imP ,(2.27)

QL1 = Id−P , QP = PQ= 0,(2.28)

P ′L1 = 0 et imL1 = kerP ′.(2.29)

On a aussi, en tout point(t, x) :

f = 0 ⇔
{
P ′f = 0,
Qf = 0.

(2.30)

2.4. Définitions

Ce paragraphe est destiné à donner un sens précis aux diverses terminologies qu
employées.
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Solutions approchées. On cherche à résoudre l’équation(S) dans les espacesWs(T ) avec
s assez grand. On munit ces espaces de la famille de normes :∑

:

s

r

i elles
donne
‖u‖Ws
ε(T ) := sup

t∈[0,T ] |α|�s

∥∥ε|α|∂αt,x,θu(t, ·)∥∥L2(Rd×T)
, ε ∈ ]0,1].

Pourε= 1, on note simplement‖ · ‖Ws(T ). Pourε ∈ ]0,1], on a clairement :

εs‖u‖Ws(T ) � ‖u‖Ws
ε (T ) � ‖u‖Ws(T ).(2.31)

On dit que la famille{uε}ε∈]0,1] est bornée dansWs
ε (T ) si on a la majoration uniforme

supε∈]0,1] ‖uε‖Ws
ε (T ) <+∞.

Par extension,Ws(+∞) est l’espace des fonctionsu(t, ·) définies surR+ et telles queu soit
dansWs(T ) pour toutT < +∞. De même, on dit que la famille{uε}ε∈]0,1] est bornée dan
Ws
ε (+∞) si elle est bornée dansWs

ε (T ) pour toutT <+∞.
On considère des profilsun choisis dansWs+1(T ). Pourn1 <+∞, par la formule (2.6) on

définituεa− ū0 =
∑n1

n=1 ε
n/2un comme une famille bornée dansWs+1(T ). Pourn1 =+∞, par

le procédé de sommation de Borel on définit une familleuεa bornée dansWs+1(T ) et telle que

uεa− ū0 ∼
∞∑
n=1

εn/2un.(2.32)

Cette familleuεa est définie modulo une famille qui estO(ε∞) dansWs+1(T ).
Si s > d+3

2 , pour toutε ∈ ]0,1] la fonctionuεa est de classeC1 et on a :

Rε
a := S(uεa;∂t,x,θ)uεa ∈Ws(T ).

C’est encore vrai pours=∞.

DÉFINITION 2.1. – Soitr avec0 � r � +∞. On dit que la famille{uεa}ε∈]0,1], donnée pa
(2.6) ou (2.32) sin1 =∞, avec lesun ∈Ws+1(T ), est une solution approchée du système(S)
à l’ordrer dansWs(T ) si : ∥∥Rε

a

∥∥
Ws(T )

=O(εr).

On noteOs
a(r) l’ensemble des solutions approchées d’ordrer à coefficientsun ∈Ws+1(T ).

Stabilité. Une fois construites les solutions approchées, la question est de savoir s
sont proches de solutions exactes. On formalise ici cette notion de stabilité. On se
r > s+1> d+5

2 .

DÉFINITION 2.2. – On dit que la famille de solutions approchées{uεa}ε∈]0,1] ∈ Os
a(r) est

stable sur[0, T ] si la condition suivante est satisfaite. Pour toute famille{Rε}ε∈]0,1] bornée dans
Ws
ε (T ) et toute famille{Iε}ε∈]0,1] bornée dansHs(Rd × T), il existe un seuilε0 > 0 tel que

pour toutε ∈ ]0, ε0], le problème de Cauchy :

S(uε;∂t,x,θ)uε =Rε
a + εrRε, uε(0, x, θ) = uεa(0, x, θ) + εrIε

admet une solution uniqueuε définie sur l’intervalle[0, T ] qui vérifie :

‖uε − uεa‖Ws
ε (T ) =O(εr).(2.33)
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Par extension, on dit que la famille{uεa}ε∈]0,1] est stable sur[0,+∞] si elle est stable sur tous
les intervalles[0, T ] avec0� T <+∞.

En particulier, en choisissantRε =−ε−rRε
a et, par exemple,Iε = 0, on obtient des solutions

et

.

s

Des
ens de la

type
temps

]).

dre
-
are

ation
exactesuε du système(S), définies sur l’intervalle[0, T ] et voisine àO(εr) près deuεa au sens
de la norme‖.‖Ws

ε (T ). Commer > s+1> d+5
2 , l’encadrement (2.31), l’injection de Sobolev

l’estimation (2.33) donnent :

‖uε− uεa‖L∞([0,T ];Lip(Rd×T)) =O(ε).

La substitutionθ = ϕε/ε fournit des solutions̃uε(t, x) = uε(t, x,ϕε/ε) du système initial (1.1)
On a donc

‖ũε− ũεa‖L∞([0,T ]×Rd) =O(ε),

et aussi :

‖ũε − ũεa‖L∞([0,T ];Lip(Rd)) =O(1).

Lorsque∂θu1 �≡ 0, on observe que la famille{ũεa}ε∈]0,1] n’est pas bornée dansW 1,∞. Il
s’ensuit que la famille{ũε}ε∈]0,1] n’est pas bornée dansW 1,∞, ni même à variations locale
bornées. En fait les dérivées premières dans les directions transverses à la phaseϕ des solutions
ũε sont de taille 1√

ε
.

Lorsque∂θu1 ≡ 0, le régime est celui de l’optique géométrique faiblement non linéaire.
résultats standards (cf. [11,12]) affirment que les solutions approchées sont stables au s
définition 2.2.

Instabilités non linéaires. Nous décrirons aussi des exemples d’instabilités fortes, du
des instabilités de Rayleigh. Le mécanisme est celui d’une amplification exponentielle en
rapidet/

√
ε des petites perturbations. On formalise ici cette notion d’instabilité (cf. [10,15

DÉFINITION 2.3. – On dit que la famille de solutions approchées{uεa}ε∈]0,1] ∈ Os
a(∞) est

non linéairement instable sur[0, T ] si la condition suivante est satisfaite. Pour tousm ∈ N et
δ > 0, il existe des constantesC, ε0 > 0 et c > 0, et une famille de solutions{uε}ε∈]0,1] de(S),
définies et régulières sur les intervalles[0, T (ε)], telles que pour toutε ∈ ]0, ε0] on a :∥∥uεa(0)− uε(0)

∥∥
L∞ �Cεm,(2.34) ∥∥uεa(t)− uε(t)
∥∥
L∞ � c

√
ε.(2.35)

Autrement dit, pour des données initialesuε(0) proches àεm de uεa(0), l’écart entre les
solutions exactesuε et la solution approchéeuεa devient, en un temps arbitrairement petit, d’or√
ε. La taille

√
ε correspond à l’amplitude du second terme

√
εu1 du développement BKW. Au

dessus de
√
ε, le problème étant non linéaire, on ne sait plus estimer la différence qui sépuε

etuεa. C’est pourquoi on s’arrête à l’ordre
√
ε et nonε0 en (2.35).

La substitutionθ = ϕε/ε conduit à des énoncés analogues pour des solutions de l’équ
initiale (1.1).

2.5. Un modèle : la dynamique des gaz

Les solutions régulières des équations de la dynamique des gaz en dimensiond d’espace
vérifient le système conservatif :

∂t2+∇x · (2v) = 0,
∂t(2vi) +∇x · (2vvi) + ∂ip= 0, 1� i � d,

∂t(2s) +∇x · (2sv) = 0.
(2.36)
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On choisit ici pour variables d’état(2, v, s, p) dansR+ × Rd × R × R+. Elles représentent
respectivement la densité de particules par unité de volume, la vitesse de la particule, la densité
d’entropie par unité de masse et de volume, et la pression. Les quantités2, p et s sont liées par

ariables

se 2.1)
et

ue

Il

symp-
donne
une loi d’état2= β(p, s) qui vérifie :

β(p, s)> 0,
∂β

∂p
(p, s)> 0, p > 0, s ∈ R.

On manipule le système (2.36) sous une forme quasi-linéaire symétrique, en utilisant les v
p, v et s : 

α(p, s)(∂tp+ v · ∇xp) +∇x · v = 0,
β(p, s)(∂tv + v · ∇xv) +∇xp= 0,
∂ts+ v · ∇xs= 0

(2.37)

avecα(p, s) := 1
β(p,s)

∂β
∂p (p, s). Pour un gaz parfait,β(p, s) = p1/γe−s/γ et α(p, s) = γp, la

constanteγ étant positive.
Le système (2.36) s’inscrit tout à fait dans le cadre de notre étude. La symétrie (hypothè

est évidente sur l’écriture (2.37). La valeur propreλ(u, ξ) = v · ξ est linéairement dégénérée
de multiplicitéd constante. L’hypothèse 2.2 est donc satisfaite. La discussion met en jeu :

– les lois d’étatα etβ.
– le propagateur∂t + v · ∇x. Cette dérivée particulaire devient en variables éclatées

X := ∂t + v · ∇x +
1
ε
(Ẋϕε)∂θ.

– les matrices :

Σ0(u) =

α 0 0
0 β × Id 0
0 0 1

 , Σ(u, ξ) =

0 tξ 0
ξ 0 0
0 0 0

 .

Σ0 est le coefficient de∂t dans la forme symétrique etΣ est défini en (2.17). On remarque q
le symboleΣ(u, ξ) = Σ(ξ) ne dépend pas de l’étatu. On le noteΣ(ξ) =

∑
ξjMj . Par suite,

le projecteur orthogonalΠ⊥(u, ξ) = Π⊥(ξ) surkerΣ(ξ) ne dépend pas de l’étatu. Le système
éclaté s’écrit alors :

D(uε;∂t,x,θ)uε =Σ0(uε)Xuε +
d∑
j=1

Mj∂ju
ε +

1
ε
Σ(∂xϕε)uε = 0.(D)

Le système isentropique concerne les solutions pour lesquelles la fonctions reste constante.
concerne lesd+ 1 inconnues(2, v). On récupère alorsκ= d− 1> 0 si d > 1.

3. Énoncé des résultats

3.1. Solutions BKW

Le premier résultat important de ce travail concerne l’existence de solutions fortes a
totiques. On suppose que le système (1.1) vérifie les hypothèses 2.1 et 2.2. On se
ū0 ∈C∞

b (T ) solution de (1.1),̄u1 ∈W∞(T ) solution de (2.9) et les phasesϕ etϕ1 solutions de
(2.11) et (2.14) avecdϕ ∈C∞

b (T ) etϕ1 ∈W∞(T ).
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THÉORÈME 3.1. – Il existe des suites de profilsu∗
1 et un pour 2 � n � n1, dansW∞(T ),

telles que les fonctions définies par(2.6) sont solutions approchées du système(S) à l’ordre
(n1 − 1)/2 dans Ws(T ) pour tout s ∈ N. En outre, on peut choisir arbitrairement dans

2.6) par

3.1

vaut à

lé
e.
t, comme

assuré.
rme de

iés à la
n
la
de

tervenant
linéaires
n) sont

ent

areilles
osantes
onnées

er avec
ularité
H∞(Rd ×T) les données initiales associées aux composantesPu∗
n et ūn+1 pourn � 1.

On obtient aussi des solutions approchées à l’ordre infini en remplaçant la somme de (
une série asymptotique sommée par le procédé de Borel.

Dans cet énoncé, on aP = Π(ū0, ∂xϕ) comme indiqué au paragraphe 2.3. Le théorème
est démontré au paragraphe 4. On fait d’abord la démonstration dans le cas oùū1 = 0 etϕ1 = 0.
En substituant le développement (2.6) dansS et en ordonnant en puissances deε1/2, on obtient
une suite d’équationsFn = 0. La première étape consiste à montrer que ce système équi
un système triangulaire de la forme{

(Id−P)u∗
n = hn,

Zn(Pu∗
n, ūn+1) = gn

oùhn et gn s’expriment à l’aide desu∗
k et ūk+1 pourk � n− 1 et oùZn est un système coup

d’équations enPu∗
n et un+1. Cette réduction des équationsFn = 0 n’est pas du tout évident

Elle n’est possible que parce que, à chaque étape, un certain nombre de termes s’annulen
conséquence des hypothèses de transparence, ici de l’hypothèse 2.2.

La deuxième étape consiste à résoudre les équationsZn(Pu∗
n, ūn+1) = gn. Ceci n’est pas

immédiatement clair non plus, le caractère hyperbolique des équations n’étant pas
Néanmoins, en introduisant une inconnue supplémentaire qui s’interprète comme un te
déphasageψn pourPu∗

n, on résout ce système en déterminant d’abordv∗n = Pu∗
n(t, x, θ− ψn)

et ūn+1 comme solution d’un système hyperbolique, puis en résolvant une équation pourψn.
Enfin, au paragraphe 4.3, par un argument assez simple, on réduit le cas général oùū1 �= 0 au

cas précédent.
En particulier, les premiers profilsu∗

1 et ū2 sont déterminés par{
(Id−P)u∗

1 = 0,
Z1(Pu∗

1, ū2) = 0.

On reconnaît en premier rang la condition de polarisation sur les modes propres assoc
valeur propreλ. Par contre, on peut choisir la donnée initiale dePu∗

1 arbitrairement, donc no
nulle, créant ainsi de véritables oscillations fortes. Le systèmeZ1 est non linéaire. Néanmoins,
solution existe sur l’intervalle de temps[0, T ] en entier. Cela est dû à la réduction triangulaire
ce système qui se ramène à une succession de problèmes linéaires, les non linéarités n’in
que comme termes sources identifiés durant les étapes précédentes. Mais les effets non
(interaction entre les différentes composantes, effets des oscillations sur le champ moye
bien présents et décrits par l’équationZ1 = 0. Ceci indique clairement que le régime pertin
en présence d’un champ l.d.g. est (en général) fourni par les oscillations fortes.

La marge de liberté obtenue sur les données initiales est celle qu’on attend en p
circonstances (comparer avec [11] et [12]). Le fait que les données initiales des comp
(Id−P)u∗

n sont déterminées traduit les conditions de compatibilités nécessaires sur les d
de Cauchy pour que la solution soit de type (2.6) avec des oscillations sur le seul modeλ.

L’ordre des solutions approchées peut être fixé quelconque. Il est possible de travaill
une régularité Sobolev finie. Toutefois, il faut faire un décompte précis des pertes de rég
dans les itérations. Pour récupérer des profilsun dansWs avecd+3

2 < s <+∞, il faut prendre
les données initiales dansHs+2n1 . Les détails sont laissés au lecteur.

4e SÉRIE– TOME 36 – 2003 –N◦ 5



OSCILLATIONS FORTES SUR UN CHAMP LINÉAIREMENT DÉGÉNÉRÉ 703

3.2. Stabilité hyperbolique

Il est bien connu que les ondes associées à des modes linéairement dégénérés peuvent donner
] pour
prendre

a

t-
n-

ra-

ue

îne

s

ment

e

lieu à des instabilités (cf. [1] pour les discontinuités de contact multidimensionnelles, [9
les ondes de cisaillement, [22] pour les oscillations de grande amplitude). Nous allons re
cette problématique sous l’angle de l’optique géométrique.

On se donne une solution approchéeuεa avec 〈u1〉 = 0 et ϕ1 = 0. On analyse d’abord l
stabilité linéairede cette famille. Le linéarisé completLεc de l’équation(S) en uεa est de la
forme

Lεc =Rε +
1
ε
A0∂θ +

1√
ε

(
A1∂θ +B1) +Cε,(3.1)

où Rε est une famille de systèmessymétriquesen∂t,x,θ à coefficients uniformément Lipschi
ziens et lesCε sont uniformément bornés. En outre,A0 =Σ(ū0, ∂xϕ) est symétrique et indépe
dant de la variableθ. Par contre,A1 est symétrique et dépend de la variableθ par l’intermédiaire
du profilu1. De même,B1 dépend deu1 donc deθ. La méthode d’énergie standard par intég
tion par parties fait apparaître le terme singulier :

1√
ε
(Du̇, u̇) avecD :=

1
2
(
− ∂θA1 +B1 + tB1

)
.(3.2)

Avec les notations (2.25) et (2.26) on a :

(Du̇, u̇) =Bl(ū0, ∂xϕ)(∂θu1; u̇, u̇).(3.3)

En conséquence,le symétriseurΣ0, qui conduit à la forme symétrique(3.1), fournit une
estimation d’énergie uniforme enε pour le linéariséLεc, si et seulement si la matrice symétriq
D est positive ou nulle. Comme par constructionD est de moyenne nulle, cela imposeD ≡ 0.
La conditionD ≡ 0 implique la stabilitéL2 uniforme du linéarisé. On montre qu’elle entra
aussi la stabilité non linéaire des solutions approchées :

THÉORÈME 3.2. – Soituεa une solution approchée dansOs
a(r) avecr > s+ 1 > d+5

2 , avec
ū1 = 0. On suppose que les termes(u0, u

∗
1) et ϕ sont tels que la matriceD définie ci-dessu

s’annule sur[0, T ]× Rd × T. Alors la famille{uεa}ε∈]0,1] est stable sur l’intervalle[0, T ] au
sens de la définition2.2.

Si u∗
1 ≡ 0, alorsD= 0 et le théorème redonne la stabilité de l’optique géométrique faible

non linéaire [11,12].
On discute maintenant la validité de l’hypothèseD ≡ 0 lorsque u∗

1 �≡ 0. Suivant la
décomposition (2.25)–(2.26), on écritD =D′ +D′′ avec :

(D′u̇, u̇) = Bl′(∂θu1; u̇, u̇), (D′′u̇, u̇) = Bl′′(∂θu1; u̇, u̇).(3.4)

On lie d’abord la conditionD′ = 0 à la notion debon symétriseurintroduite dans [6,13,24]. Cett
notion est une notion 1D, qui s’applique dans chaque directionξ ∈ Sd−1 au système :

∂tf0(u) + ∂xfξ(u) = 0, fξ(u) :=
d∑
j=1

ξjfj(u).(3.5)

La proposition suivante est démontrée au paragraphe 4.
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PROPOSITION 3.1. – Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) Pour toute directionξ dansSd−1, la matriceΣ0(u) est un bon symétriseur au sens donné

dans[6,13,24]pour le système(3.5).

on
xprime
en
n bon
n est

as

faite si

t

t un bon

pothè-

uisant

s

(ii) Pour toute directionξ dansSd−1, la dérivée de Lie du tenseur2 fois covariantΣ(u, ξ) le
long du feuilletage�ξ est nulle.

(iii) Pour tout(u, ξ) ∈ U × Sd−1 et toutu1 ∈E(u, ξ), la formeBl′(u, ξ)(u1; ·, ·) est nulle.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, on dira queΣ0 est un bon symétriseur pour l’équati
(1.1). La définition de bon symétriseur 1D est rappelée au paragraphe 4. Elle s’e
simplement dans des variables où le champE(u, ξ) est redressé comme en (2.4), et (ii)
donne la définition intrinsèque invariante par changement d’inconnues. L’existence d’u
symétriseurΣ0 est un point clé dans la preuve de la stabilité 1D (cf. [13,6]). Cette conditio
satisfaite dans de nombreux cas, en particulier par le système d’Euler(D). On retient que siΣ0

est un bon symétriseur, alors le terme singulier(D′u̇, u̇) s’annule.
En ce qui concerne le terme(D′′u̇, u̇), on a :

(D′′u̇, u̇) = (u̇ · ∇λ)
(
Σ0∂θu1, u̇

)
=
(
(Id−P⊥)u̇ · ∇λ

)(
Σ0∂θu1,P⊥u̇

)
où P⊥ est le projecteur orthogonal surkerΣ(ū0, ∂xϕ). On voit donc que ce terme n’est p
de signe constant, sauf s’il est nul. Comme la matriceΣ0 est définie positive, si∂θu1 �= 0, en
choisissantP⊥u̇= ∂θu1, on voit que cette contribution est nulle si et seulement si(Id−P⊥)u̇ ·
∇λ= 0 pour toutu̇. Compte tenu de l’hypothèse 2.2, cela équivaut à :

∇uλ(ū0, ∂xϕ) = 0, ∀(t, x) ∈ [0, T ]×Rd.(3.6)

Cette condition n’est qu’exceptionnellement vérifiée. Notons toutefois que (3.6) est satis
la valeur propreλ est indépendante deu ou si ū0 = u est une constante,∂xϕ = ξ est constante
et∇λ(u, ξ) = 0. En résumé, on retient :

PROPOSITION 3.2. –Si Σ0 est un bon symétriseur, la conditionD = 0 est satisfaite si e
seulement si(ū0, ∂xϕ) vérifie(3.6).

On donnera au paragraphe 5.2 des exemples de systèmes non linéaires admettan
symétriseur et vérifiant (3.6).

La démonstration du théorème 3.2 repose, pour l’obtention d’estimationsHs et la preuve
de la stabilité non linéaire, sur une réduction du linéarisé à une forme modèle. L’hy
se 2.2 de dégénérescence linéaire deλ implique que les matricesA1 etB1, et doncD, ont une
structure particulière (lemme 5.1). On peut aussi simplifier l’écriture du linéarisé en introd
un changement d’inconnues de la forme :

ǔ= (Id+
√
εφ1)u̇.(3.7)

Alors, l’opérateurĽεc = (Id+
√
εtφ1)Lεc(Id+

√
εφ1) a la même forme queLεc. On montre

(proposition 5.1) que l’on peut choisirφ1 de sorte quěLεc prenne la forme simplifiée

Ľεs = Řε +
1
ε
A0∂θ +

1√
ε
B̌1(3.8)

modulo un termeČε uniformément borné. En outre,̌B1 est symétrique. À l’issue de ce
manipulations, on a éliminé la dépendance enθ du coefficient de la dérivée1ε∂θ. La singularité
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enε se trouve reportée au niveau de la contribution d’ordre zéro1√
ε
B̌1. En outre, le changement

d’inconnues (3.7) laisse invariante la matriceD et on a :

dre
t à des

par
le de

s à

es
D= Ď =
1
2
(
B̌1 + tB̌1

)
= B̌1.

LorsqueD = 0, on voit que le terme singulieřB1 disparaît lui aussi. On peut alors repren
l’analyse menée dans [3,11,12] pour construire des solutions exactes correspondan
données initiales préparées.

3.3. Instabilité hyperbolique

La conditionD = 0 est suffisante pour garantir la stabilité du linéariséLεc. L’étude de cette
stabilité peut être affinée par une analyse des interactions d’oscillations à l’échelleε entre
l’oscillation principale portée paru1 et des oscillations de plus petites amplitudes portées
la perturbationu̇. L’idée est de faire interagir ces oscillations à l’échelle de temps norma
l’optique géométrique non linéaire qui est ici

√
ε.

On travaille dans un cadre simplifié. La fonctionū0 est une constanteu. La phase

ϕ(t, x) = τt+ ξ · x

est plane, avecξ �= 0. L’équation eikonale (2.11) impliqueτ = −λ(u, ξ). Le terme principal de
l’oscillation forteu1 est une fonction à valeurs réelles, vérifiant∂θu1 �≡ 0 et ū1 ≡ 0.

On se donne une phase auxiliaireψ(t, x) = τt + ξ · x. On rend apparentes les oscillation
l’échelleε dans la directiondψ et pour une échelle de temps en

√
ε, en faisant agirLεc sur des

expressions de la forme :

u̇(t, x, θ) = ǔ

(
t√
ε
, x, θ,

ψ

ε

)
.(3.9)

Ici ǔ(s, x, θ,ω) est une fonction périodique en les variablesθ etω. On calcule
√
εLεcu̇. On obtient

une contribution qui s’écrit

Ľǔ= 1√
ε
S(dϕ∂θ + dψ∂ω)ǔ+ (Σ0∂s +G)ǔ+

√
εRǔ(3.10)

oùR désigne un opérateur hyperbolique symétrique,

S(τ, ξ) = S
(
u, (τ, ξ)

)
, Σ0 =Σ0(u),

etG est un opérateur en(θ,ω), dont les coefficients dépendent des paramètres(t, x) et aussi de
θ par l’intermédiaire deu1 :

G(∂θ, ∂ω)ǔ= u1 · ∇uS(u, dϕ∂θ + dψ∂ω)ǔ+ ǔ · ∇uS(u, dϕ)∂θu1.(3.11)

L’intervention deĽ met en jeu un terme singulier enε−1/2, qui force la polarisation des donné
dans le noyau deS(dϕ∂θ + dψ∂ω). On introduit les fréquences caractéristiques :

Z :=
{
(α,β) ∈ Z2; detS(αdϕ+ β dψ) = 0

}
.(3.12)
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À tout couple(α,β) dansZ2 est associé le projecteur orthogonalPα,β surkerS(αdϕ+ β dψ).
LesPα,β servent à définir le projecteur (orthogonal)P surkerS(dϕ∂θ + dψ∂ω) :( )

ur

se

ux
au cas
n

aux

on

ont

t par
pour

être

x

P
∑

uα,βe
i(αθ+βω) =

∑
Pα,βuα,βe

i(αθ+βω).(3.13)

Le reste
√
εR ne va pas intervenir dans l’étude asymptotique deĽ. On peut se concentrer s

l’opérateur :

L := PΣ0P∂s +G, G := PGP.(3.14)

On remarque queG et G sont à coefficients constants enω. Ainsi les opérations précédentes
prêtent bien à une décomposition en séries de Fourier enω. Pourβ fixé dansZ, on pose :

Pβ

(∑
uαe

iαθ
)
:=
∑

Pα,βuαe
iαθ,

Gβ(θ, ∂θ) :=G(θ, ∂θ, iβ),(3.15)

Lβ := PβΣ0Pβ∂s +Gβ , Gβ := PβGβPβ.

Exemple3.1. – On considère l’équation d’Euler(D). On se place en dimension de
d’espace. On notex= (x1, x2) les coordonnées. Par changement de repère, on se ramène
où la vitessev est nulle. On perturbe l’état de baseu = (p,0, s). Le profil u1 se décompose e
(p∗1, v

∗
1 , s

∗
1). La valeur propreλ= 0 produit les phases planes caractéristiquesξ · x où ξ parcourt

R2 \ {0}. On fixeξ �= 0 et on noteϕ(t, x) = ξ · x. Les autres valeurs propres correspondent
modes acoustiques. Elles conduisent aux phases caractéristiquesψ(t, x) = τt+ ξ · x avecξ �= 0
et τ2 = c2|ξ|2, oùc est la vitesse du son. Notantǔ= (p̌, v̌, š), l’action deG se réduit à :

G(θ, ∂ω)ǔ= (v∗1 · ξ)Σ0∂ωǔ+ (v̌ · ξ)Σ0∂θu1.

3.1.a)Phaseψ(t, x) = ξ · x associée à un mode l.d.g.Par changement de coordonnées,
se ramène à(τ , ξ) = (0,1,0) et on choisit(τ, ξ) = (0,0,1). On obtient alorsZ = Z2. Pour
(α,β) �= (0,0), Pα,β est le projecteur orthogonal surRt(0, ν,0)⊕Rt(0,0,1) avec

ν = (−β,α)/|(α,β)|.

Les fonctionšu vérifiant ǔ = Pǔ et 〈ǔ〉 = 0 ont leur composante de pression nulle. Elles s
représentées via leurs composantes de vitessev̌ et d’entropieš. La conditionǔ = Pǔ se traduit
endivθ,ω v̌ = 0. L’équationLǔ= 0 est, pour la partie de moyenne nulle, équivalente à :{

∂sv̌+ v1(θ) · ∇θ,ωv̌+ v̌ · ∇θ,ωv1 =∇θ,ωq, divθ,ω v̌ = 0,
∂sš+ v1(θ) · ∇θ,ω š+ v̌ · ∇θ,ωs1 = 0.

(3.16)

On retrouve ici sur les linéarisés le fait que l’équation incompressible (3.16) s’obtien
optique géométrique à partir de l’équation compressible (cf. [21]). Par ailleurs, l’équation
la moyenne〈ǔ〉 n’est autre que∂s〈ǔ〉 = 0. Elle est découplée de (3.16) et, à ce titre, peut
oubliée.

3.1.b)Phaseψ(t, x) = τt+ ξ ·x associée à un mode acoustique.L’ensembleZ regroupe alors
les points dont les deux coordonnées sont dansZ, situés sur l’union de trois droites :

Z =
{
(α,0);α ∈ Z

}
∪
{
(0, β);β ∈ Z

}
∪
{
(α,β) ∈ Z2;α=−2β(ξ · ξ)/|ξ|2 ∈ Z

}
.

Pour β = 0, les propriétés de transparence fournissentG0 = 0. Pour β �= 0 fixé, il y a au
plus deux entiers relatifsα vérifiant (α,β) ∈ Z . Le projecteurPβ sélectionne au plus deu
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modes de Fourier. L’action deGβ est non triviale si et seulement si2β(ξ · ξ)/|ξ|2 est un entier
relatif. Dans ce cas, l’équationLβ ǔ = 0 s’interprète en un système différentiel linéaire posé
en dimension deux. Ce système est diagonalisable, à valeurs propres imaginaires pures. Ses

prises et

met

ts
ochées.
oute la

ous

irement

n peut
solutions restent bornées pour tout temps. Les informations données ci-dessus sont re
détaillées à l’occasion de l’exemple 6.1.

Pour toutε > 0 fixé, l’opérateurLεc est un opérateur hyperboliquesymétrique habituel et ad
une estimation d’énergie de la forme

∥∥u̇(t)∥∥
L2 �C(ε, t)

(∥∥u̇(0)∥∥
L2 +

t∫
0

∥∥Lεcu̇(t′)∥∥L2 dt
′

)
,(3.17)

et la manière dont le facteurC(ε, t) dépend deε (et de t) est bien entendu l’un des poin
essentiels dans l’analyse de la stabilité (linéaire ou non linéaire) des solutions appr
Comme nous allons rencontrer plusieurs cas de figure dans l’article, nous fixons pour t
suite le vocabulaire suivant :

DÉFINITION 3.1. – Étant donnée une fonction croissantek :R+ → R+
∗ , nous dirons que la

famille Lεc admet des estimationsL2 avec un “facteur de typek”, si pour toutε ∈ ]0,1] et toute
fonction testu̇ dansH1([0, T ]×Rd ×T), on a pour toutt ∈ [0, T ] :

∥∥u̇(t)∥∥
L2 � k(t/

√
ε )

(∥∥u̇(0)∥∥
L2 +

t∫
0

∥∥Lεcu̇(t′)∥∥L2 dt
′

)
.(3.18)

Dans le cas où le facteurk est constant, on dira que la familleLεc est “uniformément
stable dansL2”. Lorsquek est polynomial, on parlera alors de “stabilité polynomiale”. N
rencontrerons également des cas où le facteurk est de type exponentiel,k(s) = aebs, b > 0.
Dans ce cas, nous verrons qu’il peut se produire que la solution approchée soit non linéa
instable.

Sans nuire à la généralité, quitte à effectuer un changement linéaire d’inconnue, o
supposer queΣ0 = Id. Les solutions deLǔ = 0 sont alors décrites par le semi-groupee−sG.
On procède à des estimations d’énergie surL, qui font apparaître :

Re(Gǔ, ǔ) = Re(GPǔ,Pǔ) = (DPǔ,Pǔ) =O
(
‖ǔ‖2

)
(3.19)

oùD est précisément la matrice introduite en (3.2). On constate ainsi que l’opérateure−sG est
continu surL2 avec plus précisément :

g(s) := |||e−sG|||� c1e
c2s, |||T ||| := sup

‖u‖L2�1

‖Tu‖L2.(3.20)

Il se trouve que la fonctiong est contrôlée par le facteurk des estimationsL2 de (3.18).

THÉORÈME 3.3. – Si la familleLεc admet des estimationsL2 avec un facteur de typek, alors

g(s)� k(s), ∀s ∈ R+,

ce que l’on noteg ' k.
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Autrement dit le comportement asymptotique en temps des solutions des équations de
modulation obtenues en pratiquant une optique géométrique bi-phase sur le linéariséLεc est un
révélateur de la nature des estimations d’énergie qu’il est possible d’espérer surLεc. On applique

t

,

notre

ses

tion

oisit
e

la
tte
iées
ndérant
t
tables
] dans le
s fortes
acré aux

on
e (3.16)

n nulle,
ce principe aux divers cas de figure qui ont été rencontrés.

Exemple3.2. – Stabilité uniforme.LorsqueD = 0, l’action deG se simplifie conformémen
à :

Gǔ= u1 · ∇uS(u, dψ∂ω)ǔ.

Comme le profilu1 ne dépend pas deω et comme le symboleu1 · ∇uS(u,β dψ) est symétrique
on reconnaît enG un opérateur antisymétrique. Il existe donc une constantec > 0 telle que

g(s)� c, ∀s ∈ R.

Dès lors, on s’attend à pouvoir démontrer la stabilité uniforme. C’est ce que confirme
théorème 3.2.

Pour la dynamique des gaz, on aD �≡ 0. L’analyse de l’exemple 3.1.b) indique que les pha
ψ portées par les modes acoustiques conduisent à des fonctionsg qui sont dansL∞(R+). Seule
la situation 3.1.a) est susceptible de donner lieu à une fonctiong non bornée surR+. Cette
discussion se trouve donc reportée au niveau du système (3.16).

Exemple3.3 (Stabilité polynomiale). – On regarde ce que devient (3.16) lorsque l’oscilla
forte est portée par l’entropie. On imposeu1 = (0,0, s1). On a alors la simplification :{

∂sv̌ = 0, divθ,ω v̌ = 0,
∂sš+ v̌1∂θs1 = 0.

(3.21)

La composantěv1(s, θ) = v̌1(0, θ) est déterminée par la première équation. On ch
v̌1(0, ·) �≡ 0. L’équation suřs met alors en jeu le terme sourcev̌1∂θs1 �≡ 0 connu. La composant
š grandit linéairement ens. Il existe donc des constantes> 0, disonsa, b, c, d, telles que

as+ b � g(s)� cs+ d, ∀s � 0.

D’une part la familleLεc ne peut pas être uniformément stable dansL2. D’autre part le
comportement ens deg est exempt de croissance exponentielle. On parle alors destabilité faible
du linéariséLεc . La taille à un instantt > 0 de la normeL2 des solutions s’obtient en multipliant
normeL2 des données initiales par le facteur singulierε−1/2. On peut espérer compenser ce
perte en jouant sur la petitesse du resteLεcuεa. La construction de solutions exactes assoc
aux uεa reste envisageable. Concrètement, on cherche des estimations uniformes en po
les composantes du vecteuru par des puissances différentes du paramètreε. Par un changemen
d’inconnues singulier enε, on se ramène à des équations linéairement et non linéairement s
pour les nouvelles inconnues. Ce programme est mené à son terme dans notre article [4
cas des oscillations d’entropie. Une étape préliminaire consiste à construire des oscillation
qui restent polarisées sur l’entropie : cette question est examinée au paragraphe 4.4, cons
interactions entre modes l.d.g.

Exemple3.4 (Instabilité exponentielle). – Pour les équations d’Euler, lorsque l’oscillati
forte est polarisée sur la vitesse, la discussion s’organise autrement. L’analyse spectrale d
pouru1 = t(0, sinmθ,0) est détaillée dans [9] où il est prouvé que l’opérateurG a un spectre
absolument continu imaginaire pur et des valeurs propres isolées, de partie réelle no
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symétriques par rapport à l’axe imaginaire. En particulier, il existe un vecteur propreu dansL2

vérifiant :

, on

ur la

r
les

sur le
ivant les

non

ncer les
Gu= µu �= 0, (eµ < 0.

On en déduit qu’il existe des constantesa > 0, λ> 0 telles que

g(s)� aeλs, ∀s > 0.

D’après le théorème 3.3, la familleLεc ne peut pas être polynomialement stable dansL2. La
construction BKW livre des solutions approchées à unO(εm) près, avecm arbitraire. Cela ne
suffit pas pour compenser l’amplification enet/

√
ε sous-jacente. C’est pourquoi, dans la suite

parlera d’instabilité exponentielle.

CommeG est la somme directe orthogonale desGβ , on a :

gβ(s)� g(s), ∀s ∈ R+ avecgβ(s) := |||e−sGβ |||.

La transparence implique que pourβ = 0, on a toujours :

Pα,0DPα,0 = PDP = 0, ∀α ∈ Z.

C’est-à-direG0 = 0 et doncg0 ≡ 1. Cette propriété est prouvée au lemme 5.1 et se voit bien s
forme matricielle donnée en (5.16). Pourβ �= 0 le calcul (3.19) effectué surGβ fait apparaître les
matricesPα,βDPα,β oùα parcourtZ. En général, lorsqueD �= 0, on s’attend à pouvoir ajuste
ψ et β de façon à ce que lesPα,βDPα,β soient non tous nuls. Il est alors vraisemblable que
semi-groupese−sGβ et donce−sG aient un taux de croissance exponentielle, enec2s avecc2 > 0.

Si tel est le cas, il convient d’examiner les conséquences d’une telle instabilité linéaire
problème non linéaire. Au paragraphe 6.2, en renforçant un peu les hypothèses et en su
méthodes de [10] et [15], on montre que la forte instabilité linéaire induit une instabilité
linéaire :

THÉORÈME 3.4. – Sous l’hypothèse6.1, la solution asymptotiqueuεa donnée par le
théorème3.1est non linéairement instable au sens de la définition2.3.

4. Solutions BKW

Ce paragraphe est consacré à la démonstration du théorème 3.1. Avant de comme
calculs, on précise les propriétés de transparence impliquées par l’hypothèse 2.2.

4.1. Transparence quasi-linéaire conservative

On part de l’identité :

d∑
j=1

ξjf
′
j(u)Π(u, ξ)− λ(u, ξ)f ′

0(u)Π(u, ξ) = 0.(4.1)

Avec les notations du paragraphe 2.3, ceci s’écrit :

L1(u, ξ)Π(u, ξ) = 0.(tr1)
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En dérivantk−1 fois (4.1) par rapport àu, on obtient une relation qui lie l’applicationk-linéaire
Lk(·, . . . , ·,Π·) aux expressionsLj et aux dérivéesDj

uΠ et Dj
uλ pourj < k. Sous l’hypothèse

2.2, le calcul se simplifie pour faire apparaître une forme nulle appelée condition detransparence.

n

On explicite ces relations pourk = 2 et 3. Dans les énoncés ci-dessous,(u, ξ) ∈ U ×Rd\{0} est
fixé et on noteΠ=Π(u, ξ), Lk = Lk(u, ξ) etc.

LEMME 4.1. – Pour tout(v1, v2) dansR2N , on a:

2Π′L2(v1,Πv2) = (v1 · ∇uλ)Π′Πv2,(4.2)

Π′L2(Πv1,Πv2) = 0.(tr2)

Démonstration. –En dérivant par rapport àu dans la directionv1, l’identité (4.1) appliquée à
v2 puis en multipliant parf ′

0
−1, on récupère l’identité :

2L2(v1,Πv2) = (v1 · ∇uλ)Πv2 −L1(v1 · ∇uΠ)v2.(4.3)

CommeΠ′L1 = 0, l’identité (4.2) en résulte. Par ailleurs, pourv1 = Πv1, l’hypothèse 2.3
implique quev1∇uλ= 0 et (tr2) suit. ✷

En composant (4.3) à gauche par l’inverse partielQ, on obtient :

2QL2(v1,Πv2) =−(Id−Π)(v1 · ∇uΠ)v2.(4.4)

En dérivant l’identitéΠ ◦Π=Π dans la directionv, il vient

(Id−Π)(v · ∇uΠ) = (v · ∇uΠ)Π.

Par définition,L2 s’exprime à l’aide des dérivées secondes des fluxfj et est donc une applicatio
bilinéaire symétrique. En utilisant la notationΓ2 du paragraphe 2.3, on obtient que :

Γ2(Πw1,Πw2) :=−2QL2(Πw1Πw2)

= (Πw1 · ∇uΠ)Πw2 = (Πw2 · ∇uΠ)Πw1.(4.5)

LEMME 4.2. – Pour tout(v1, v2, v3) dansR3N , on a:

3Π′L3(Πv1,Πv2,Πv3) +Π′L2

(
Πv1,Γ2(Πv2,Πv3)

)
+Π′L2

(
Πv2,Γ2(Πv1,Πv3)

)
+Π′L2

(
Πv3,Γ2(Πv1,Πv2)

)
= 0.(tr3)

Démonstration. –Les identités (4.3) et (4.5) impliquent :

2L2(Πv1,Πv2) +L1Γ2(Πv1,Πv2) = 0.

On multiplie cette égalité à gauche parf ′
0(u) pour obtenir :

d∑
j=1

ξjf
′′
j (u)(Πv1,Πv2)− λ(u, ξ)f ′′

0 (u)(Πv1,Πv2)

+

(
d∑
j=1

ξjf
′
j(u)− λ(u, ξ)f ′

0(u)

)
Γ2(u, ξ)(Πv1,Πv2) = 0.
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Dans cette expression,Π = Π(u, ξ). On la dérive par rapport àu dans la directionh puis on
multiplie l’identité obtenue à gauche parf ′

0(u)−1 :( ) ( )
ler

vient

e

6L3(Πv1,Πv2, h) + 2L2 (h · ∇uΠ)v1,Πv2 +2L2 Πv1, (h · ∇uΠ)v2

+2L2

(
h,Γ2(Πv1,Πv2)

)
+L1F1 − (h · ∇uλ)F2 = 0.

On teste contreh=Πv3 et on projette à gauche selonΠ′. Ces opérations ont pour effet d’annu
les contributionsL1F1 et (h · ∇uλ)F2. Commev1 =Πv1 et v2 =Πv2, il reste :

6Π′L3(Πv1,Πv2,Πv3) + 2Π′L2

(
(Πv3 · ∇uΠ)Πv1,Πv2

)
+ 2Π′L2

(
Πv1, (Πv3 · ∇uΠ)v2

)
+ 2Π′L2

(
Πv3,Γ2(Πv1,Πv2)

)
= 0.

On utilise (4.5) pour exprimer(Πv3 · ∇uΠ)Πv1 et (Πv3 · ∇uΠ)Πv2 à l’aide deΓ2(Πv1,Πv3)
etΓ2(Πv2,Πv3). En tenant compte de la symétrie deL2 etΓ2, on trouve l’identité (tr3). ✷
4.2. Construction des solutions approchées

On se donne une solution̄u0 de(Ṡ) dansH∞([0, T ]×Rd). On suppose d’abord que

ū1(t, x) = 0, ∀(t, x) ∈ [0, T ]×Rd.(4.6)

La phaseϕ est solution de (2.11) et la phaseϕ1 est nulle.
Pouruεa de la forme (2.6) (avecn1 =∞) on a

fj
(
uεa(t, x, θ)

)
∼

+∞∑
n=0

(
√
ε )nfj,n(t, x, θ)

avec :

fj,0(t, x) = fj
(
ū0(t, x)

)
, ∀j ∈ {0, . . . , d},

fj,n :=
n∑
k=1

1
k!

∑
p1+···+pk=n

(
Dk
ufj
)
(ū0)(up1 , . . . , upk

), ∀n ∈ N∗.

On en déduit que

S(uεa, ∂t,x,θ)uεa ∼Σ(uεa)f ′
0(ū0)

+∞∑
n=−1

(
√
ε )nFn, Fn = F 1

n + ∂θF
2
n+2

avec :

F 1
n :=

d∑
j=0

f ′
0(ū0)−1∂jfj,n, F 2

n :=
d∑
j=0

∂jϕf
′
0(ū0)−1fj,n.

On a introduit le facteurf ′
0
−1(ū0) pour retrouver les notations du paragraphe 2.3 et on con

queF 1
−1 = 0. On obtient une solution approchée à l’ordrer si et seulement si :

Fn = F 1
n + ∂θF

2
n+2 = 0, ∀n ∈ {−1, . . . ,2r− 1}.

On sépareFn en sa moyenne et son oscillation, notant que∂θF
2
n+1 est toujours de moyenn

nulle. Par ailleurs, utilisant (2.30), on sépare la conditionF ∗
n = 0 enP ′F ∗

n = 0 etQF ∗
n = 0. On
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regroupe alors les conditions de la manière suivante :

QF ∗
n−1 = 0, P ′F ∗

n = 0, Fn+1 = 0.(En)

r

nt

:

Pourn = −1, on adopte la conventionF ∗
−2 = 0. Si les équations(En) sont satisfaites pou

n ∈ {−1, . . . ,2r}, alorsFn = 0 pourn � 2r − 1, et uεa est solution approchée à l’ordrer. On
montre d’abord que(E−1) est toujours satisfaite et que(E0) et (E1) déterminentu∗

1 et ū2. On
donnera ensuite l’argument général de la récurrence.

4.2.1. Analyse des premiers termes
L’équation (E−1). Avec les notations du paragraphe 2.3, on a :

F ∗
−1 = ∂θF

2
1 = L1∂θu1, F

1

0 =
d∑
j=0

f ′
0(ū0)−1f ′

j(ū0)∂j ū0.

D’une partF ∗
−2 = 0 et P ′L1 = 0. D’autre partū0 est solution de l’équation(Ṡ). On voit ainsi

que l’équation(E−1) est satisfaite.

L’équation (E0). CommeQL1 = Id−P , l’équationQF ∗
−1 = 0 s’écrit (Id−P)∂θu1 = 0, et

est donc équivalente à la condition de polarisation :

(Id−P)u∗
1 = 0.(Z ′

0)

Par ailleurs :

F ∗
0 = ∂θF

2
2 = L1∂θu2 + ∂θL2(u1, u1),

F̄1 = F̄ 1
1 =

d∑
j=0

f ′
0(ū0)−1∂j

(
f ′
j(ū0)ū1

)
.

La seconde équation est de toute évidence vérifiée puisqu’on a prisū1 = 0. Si u∗
1 satisfait(Z ′

0),
alors la condition de transparence (tr2) du lemme 4.1 implique que

P ′F ∗
0 = ∂θP ′L2(Pu∗

1,Pu∗
1) = 0.

En conclusion,(E0) se réduit à la condition de polarisation(Z ′
0) que l’on suppose dorénava

satisfaite.

L’équation (E1). L’équationQF ∗
0 = 0 s’écrit :

(Id−P)∂θu2 =−∂θQL2(u1, u1).

Comme∂θ est injective sur les fonctions à moyenne nulle et queu1 = u∗
1, elle équivaut donc à

(Id−P)u∗
2 =−QL2(Pu∗

1,Pu∗
1)

∗ =
1
2
(
Γ2(Pu∗

1,Pu∗
1)
)∗
.(Z ′

1)

Ensuite, le calcul fournit :

F ∗
1 =Mu∗

1 +L1∂θu3 + 2∂θL2(u1, u2) + ∂θL3(u1, u1, u1), F̄2 =
d∑
j=0

f ′
0(ū0)−1∂jfj,2.
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Ici M est le linéarisé de(S) en ū0 :

d∑

te
e

.

Mv =M(t, x, ∂t,x)v :=
j=0

f ′
0(ū0)−1 ∂j

(
f ′
j(ū0)v

)
.

LEMME 4.3. – L’opérateurP ′MP est de la formeP ′(X0 +E)P avec:

X0 := ∂t +
d∑
j=1

∂λ

∂ξj
(ū0, ∂xϕ)∂j , E :=

d∑
j=0

Pf ′
0(ū0)−1∂j

(
f ′
j(ū0)P

)
.

Démonstration. –C’est un résultat classique, qui s’obtient en dérivant enξ la relation
A(u, ξ)Π(u, ξ) = λ(u, ξ)Π(u, ξ), puis en multipliant à gauche parΠ′(u, ξ). Il vient

Π′(u, ξ)f ′
0(u)

−1f ′
j(u)Π(u, ξ) =

∂λ

∂ξj
(u, ξ)Π′(u, ξ)Π(u, ξ), ∀j ∈ {1, . . . , d}.

Par définition deM on a :

P ′MPv = P ′MP(Pv) =
d∑
j=0

P ′f ′
0(ū0)−1f ′

j(ū0)P∂j(Pv)

+
d∑
j=0

P ′f ′
0(ū0)−1∂j

(
f ′
j(ū0)P

)
Pv. ✷

L’équation P ′F ∗
1 = 0 fait apparaître l’opérateurP ′MP agissant sur la composan

u∗
1 = Pu∗

1 ; le termeP ′L1∂θu3 s’annule. Commeu1 = u∗
1 = Pu∗

1, le lemme 4.1 implique qu
P ′L2(u1,Pu∗

2) = 0. On a donc :

∂θP ′L2(u1, u2) = P ′L2(∂θu1, ū2) + ∂θP ′L2

(
u∗

1, (Id−P)u∗
2

)
.

Par(Z ′
1), le dernier terme s’exprime à l’aide deu∗

1. En outre, le lemme 4.2 implique :

P ′L3(u∗
1, u

∗
1, u

∗
1) +P ′L2

(
u∗

1,Γ2(u∗
1, u

∗
1)
)
= 0.

On en déduit que l’équationP ′F ∗
1 = 0 se réduit à :

P ′MPu∗
1 +2P ′L2(ū2, ∂θPu∗

1)−PL2

(
Γ2(u∗

1, u
∗
1), ∂θPu∗

1

)
= 0.

On utilise l’identité (4.2) pour exprimer les deux derniers termes sous la forme(w ·∇uλ)∂θP ′Pu∗
1

Notant : {
h1(t, x, u∗

1, ū2) := ū2 · ∇λ+
〈
QL2(Pu∗

1,Pu∗
1)
〉
· ∇λ,

X =X0 + h1∂θ
(4.7)

et explicitant les termesfj,2 intervenant dansF 2, on a montré le résultat suivant.
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LEMME 4.4. –Pour u1 vérifiant (4.6) et (Z ′
0), les équations contenues dans(E1) sont équi-

valentes à un système portant sur(Pu∗
1, ū2) :

sport

sur

:


P ′(X +E)Pu∗

1 = 0,

Mū2+
1
2

d∑
j=0

f ′
0(ū0)−1∂j

〈
f ′′
j (ū0)(Pu∗

1,Pu∗
1)
〉
= 0

(Z1)

complété par la relation(Z ′
1) qui détermine(Id−P)u∗

2.

La résolution de(Z1) n’est pas immédiate. La première équation est bien un tran
pourPu∗

1, mais elle dépend dēu2 par l’intermédiaire du coefficient de∂θ, h1. Par contre la
seconde fait intervenir les dérivées en(t, x) du terme quadratique moyenné〈f ′′

j (ū0)(u∗
1, u

∗
1)〉.

Néanmoins, le problème de Cauchy pour(Z1) est bien posé. On noteHs
pol(R

d × T) l’espace
des données initiales de regularitéHs pour Pu∗

1 : il s’agit de l’espace des fonctionsu dans
Hs(Rd ×T) à valeurs dansRN , de moyenne nulle et telles queP|t=0u= u.

PROPOSITION 4.1. – Soit s > 3+d
2 . Pour toute donnée initiale(Pu∗

1,0, ū2,0) sélectionnée
dansHs+1

pol (R
d × T) × Hs(Rd), le système(Z1) admet une unique solution(Pu∗

1, ū2) dans
Ws(T )×Ws(T ). La fonction(Id−P)u∗

2 définie par(Z ′
1) est alors dansWs(T ).

Remarque4.1. – La perte de régularité des donnéesHs+1 vers la solutionWs illustre le
caractère “faiblement” hyperbolique de(Z1). Par ailleurs, on notera que la solution existe
l’intervalle [0, T ] où sont définisu0 etϕ, bien que le problème soit non linéaire.

Démonstration. –On introduit une inconnue auxiliaireψ1(t, x) solution de l’équation

X0ψ1 = h1, ψ1(0, x) = 0.(4.8)

On fait jouer àψ1 le rôle d’un décalage de phase. On procède au changement de fonction

v∗1(t, x, θ) = Pu∗
1

(
t, x, θ+ ψ1(t, x)

)
.(4.9)

Par construction, la première équation de(Z1) est équivalente à :

P ′(X0 +E)Pv∗1 = 0, Pv∗1 = v∗1 .(4.10)

En outre, pour toute fonction continueg(t, x, u), on a :∫
T

g
(
Pv∗1(t, x, θ

′)
)
dθ′ =

∫
T

g
(
Pu∗

1(t, x, θ)
)
dθ.

En particulier, le coefficienth1 défini en (4.7) vérifie :

h1(t, x, u∗
1, ū2) = h1(t, x, v∗1 , ū2).

De même : 〈
f ′′
j (ū0)(Pu∗

1,Pu∗
1)
〉
=
〈
f ′′
j (ū0)(Pv∗1 ,Pv∗1)

〉
.
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Il est alors clair que, par le changement d’inconnues (4.9), le système composé de(Z1) et (4.8)
pour(Pu∗

1, ū2, ψ1) est équivalent au système suivant, portant sur les inconnues(Pv∗1 , ū2, ψ1) :

vec
s le
n

ient

P ′(X0 +E)Pv∗1 = 0,

Mū2 =−1
2

d∑
j=0

f ′
0(ū0)−1∂j

〈
f ′′
j (ū0)(Pv∗1 ,Pv∗1)

〉
,

X0ψ1 = h1(t, x, v∗1 , ū2).

(4.11)

Pour résoudre (4.11), on s’organise selon un ordre précis.
On détermine d’abordv∗1 = Pv∗1 ∈ Ws+1(T ) comme solution de la première équation a

donnée de Cauchyv∗1 |t=0 = Pu∗
1,0 ∈Hs+1. Il s’agit en effet d’une équation de transport, dan

fibréker(Id−P), et la condition (2.22) implique que le rang deP ′P est bien égal à la dimensio
de la fibre.

La seconde équation est une equation linéaire enū2 avec second membre connu dansWs(T )
puisques > d+3/2 (on perd au passage une dérivée). Comme le systèmeM est hyperbolique
symétrisable, cette équation a une unique solution telle queū2|t=0 = ū2,0 ∈Hs et ū2 ∈Ws(T ).

Ayant déterminév∗1 et ū2, le terme sourceh1 de la troisième équation est connu et appart
à Ws(T ). On résout alors cette équation avec la donnée initialeψ1|t=0 = 0 pour trouver
ψ1 ∈Ws(T ).

On conclut en vérifiant quePu∗
1 défini par (4.9) appartient àWs(T ), ce qui est vrai puisques

est assez grand.✷
4.2.2. La récurrence

On montre que le raisonnement tenu pour traiter(E1) s’étend aux(En) qui suivent. Notons :

Un =
(
Pu∗

n, ūn+1, (Id−P)u∗
n+1

)
.

Par construction, on a :

U0 =
(
Pu∗

0, ū1, (Id−P)u∗
1

)
= (0,0,0).

La proposition 4.1 fournitU1 ∈W∞(T ) si les données initiales affectées à(Pu∗
1, ū2) sont dans

H∞. On retient que la composante(Id−P)u∗
2 est donnée par(Z ′

1).

LEMME 4.5. – Pour n � 2, supposons connus lesUk, pour k < n, dansW∞(T ). Alors,
l’équation(En) est équivalente à un système d’équations pourUn de la forme

P ′(X +E)Pu∗
n +P ′hn∂θPu∗

1 + Gn−1 = 0,

Mūn+1+
d∑
j=0

f ′
0(ū0)−1∂j〈f ′′

j (ū0)(Pu∗
1,Pu∗

n)〉+ Gn−1 = 0,
(Zn)

(Id−P)u∗
n+1 =−2Q

(
L2(Pu∗

1,Pu∗
n)
)∗
+ Gn−1.(Z ′

n)

Le champ de vecteursX est déterminé en(4.7). On a:

hn :=
(
ūn+1 −

〈
Γ2(u∗

1,Pu∗
n)
〉)

· ∇λ.(4.12)

Les Gk désignent différentes expressions qui ne dépendent que de(U1, . . . ,Uk) et de leurs
dérivées.
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Démonstration. –Pourn � 2, on a :

F ∗
n−1 = L1∂θun+1+ 2∂θL2(u1, un) +Hn−1

n

s

,

la
où lesHk sont des expressions qui ne dépendent que de(u0, . . . , uk) et de leurs dérivées. E
particulier, ce sont des fonction du typeGk.

Poussant le développement un cran plus loin, on a, pourn � 2 :

F ∗
n =Mu∗

n +L1∂θun+2 +2∂θL2(u1, un+1) + ιn∂θL2(u2, un)

+ 3∂θL3(u1, u1, un) +Hn−1.

Le coefficientιn introduit ici vaut1 si n= 2 et 2 pourn > 2. Par ailleurs, on trouve :

Fn+1 =Mūn+1 +
d∑
j=0

f ′
0(ū0)−1∂j

〈
f ′′
j (ū0)(u∗

1, u
∗
n)
〉
+Hn−1.

La première équationQF ∗
n−1 = 0 de (En) s’écrit, en inversant∂θ dans l’ensemble de

fonctions de moyenne nulle :

(Id−P)u∗
n+1 =−2QL2(Pu∗

1,Pu∗
n)

∗ + Gn−1 =
(
Γ2(Pu∗

1,Pu∗
n)
)∗ + Gn−1.

On obtient la forme(Z ′
n) annoncée.

De même, l’équationFn+1 = 0 conduit directement à la seconde équation de(Zn), en
décomposantu∗

n enPu∗
n+ (Id−P)u∗

n.
On analyse maintenant l’équationP ′F ∗

n = 0. On aP ′L1∂θun+2 = 0 et, d’après le lemme 4.1
P ′L2(Pu∗

1,Pu∗
n+1) = 0. Par conséquent, il vient :

P ′F ∗
n =P ′MPu∗

n+ 2∂θP ′L2

(
Pu∗

1, ūn+1+ (Id−P)u∗
n+1

)
+ ιn∂θP ′L2(u2, un) + 3∂θP ′L3(Pu∗

1,Pu∗
1,Pu∗

n) + Gn−1.(4.13)

Avec (Z ′
n), on a :

P ′L2

(
Pu∗

1, (Id−P)u∗
n+1

)
=P ′L2

(
Pu∗

1,Γ2(Pu∗
1,Pu∗

n)
)

−P ′L2

(
Pu∗

1,Γ2(Pu∗
1,Pu∗

n)
)
+ Gn−1.

Par le lemme 4.1, on a :

P ′L2(Pu∗
1, ūn+1) = P ′(ūn+1 · ∇λ)Pu∗

1,

P ′L2

(
Pu∗

1,Γ2(Pu∗
1,Pu∗

n)
)
= P ′(〈Γ2(Pu∗

1,Pu∗
n)
〉
· ∇λ

)
Pu∗

1.

Par le lemme 4.2, on a :

3P ′L3(Pu∗
1,Pu∗

1,Pu∗
n) =−2P ′L2

(
Pu∗

1,Γ2(Pu∗
1,Pu∗

n)
)
−P ′L2

(
Pu∗

n,Γ2(Pu∗
1,Pu∗

1)
)
.

On sait par ailleurs que :

P ′L2(Pu∗
2,Pu∗

n) = 0, un −Pu∗
n = Gn−1.

Pour calculer le termeL2(u2, un), il convient de distinguer les casn= 2 etn > 2. Pourn= 2,
la composantePu∗

2 est inconnue. Par contre, pourn > 2, Pu∗
2 est identifié. Quelle que soit
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situation, on a la décomposition :

ιnP ′L2(u2, un) = 2P ′L2

(
ū2 + (Id−P)u∗

2,Pu∗
n

)
+ Gn−1.

des

t

as
ière
À l’aide de(Z ′
1), on extrait :

(Id−P)u∗
2 =

1
2
(
Γ2(Pu∗

1,Pu∗
1)
)∗ = 1

2
Γ2(Pu∗

1,Pu∗
1) +

〈
QL2(Pu∗

1,Pu∗
1)
〉
.

En utilisant le lemme 4.1, il vient :

ιnP ′L2(u2, u2) = P ′h1Pu∗
n +P ′L2

(
Γ2(Pu∗

1,Pu∗
1),Pu∗

n

)
+ Gn−1,

où la fonctionh1 = (ū2 + 〈QL2(Pu∗
1,Pu∗

1)〉) · ∇λ, définie comme en (4.7), ne dépend que
variables(t, x).

On assemble les renseignements obtenus ci-dessus pour réduire l’équationP ′F ∗
n = 0 sous la

forme :

P ′MPu∗
n+P ′h1∂θPu∗

n +P ′hn∂θPu∗
1 = Gn−1.(4.14)

Finalement, on applique le lemme 4.3. On voit que les contraintes figurant dans(En) se ramènen
aux systèmes(Zn) et (Z ′

n). Le lemme 4.5 est démontré.✷
Il reste à montrer que l’équation(Zn) permet de déterminer les composantesPu∗

n et ūn+1.

PROPOSITION 4.2. – Pour n � 2, supposons connus lesUk, pour k < n, dansW∞(T ).
Alors, pour toute donnée initiale(Pu∗

n,0, ūn+1,0) sélectionnée dans l’espace

H∞
pol(R

d ×T)×H∞(Rd),

le système(Zn) admet une unique solution(Pu∗
n, ūn+1) dansW∞(T ). La fonction(Id−P)u∗

n+1

définie par(Z ′
n) est dansW∞(T ).

Démonstration. –On introduit à nouveau une inconnue auxiliaireψn(t, x) qui est solution de

X0ψn = ūn+1 · ∇λ, ψn(0, x) = 0.(4.15)

On effectue le changement d’inconnues

w∗
n(t, x, θ) = Pw∗

n(t, x, θ) := Pu∗
n(t, x, θ) + ψn(t, x)∂θu∗

1(t, x, θ).(4.16)

On a alors :

P ′(X +E)Pw∗
n = P ′(X +E)Pu∗

n+P ′(X0ψn)∂θu∗
1 + ψnP ′(X +E)P∂θu

∗
1.

La dérivée∂θ commute avec l’opérateurP ′(X + E)P dont les coefficients ne dépendent p
deθ. Par suite, l’équation(Z1) implique que le dernier terme est nul. Avec (4.15), la prem
équation de(Zn) équivaut à :

P ′(X +E)Pw∗
n −

(〈
Γ2(u∗

1,Pu∗
n)
〉
· ∇λ

)
∂θu

∗
1 = Gn−1.
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La symétrie deΓ2 fournit :

〈 ∗ ∗ 〉 1〈 ∗ ∗ 〉

t sur

initiale
en

rnit

ction des

nnée

r

s

Γ2(u1, ∂θu1) = 2
∂θΓ2(u1, u1) = 0.

On en déduit : 〈
Γ2(u∗

1,Pu∗
n)
〉
=
〈
Γ2(u∗

1,Pw∗
n)
〉
.

De même, par symétrie desf ′′
j :〈

f ′′
j (u0)(u∗

1,Pu∗
n)
〉
=
〈
f ′′
j (u0)(u∗

1,Pw∗
n)
〉
.

On constate que les contraintes(Zn) et (4.15) sont équivalentes au système suivant, portan
les inconnues(Pw∗

n, ūn+1, ψn) :
P ′(X +E)Pw∗

n +P ′(〈Γ2(u∗
1,Pw∗

n)
〉
· ∇λ

)
∂θu

∗
1 = Gn−1,

Mūn+1 =
d∑
j=0

f ′
0(ū0)−1∂j

〈
f ′′
j (ū0)(Pu∗

1,Pw∗
n)
〉
+ Gn−1,

X0ψn = ūn+1 · ∇uλ.

On résout ces équations dans l’ordre. La première est associée à la donnée
Pw∗

n|t=0 = Pu∗
n,0. Elle conduit àw∗

n = Pw∗
n ∈W∞(T ). Dès lors, la seconde équation met

jeu un terme source connu. Avec la donnée initialeūn+1,0, elle déterminēun+1 ∈W∞(T ). La
dernière équation donne accès àψn. Enfin, le changement d’inconnues inverse de (4.16) fou
Pu∗

n. On a ainsi une solution(Pu∗
n, ūn+1) de(Zn). ✷

4.3. Démonstration du théorème 3.1, cas général

L’analyse du paragraphe 4.2 fournit une démonstration du théorème 3.1 lorsqu’on aū1 = 0.
On montre maintenant que la méthode s’adapte au cas général. L’idée est que la constru
solutions BKW est explicite et dépend continûment des donnéesū0 etϕ.

Soit ū1,0 ∈H∞(Rd). Pourδ > 0 assez petit, le problème de Cauchy pour (1.1) avec la do
initiale

ūδ0(0, x) = ū0(0, x) + δū1(0, x)

admet une unique solution̄uδ0(t, x) telle queū0 − ūδ0 est bornée dansW∞(T ). De même, pou
δ > 0 assez petit, l’équation eikonale

∂tϕ
δ + λ(ūδ0, ∂xϕ

δ) = 0, ϕδ(0, x) = ϕ0(x)

détermine la phaseϕδ telle quedϕδ − dϕ est bornée dansW∞(T ).
On effectue la construction du paragraphe 4.2 autour des états de baseūδ0. On obtient ainsi de

solutions asymptotiques de(S) :

uε,δ(t, x, θ)∼ ūδ0 +
∑
n�1

εn/2un(δ, t, x, θ)
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ou encore des solutions asymptotiques

ε,δ δ
∑

n/2

(
ϕδ(t, x)

)

rs

au

n

ũ (t, x)∼ ū0+
n�1

ε un δ, t, x,
ε

de (1.1). La construction montre que les profilsun(δ, ·) et les phasesϕδ sont des fonctionsC∞

enδ ∈ [0, δ0], si les données initiales pour lesPδun(δ) et lesūn+1(δ) le sont. On approche alo
les différentes expressionsuδj , ϕ

δ , Pδ, . . . par leurs développements de Taylor lorsqueδ tend
vers zéro. En particulier :

ū0(δ, t, x) = ū0(t, x) + δū1(t, x) +O(δ2),

ϕδ(t, x) = ϕ(t, x) + δϕ1(t, x) +O(δ2),

u1(δ, t, x) = u∗
1(t, x, θ) +O(δ).

Les équations qui déterminent̄u1 et ϕ1 sont respectivement le linéarisé de (1.1) enū0 et
le linéarisé de l’équation eikonale en(ϕ, ū0). Ceci est conforme à ce qui est annoncé
paragraphe 2.2.

Finalement, on peut lier les paramètresδ et ε en choisissantδ =
√
ε. On a alors

ϕδ

ε
=

ϕε
ε
+ ψ(

√
ε, t, x), ϕε := ϕ+

√
εϕ1

oùψ estC∞ en(σ, t, x). Développant

un
(√

ε, t, x, θ+ ψ(
√
ε, t, x)

)
∼
∑
k�0

εk/2un,k(t, x, θ)

et regroupant les termes envn =
∑

p+q=n up,q, on voit que

ũε,
√
ε

a (t, x)∼ ū0 +
∑
n�1

εn/2vn

(
t, x,

ϕε
ε

)

a bien la forme (1.2). En particulier, on trouve :

v1(t, x, θ) = ū1(t, x) + u∗
1(t, x, θ).

Il reste à voir qu’on peut choisir arbitrairement les données initialesv̄n+1,0 et lesPv∗n,0 pour
n � 2. Par exemple, on peut choisir les données initialesūn+1(δ)|t=0 = v̄n+1,0. Dans ce cas, o
a bien pourn � 2 :

v̄n+1|t=0 =
∑

p+q=n+1

up,q|t=0 = v̄n+1,0.

De même, si on choisit par récurrence surn les données initiales

Pδu∗
n(δ)|t=0 = Pδ

(
Pv∗n,0 −

n−1∑
p=1

u∗
p,n−p|t=0

)
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on a

Pv∗ =
(
Pδu∗ (δ)

)
+P

n−1∑
u∗

teur

à
nse

ditions
uation

ur
tropie.

t établies
ossible
poser
n|t=0 n |δ=0,t=0
p=1

p,n−p|t=0

et comme(P δ)|δ=0 = P , on a bien(Pvn∗)|t=0 = Pv∗n,0.

4.4. Interactions entre modes linéairement dégénérés

Pour la dynamique des gaz, la dimensionκ de l’espace propreE(u, ξ) est égale àd. Le profil
u∗

1 se sépare en une partie de type vitesse, polarisée dans l’espace orthogonal au vec∇ϕ
et une composante sur l’entropie. L’analyse de stabilité indique que la composantes occupe un
statut à part. Il est naturel de se demander si une oscillation forte polarisée surs reste confinée
s, malgré les interactions qui se produisent. Siū0 est un état constant, on va voir que la répo
est négative mais il est intéressant de noter que pour desū0 généraux, les oscillations surs se
transmettent effectivement à la vitesse.

Dans un premier temps, il convient d’indiquer pour un système général (1.1) les con
d’existence de variables d’état dont le rôle est analogue à celui de l’entropie pour l’éq
d’Euler. Avec les notations du paragraphe 2.1, on pose :

F(u) :=
⋂
ξ �=0

E(u, ξ), κ̀(u) := dimF(u)� 0.(4.17)

Pour un système général, on s’attend à ce queF(u) = {0}. Toutefois, on remarque que po
le système d’Euler,F(u) est précisément l’espace où varie la composante associée à l’en
L’hypothèse suivante est satisfaite pour le système des équations d’Euler (2.37)

HYPOTHÈSE 4.1. – La dimensioǹκ(u) est une constante strictement positive.

Sous cette hypothèse, le système (1.1) hérite de propriétés supplémentaires, décrites e
dans [4]. On utilise dans ce paragraphe les renseignements suivants. D’abord il est p
de redresserF(u). Autrement dit, après changement de variables d’état, on peut décom
u= (ú, ù) :

F(u) = F := {ú= 0}= {0}×Rκ̀.(4.18)

Ensuite, la valeur propreλ(u, ξ) est linéaire enξ et indépendante dèu :

λ(u, ξ) = ξ · µ(ú) =
d∑
j=1

ξjµj(ú).(4.19)

On noteP̀ le projecteur (orthogonal) surF. On a :

f ′
j(u)P̀ = µj(ú)f ′

0(u)P̀ , ∀u ∈ RN , ∀j ∈ {1, . . . , d}.(4.20)

Après intégration, cela implique :

fj(u) = µj(ú)f0(u) + gj(ú), ∀u ∈ RN , ∀j ∈ {1, . . . , d}.(4.21)

Par exemple, pour l’équation d’Euler (2.37), on a :
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κ̀= 1, F=
{
t(0,0, s); s∈ R

}
,

pour u= t(p, v, s) : ú= t(p, v), ù= s, P̀ u= t(0,0, s).

s

s

ence :

s

fisant
La décomposition (4.21) a lieu avec :

f0(u) = β(p, s)t(1, v, s), µj(ú) = vj , gj(ú) = pt(δij)0�i�d+1.

On cherche des solutions(u∗
1, ū2) de l’équation(Z1) vérifiant la condition supplémentaire :

u∗
1 = P̀u∗

1(4.22)

qui implique bien sûr queu∗
1 = Pu∗

1 puisqueF ⊂E(ū0(t, x), ∂xϕ(t, x)). On considère donc de
données initiales vérifiant :

u∗
1,0 = P̀u∗

1,0.(4.23)

Dans ce qui suit, on choisit pourP le projecteur orthogonal surkerL1, de sorte que :

PP̀ = P̀P = P̀ .(4.24)

PROPOSITION 4.3. – Les solutions de(Z1) vérifient(4.22)pour toutes les données initiale
dansH∞ astreintes à(4.23)si et seulement si:

(P − P̀)f ′
0(ū0)−1f ′′

0 (ū0)(X0ū0, P̀v) = 0, ∀v ∈ RN .(4.25)

Démonstration. –On se place dans des variables où (4.18) est vérifié. On étudie la différ

d(t, x, θ) := (P − P̀)u∗
1(t, x, θ) = Pd(t, x, θ).

D’après (2.22), l’équation(Z1) s’écrit encore :

P(X +E)Pu∗
1 = 0.

On compose à gauche avecP̀ . On utilise (4.24) et le fait que la projectioǹP ne dépend pas de
variables(t, x) pour récupérer :

PXP̀u∗
1 + P̀EPu∗

1 = 0.

On en déduit :

PXPd=−(P − P̀)EPd− (P − P̀)EP̀u∗
1.

La quantitéd= Pd est donc solution d’un système différentiel. Le critère nécessaire et suf
pour qu’une fonctiond nulle à l’instant initial le reste s’écrit :

(P − P̀)EP̀v = 0, ∀v ∈ RN .

D’après (4.20) et la définition de la matriceE, on a la simplification :

(P − P̀)EP̀v =
d∑
j=0

(P − P̀)f ′
0(ū0)−1∂j

(
µj(ū0)f ′

0(ū0)P̀v
)

= (P − P̀)f ′
0(ū0)−1 f ′′

0 (ū0)(X0ū0, P̀v).
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On voit apparaître à cet endroit la condition (4.25).✷
En particulier, la condition (4.25) est satisfaite quand

terminé.
tantes.

gnifie
ps
orte (cf.

4.
une

ns

r

X0ū0 = 0.(4.26)

Commeū0 est aussi solution de (1.1), on est en présence d’un système d’équations surdé
Ce système admet cependant des solutions particulières. Par exemple les fonctions cons

Pour la dynamique des gaz (2.37), si l’état de baseū0 = (p̄0, v̄0, s̄0) vérifie X0(p̄0, s̄0) ≡ 0
et X0v̄0 �≡ 0, un simple calcul indique que la contrainte (4.26) n’est pas vérifiée. Cela si
que des oscillations fortes polarisées à l’instant initial surs se transmettent lorsque le tem
évolue en des oscillations fortes sur la vitesse. Du coup, elles engendrent une instabilité f
paragraphe 6).

5. Stabilité hyperbolique

On étudie la stabilité de(S) autour d’une solution approchéeuεa construite au paragraphe
Pour simplifier, on suppose ici quēu1 = 0, ce qui par l’analyse du paragraphe 4.3 n’est pas
restriction.

5.1. Analyse du linéarisé

On considère une solution approchée de(S), ou plus généralement une famille de fonctio
de la forme

uε(t, x, θ) = ū0(t, x) +
√
εu1(t, x, θ) + εvε(t, x, θ)(5.1)

avecvε bornée dans l’espace des fonctions Lipschitziennes sur[0, T ]× Rd × T. Le linéarisé de
(S) enuε s’écrit :

Lεcu̇=
d∑
j=0

Σj(uε)∂j u̇+
1
ε
Σ(uε, ∂xϕ)∂θu̇

+
1
ε

d∑
j=0

∂jϕ
(
u̇ · ∇uΣj(uε)

)
∂θu

ε +
d∑
j=0

(
u̇ · ∇uΣj(uε)

)
∂ju

ε.(5.2)

La partie différentielle est symétrique. La difficulté vient des termes singuliers. On a

Σ(uε, ∂xϕ) =A0 +
√
εA1 + εA2

avec :

A0 = S(ū0, dϕ) = Σ(ū0, ∂xϕ),(5.3)

A1 = (u1 · ∇uS)(ū0, dϕ) = (u1 · ∇uΣ)(ū0, ∂xϕ).(5.4)

Ici A2 est une fonction régulière de(ε, ū0, u1, v, ∂xϕ). On a utilisé queϕ est solution de
l’équation eikonale, queλ est linéairement dégénérée, queū1 = 0 et queu1 = u∗

1 est polarisé su
le noyau deL1. De même :

d∑
j=0

∂jϕ
(
u̇ · ∇Σj(uε)

)
∂θu

ε = (u̇ · ∇uS)(ū0, dϕ)∂θuε =
√
εB1u̇+ εB2u̇.
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Ici B2 est une fonction régulière de(ε, ū0, u1, v, ∂xϕ) et :

B1u̇= (u̇ · ∇uS)(ū0, dϕ)∂θu1.(5.5)

atrice
de

ymétrie,
On décomposeB1 enB′
1 +B′′

1 avec :{
B′

1u̇= u̇ · ∇uΣ(ū0, ∂xϕ)∂θu1,

B′′
1 u̇= (u̇ · ∇uλ)(ū0, ∂xϕ)Σ0(ū0)∂θu1.

(5.6)

AvecRj := Σj(uε), le linéarisé s’écrit alors sous la forme

Lεc =
d∑
j=0

Rj∂j +A2∂θ +
1
ε
A0∂θ +

1√
ε
(A1∂θ +B1) +C

oùC est une fonction régulière de(ε, ū0, u1, v, ∂xϕ).
LesRj et lesAj sont des applications symétriques et uniformément Lipchitziennes. La m

A0 est symétrique et indépendante deθ tandis queC est uniformément bornée. La métho
d’énergie standard, qui consiste à intégrer(Lεcu̇, u̇), conduit à un terme singulier :

1
2
√
ε

(
D(u1)u̇, u̇

)
, D(u1) =−∂θA1 +B1 + tB1.(5.7)

On décompose cette matriceD enD′ +D′′ avec :

D′(u1) =−∂θA1 +B′
1 +

tB′
1, D′′(u1) =B′′

1 +
tB′′

1 .(5.8)

On analyse d’abord la structure des termes singuliers. Pour des raisons évidentes de s
on choisit maintenant les projecteursΠ⊥(u, ξ), projecteurs orthogonaux sur le noyau deΣ(u, ξ).
Comme au paragraphe 3, on noteP⊥ =Π⊥(ū0, ∂xϕ).

LEMME 5.1. – Les matricesA1 etB1 vérifient:

P⊥A1P⊥ = 0,(5.9)

P⊥B′
1 = 0, B′′

1P⊥ = 0, P⊥B1P⊥ = 0,(5.10)

(B1 − ∂θA1)P⊥ = 0.(5.11)

Démonstration. –C’est une conséquence des relations de transparence. On a

Σ(u, ξ)Π⊥(u, ξ) = 0

et par symétrieΠ⊥(u, ξ)Σ(u, ξ) = 0. En dérivant la première identité dans la directionh, il vient :

h · ∇uΣ(u, ξ)Π⊥(u, ξ) =−Σ(u, ξ)
(
h · ∇uΠ⊥(u, ξ)

)
.(5.12)

En particulier :

Π⊥(u, ξ)
(
h · ∇uΣ(u, ξ)

)
Π⊥(u, ξ) = 0.(5.13)

Appliquée enu = ū0, ξ = ∂xϕ et h = u1, cette identité implique queP⊥A1P⊥ = 0. Comme
∂θu1 =Π⊥(ū0, ξ)∂θu1, on a aussiP⊥B′

1 = 0. Par ailleurs,h · ∇λ(u, ξ) = 0 huand

h=Π⊥(u, ξ)h,

d’oùB′′
1P⊥ = 0.
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On poseh1 = ∂θu1 =Π⊥h1. On se donnek aveck =Π⊥k. On a :

(B1 − ∂θA1)k = (k · ∇uΣ)h1 − (h1 · ∇uΣ)k,

ne base
les matrices étant évaluées enu= ū0 et ξ = ∂xϕ. On a aussi via (5.12) :

(B1 − ∂θA1)k =−Σ
(
(k · ∇uΠ⊥)h1 − (h1 · ∇uΠ⊥)k

)
.

On interprète cette égalité à l’aide de (4.5). On trouve :

(B1 − ∂θA1)k =−Σ
(
Γ2(k,h1)− Γ2(h1, k)

)
.

La symétrie deΓ2 donne(B1 − ∂θA1)P⊥ = 0. ✷
On peut visualiser ce lemme sous une forme matricielle. Dans une base constituée d’u

dekerP⊥ et d’une base deimP⊥, on a :

A0 =
(
A1,1

0 0
0 0

)
, A1 =

(
A1,1

1 A1,2
1

tA1,2
1 0

)
,(5.14)

B′
1 =

(
B′

1
1,1

∂θA
1,2
1

0 0

)
, B′′

1 =
(
B′′

1
1,1 0

B′′
1

2,1 0

)
.(5.15)

Par conséquent, la matriceD définie en (5.7) se met sous la forme :

D =

(
B1,1

1 + tB1,1
1 − ∂θA

1,1
1

tB′′
1

2,1

B′′
1

2,1 0

)
.(5.16)

On peut simplifier la forme du linéarisé à l’aide d’un changement d’inconnues

u̇= φεǔ, φε = Id+
√
εφ1(t, x, θ),(5.17)

oùφ1 est une matrice régulière en(t, x, θ). On pose alors :

Ľǔ := tφεLεcu̇= tφεLεcφεǔ.(5.18)

L’opérateurĽ a clairement la même forme queLεc :

Ľ=
d∑
j=0

Řj∂j + Ǎ2∂θ +
1
ε
Ǎ0∂θ +

1√
ε
(Ǎ1∂θ + B̌1) + Č.

De nouveau les matrices symétriquesŘj et Ǎj sont des fonctions régulières de(u0, u1, v) etφ1.
La partieČ dépend en outre des dérivées deφ1. On a : Ǎ0 =A0,

Ǎ1 =A1 + tφ1A0 +A0φ1,
B̌1 =B1 +A0∂θφ1.

(5.19)

PROPOSITION 5.1. – On peut choisirφ1 de sorte que:

Ǎ1 = 0, B̌1P⊥ = 0,

P⊥B̌1(Id−P⊥) = P⊥B
′′
1 (Id−P⊥),

(Id−P⊥)B̌1(Id−P⊥) =
1
2
(Id−P⊥)

(
B1 + tB1 − ∂θA1

)
(Id−P⊥).
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Démonstration. –On noteQ⊥ = Q⊥(ū0, ∂xϕ) où Q⊥(u, ξ) désigne l’inverse partiel de
Σ(u, ξ). Avec ces conventions, on a :

ne

la

e

Q⊥Σ=ΣQ⊥ = Id−Π⊥, Q⊥Π⊥ =Π⊥Q⊥ = 0, A0Q⊥ = Id−P⊥.

On pose :

φ1 :=−Q⊥

(
1
2
A1(Id−P⊥) +A1P⊥ +Z(Id−P⊥)

)
.

La matriceZ est pour l’instant inconnue. On prendZ antisymétrique. Ainsi l’introduction deZ
ne modifie pas le calcul děA1 qui livre, pour ce choix deφ1, le premier résultaťA1 = 0.

On se tourne alors veršB1. On obtient :

B̌1 =B1 −
1
2
(Id−P⊥)∂θA1(Id−P⊥)− (Id−P⊥)∂θA1P⊥ − (Id−P⊥)∂θZ(Id−P⊥).

En particulier :

B̌1P⊥ =B1P⊥ − (Id−P⊥)∂θA1P⊥.

Les relations établies au lemme 5.1 fournissent :

B̌1P⊥ = 0, P⊥B̌1(Id−P⊥) = P⊥B′′
1 (Id−P⊥).

Il reste à traiter :

(Id−P⊥)B̌1(Id−P⊥) = (Id−P⊥)
(
B1 −

1
2
∂θA1 − ∂θZ

)
(Id−P⊥).

On rappelle queB1 est une fonction linéaire deu1 = u∗
1. C’est donc une fonction de moyen

nulle en θ. Le terme∂θZ permet d’absorber la partie antisymétrique deB1. Il suffit pour
cela de poser∂θZ = 1

2 (B1 − tB1). Dès lors, on voit apparaître la dernière égalité de
proposition 5.1. ✷

Dans une base comme en (5.14), on a :

B̌1 =
(

B̌1,1
1 0

B′′
1

2,1 0

)
avecB̌1,1

1 = tB̌1,1
1 .

CommeA0 est symétrique et ne dépend que des variables(t, x), on a, comme on pouvait l
prévoir :

Ď :=−∂θǍ1 + B̌1 + tB̌1 = B̌1 + tB̌1 =D.

Soit encore :

Ď=D =

(
2B̌1,1

1
tB′′

1
2,1

B′′
1

2,1 0

)
.(5.20)

On termine ce paragraphe par un examen du terme :

D′(u1) =−∂θA1 +B′
1 +

tB′
1.

On se sert des définitions (2.25), (5.4) et (5.6) pour exprimer le produit scalaire(D′u̇, u̇)
autrement :

(D′u̇, u̇) = 2Bl′(ū0, ∂xϕ)(∂θu1; u̇, u̇).(5.21)

On peut à présent prouver que la conditionD′(u1) = 0 a une signification intrinsèque.
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LEMME 5.2. – ConsidérantΣ(u, ξ) comme un tenseur2 fois covariant, pour tout(u, ξ) ∈
U ×Rd\{0} et touth1 ∈E(u, ξ), Bl′(u, ξ)(h1; ·, ·) est la dérivée de Lie de ce tenseur en(u, ξ),
le long d’un champX(v) défini au voisinage deu, tel queX(·) ∈E(·, ξ) etX(u) = h1.

ui

n un

e

s

iant
es,

otion
nt, (5.23)
Démonstration. –On fixeξ ∈ Rd\{0}. SoitX un champ tel que :

X(u) = h1, (Id−Π)(v, ξ)X(v) = 0, ∀v ∈ U .

Autrement dit, il existe une fonctionh(v) vérifiant :

h(u) = h1, X(v) = Π(v, ξ)h(v), ∀v ∈ U .

La dérivée deX enu le long du vecteurk est donnée par :

X ′(u)k = (k · ∇uΠ)(u, ξ)h1 +Π(u, ξ)
(
k · ∇h(u)

)
.

La quantitéX ′(u) peut être représentée comme une matrice de tailleN ×N . D’après (5.12), on
a :

(k · ∇uΣ)(u, ξ)h1 =−Σ(u, ξ)(k · ∇uΠ)(u, ξ)h1 =−Σ(u, ξ)X ′(u)k.

La matrice de la forme quadratique associée àBl′(h1; ·, ·) s’interprète alors, au regard de ce q
précède et de la définition (2.25), suivant :

(X · ∇uΣ+ΣX ′ + tX ′Σ)(u, ξ).

On reconnaît en cette expression la dérivée de Lie du tenseur2 fois covariantΣ(·, ξ) le long du
champX . ✷
5.2. Bon symétriseur

La notion debon symétriseurest dégagée dans [13,24,6]. Elle concerne la dimensio
d’espace. Elle s’applique par exemple au système de lois de conservation :

∂tf0(u) + ∂y

(
d∑
j=1

ξjfj(u)

)
= 0.(5.22)

Le vecteurξ ∈ Rd\{0} est fixé. La lettrey répresente la variabley = ξ · x ∈ R. La notion de
bon symétriseur s’exprime dans des variables d’étatu où le feuilletage�ξ est redressé comm
indiqué en (2.4). L’espace propreE(u, ξ) est alors indépendant deu. Notons leE(ξ). Dans ces
conditions, on dit queΣ0 est un bon symétriseur pour (5.22) lorsque :

(h · ∇u)Σ(u, ξ) = 0, ∀(u,h) ∈ U ×E(ξ).(5.23)

Ceci revient à dire que si l’on écritu = (z,w) comme en (2.4),Σ(u, ξ) est indépendant de
variablesw.

Preuve de la proposition 3.1. –Par changement de variablesu =Φ(v), la matriceΣ(u, ξ) se
transforme eñΣ(v, ξ) = tΦ′(v)Σ(u, ξ)Φ′(v), c’est-à-dire comme un tenseur deux fois covar
(Σ est une forme quadratique sur l’espace tangent àU ). Dans les coordonnées redressé
la dérivée de Lie le long du champ constanth tangent au feuilletage�ξ coïncide avec la
dérivée classiqueh · ∇u. La condition (5.23) exprime que ces dérivées sont nulles. La n
de dérivée de Lie est intrinsèque, préservée par changement de variables. Par conséque
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est équivalent à l’annulation de la dérivée de Lie deΣ(·, ξ) le long des champs tangents aux
feuilles de�ξ.

D’après le lemme 5.2, cette condition est équivalente à l’annulation deBl′(h1; ·, ·) pour tous

e la

é
n

e

er

ple, la

quasi-

au de
u∈ U eth1 ∈E(u, ξ). ✷
Pour un système général, le changement de variablesφξ qui redresse le feuilletage�ξ dépend

effectivement de la directionξ ∈ Sd−1. Il arrive néanmoins, par exemple dans le cas d
dynamique des gaz, que l’on puisse redresser les�ξ simultanément enξ.

DÉFINITION 5.1. – On dit que la famille de feuilletages{�ξ}ξ∈Sd−1 possède une rigidit
affine si pour toutξ dansSd−1, les feuilles de�ξ sont des sous-espaces affines de dimensioκ,
parallèles.

Il est possible de caractériser la rigidité affine autrement :

LEMME 5.3. – Les affirmations suivantes sont équivalentes:
(i) La famille{�ξ}ξ∈Sd−1 possède une rigidité affine.
(ii) Pour toutξ dansSd−1, la projection orthogonaleΠ⊥(u, ξ) ne dépend pas de la variableu.
(iii) On a:

(v · ∇uΣ)(u, ξ)Π⊥(u, ξ)w= 0, ∀(v,w,u, ξ).(5.24)

Démonstration. –Par définition, (i) équivaut à dire que pour toutξ ∈ Sd−1, il existe un espac
E(ξ) de dimensionκ tel que la feuille de�ξ passant paru est(u+ E(ξ)) ∩ U , ou encore que
E(u, ξ) =E(ξ) pour toutu ∈ U . Cela revient à dire queΠ⊥ est indépendant deu.

D’après (5.12), l’idendité (5.24) s’écrit aussi :

Σ(v · ∇uΠ⊥)Π⊥ ≡ 0.

De plus, en dérivant l’identitéΠ⊥ ◦Π⊥ =Π⊥, on obtient :

(v · ∇uΠ⊥)Π⊥ = (Id−Π⊥)(v · ∇uΠ⊥).

CommeΣ est inversible sur l’image deId−Π⊥, (5.24) équivaut à :

(v · ∇uΠ⊥)Π⊥ = (Id−Π⊥)(v · ∇uΠ⊥)≡ 0.

Compte tenu de la symétrie de la matricev · ∇uΠ⊥, cette condition revient à impos
v · ∇uΠ⊥ = 0. On retrouve la condition (ii). ✷

En présence de rigidité affine, il se produit de nombreuses simplifications. Par exem
contributionΓ2 disparaît puisqu’on a :

Γ2(w1,w2) = (Id−Π⊥)(w1 · ∇uΠ⊥)w2 = 0.

Par ailleurs,Σ0 est un bon symétriseur si et seulement si :

Σ(u, ξ) = Σ
(
(Id−Π⊥)(ξ)u, ξ

)
, ∀(u, ξ) ∈ U × Sd−1.(5.25)

Exemple5.1. – On termine ce paragraphe en donnant des exemples de systèmes
linéaires qui possèdent de la rigidité affine et un bon symétriseur. On se donned scalaires
{µj(u)}1�j�d etd matrices{Mj}1�j�d symétriques et constantes. On suppose que le noy
l’application linéaireM(ξ) =

∑d
j=1 ξjMj est de dimensionκ > 0 constante lorsqueξ parcourt

Sd−1. Par exemple :

M(ξ) = tR

(
0 tξ
ξ 0

)
R.
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Soit une matriceΣ0(u) définie positive. On considère alors le système défini par les matrices :

Σj(u) := µj(u)Σ0(u) +Mj, 1� j � d.(5.26)

t il
t

truit

s
e

n

La valeur propre

λ(u, ξ) =
∑

ξjµj(u)

est de multiplicité constante et le noyauE(u, ξ) = kerM(ξ) est indépendant deu. De plus
Σ(u, ξ) =M(ξ) etΣ0 est un bon symétriseur. Pour queλ soit linéairement dégénérée il faut e
suffit quev · ∇uµ(u) ∈ ξ⊥ pourv ∈ kerM(ξ). Si lesµj sont constants, alorsλ est linéairemen
dégénérée et vérifie la condition (3.6). Le système ainsi construit est conservatif siΣ0 = η′′ est
la matrice Hessienne d’une fonctionη strictement convexe. On notera que le système cons
est effectivement non linéaire.

5.3. Preuve du théorème 3.2

Soit :

uεa = ū0 +
√
εu1 + εvεa(5.27)

une solution approchée dansOs
a(r) avecr > s + 1 > d+5

2 . En particulier,vεa est borné dan
Ws+1(T ). On suppose en outre queū1 = 0 et que la matriceD définie en (5.7) est nulle. On s
donne enfin une familleRε bornée dansWs

ε (T ) et une familleIε bornée dansHs(Rd × T). Il
s’agit de montrer que, pourε assez petit, le problème de Cauchy

S(uε;∂t,x,θ)uε =Rε
a + εrRε, uε(0, x, θ) = uεa(0, x, θ) + εrIε

admet une solution dansWs(T ) et qu’il existeC tel que pourε ∈ ]0, ε0] :

‖uε − uεa‖Ws
ε (T ) � Cεr.

On cherche la solution sous la formeuε = uεa + εrdε. L’équation pourdε s’écrit :

S(uε, ∂t,x,θ)dε + S′(t, x, εrdε)dε = ε−rRε
a +Rε, dε|t=0 = Iε(5.28)

avec :

S′(t, x, v)h :=
d∑
j=0

1∫
0

(h · ∇uΣj)
(
uεa(t, x) + sv

)
∂ju

ε
a(t, x)ds

+
1
ε

d∑
j=0

∂jϕ(t, x)

1∫
0

(h · ∇uΣj)
(
uεa(t, x) + sv

)
∂θu

ε
a(t, x)ds.

Le système (5.28) est hyperbolique symétrisable à donnéesHs. Il possède une solution locale e
temps (voir [19]), de durée de vieT ∗(ε)> 0. De plus, siT ∗(ε)<+∞, on a nécessairement :

limsup
t→T∗(ε)−

∥∥uε(t, ·)∥∥
Hs(Rd×T)

=+∞.

En particulier :

lim
t→T∗(ε)−

‖uε‖Ws
ε (t) =+∞.
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Le théorème 3.2 résulte alors de :

∃ε0 > 0; inf
ε∈]0,ε0]

T ∗(ε)> T,(5.29)

te des

ectuer
e dont
ode de

de

e

sup
ε∈]0,ε0]

‖dε‖Ws
ε (T ) <+∞.(5.30)

Compte tenu des critères d’explosion rappelés ci-dessus, il suffit de montrer qu’il exis
constantesε0 etM telles que :

∀ε ∈ ]0, ε0], ∀T ′ �min
(
T ∗(ε), T

)
, ‖dε‖Ws

ε (T ′) � M.(5.31)

La démonstration se fait en deux temps. D’abord, on utilise la proposition 5.1 pour eff
un changement d’inconnues qui transforme l’équation (5.28) en une équation similair
les termes singuliers sont à coefficients constants. Ensuite, on applique une méth
commutateurs pour estimer les normesHs de la solution de (5.28).

Réduction de l’équation. On écrit :

Σ(uε, ∂xϕ) = Σ(ū0, ∂xϕ) +
√
ε(u1 · ∇uΣ)(ū0, ∂xϕ) + εRd+1(ε, t, x, vεa + εr−1dε)

oùRd+1 est une matrice régulière de ses arguments. De même

S′(t, x, εrdε) =
1√
ε
B1 +E(ε, t, x, vεa, ∂t,x,θv

ε
a, ε

r−1dε)

oùB1 est défini en (5.6) etE est une fonctionC∞ de ses arguments. L’équation pourdε est donc
de la forme

R(ε, vεa, εr−1dε, ∂t,x,θ)dε +E(ε, t, x, vεa, ∂t,x,θv
ε
a, ε

r−1dε)dε

+
1
ε
A0∂θd

ε +
1√
ε
(A1∂θd

ε +B1d
ε) = ε−rRε

a +Rε

où les coefficients de l’opérateur quasi-linéaire symétriqueR sont des fonctions régulières
(ε, vεa, ε

r−1dε).
Ensuite, on applique le changement d’inconnuesdε = (Id+

√
εφ1)ďε avecφ1 donné à la

proposition 5.1. CommeD = 0, la formule (5.20) implique quědε vérifie :

Ř(ε, vεa, εr−1ďε, ∂t,x,θ)ďε + Ě(ε, t, x, vεa, ∂t,x,θv
ε
a, ε

r−1ďε)ďε +
1
ε
A0∂θď

ε = Řε.

Ici, on a posé :

Řε := (Id+
√
εtφ1)(ε−rRε

a +Rε).

Par ailleursŘ est de même nature queR.
La matriceA0 =Σ(ū0, ∂xϕ) dépend des seules variables(t, x). D’après l’hypothèse 2.1, ell

est de rang constant. Cela implique l’existence d’une matrice inversible régulièreφ̌(t, x) telle
queΣ := tφ̌(t, x)Σ(ū0, ∂xϕ)φ̌(t, x) est constante. On posẽdε := φ̌(t, x)−1ďε de sorte quẽdε est
solution de :

R̃(ε, vεa, εr−1d̃ε, ∂t,x,θ)d̃ε + Ẽ(ε, t, x, vεa, ∂t,x,θv
ε
a, ε

r−1d̃ε)d̃ε

+
1
ε
Σ∂θd̃ε = R̃ε := φ̌Řε(5.32)

où R̃ et Ẽ sont de même nature queR etE.
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Il suffit maintenant de résoudre le problème de Cauchy pour (5.32) avec pour nouvelles
données initiales :

ε ε −1
( √ )−1 ε

jora-
[3]).

,

e car
d̃ |t=0 = Ĩ := φ̌ |t=0 Id+ εφ1|t=0 I .(5.33)

Le contrôle annoncé en (5.31) résulte alors de l’estimation :

∀ε ∈ ]0, ε0], ∀T ′ <min
(
T ∗(ε), T

)
, ‖d̃ε‖Ws

ε (T ′) � M.(5.34)

Estimations d’énergie. On raisonne dorénavant sur (5.32). La démonstration des ma
tions (5.34) est inspirée du travail de O. Guès [11] (voir aussi G. Browning et H.O. Kreiss
Pour estimer les quantités̃dεα := ε|α|∂αt,x,θd̃

ε on dérive l’équation (5.32). CommeΣ est constante
on trouve que

R̃(ε, vεa, εr−1d̃ε, ∂t,x,θ)d̃εα +
1
ε
Σd̃εα = R̃ε

α(5.35)

où :

R̃ε
α = ε|α|∂α

(
R̃ε − Ẽ(εr−1d̃ε)d̃ε

)
−
[
ε|α|∂α,R(εr−1d̃ε, ∂t,x,θ)

]
d̃ε.

Dans ces expressions, on a simplifié l’écriture deR̃ etẼ pour ne retenir que la dépendance end̃ε.
Les autres coefficientsvεa ne sont pas mentionnés. Leur intervention ne pose pas de problèm
ils sont bornés dansWs+1(T ). On évalue le terme de droite. Par hypothèse, le termeε|α|∂αR̃ε

est borné dansC0([0, T ];L2) puisqueR̃ε se déduit deRε par multiplication par une matriceC∞

bornée dansW∞(T ). Les autre termes sont sommes d’expressions de la forme

h= ε|α|+(r−1)(p−1)Φ∂α
1
d̃ε . . . ∂α

p

d̃ε∂β
1
vεa . . . ∂

βq

vεa

oùΦ est une fonctionC∞ des arguments(t, x, vεa, ε
r−1d̃ε), et les multiindicesαj etβk vérifient :

l := |α1|+ · · ·+ |αp| � |α|,
l′ := |β1|+ · · ·+ |βq|� |α|+1,
l+ l′ � |α|+ 1.

En utilisant les règles de multiplication dans les espaces de Sobolev

Hs′(Rd ×T)×Hs′′(Rd ×T)⊂Hs′′′(Rd ×T)

quand0 � s′′′ � min(s′, s′′) et s′ + s′′ − s′′′ > d+1
2 , on voit que pours > d+3

2 , |α| � s et
t � T ′ <min(T ∗(ε), T ), on récupère :∥∥h(t)∥∥

L2(Rd×T)
�Cε|α|+(r−1)(p−1)‖Φ‖L∞([0,T ′]×Rd×T)‖vεa‖

q
Ws+1(T ′)

× ‖d̃ε‖p−1
Ws(T ′)‖d̃

ε‖W|α|(T ′).

Commevεa est bornée dansWs+1 et queδ = r− 1− s > 0, on voit que pour|α| � s, on a :∥∥h(t)∥∥
L2 � C‖Φ‖L∞

(
1+ εδ‖d̃ε‖Ws

ε (T ′)

)p−1‖d̃ε‖Ws
ε (T ′).

L’injection de Sobolev implique que pours � 1 + d+1
2 :

‖w‖L∞ + ‖∂w‖L∞ � Cε−1− d+1
2 ‖w‖Ws

ε (T ′).(5.36)
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Commevεa est bornée, cela permet de majorerΦ dansL∞. On voit alors qu’il existe une fonction
continueK(·) telle que pour|α| � s on a pourt ∈ [0, T ′] etT ′ <min(T ∗(ε), T ) :∥

ε
∥ (

δ ε ′ ) ε ′

es

ctions

)
les
e
r le
lui
s

en

que
la

ns
les
au des
oissance
ls types
se
ditions
∥R̃α(t)∥L2(Rd×T)
� K ε M (T ) M (T )(5.37)

avecM ε(T ′) := ‖d̃ε‖Ws
ε (T ′).

D’autre part, (5.36) implique que les coefficients dẽR sont bornés et ont des dérivé
premières bornées parK1(εδM ε(T ′)). Il en va de même pour l’inverse du coefficient de∂t.
CommeR̃ etΣ sont symétriques, une intégration par parties montre qu’il existe des fon
K1(·) etK2(·), telles que pourt ∈ [0, T ′] etT ′ <min(T ∗(ε), T ) :∥∥d̃εα(t)∥∥L2(Rd×T)

�K1(M)etK2(M)
∥∥d̃εα(0)∥∥L2(Rd×T)

+K1(M)

t∫
0

e(t−t′)K2(M)
∥∥R̃ε

α(t
′)
∥∥
L2(Rd×T)

dt′(5.38)

avecM =M ε(T ′).
On estime maintenant les données initialesd̃εα(0). Pour cela on utilise l’équation (5.32

qui permet d’exprimer les dérivées temporelles∂jt d̃
ε(t, ·) en fonction des dérivées spatia

∂αx,θd̃
ε(t, ·) de longueur|α| � j. La présence du terme singulier1

εΣ∂θ fait en sorte que chaqu
dérivation en temps consomme une puissance du paramètreε. Cette perte est compensée pa
recours à une norme à poids, en l’occurrence celle de l’espaceWs

ε . Par un calcul analogue à ce
utilisé pour les commutateurs, on obtient qu’il existe une constanteC0, qui ne dépend que de
normes deu0, u1, d’un majorant des normes devεa dansWs+1(T ) et deIε dansHs(Rd × T)
telle que pour toutε ∈ ]0,1], on a :∥∥εj∂jt d̃ε(0, ·)∥∥Hs−j(Rd×T)

�C0.

En particulier, les normesL2 desd̃εα(0) sont uniformément bornées.
En sommant (5.38) pour tous|α| � s et en utilisant (5.37) et le lemme de Gronwall, on

déduit qu’il existe des fonctionsK1 etK2 telles que pour toutT ′ <min(T ∗(ε), T ) on a :

‖d̃ε‖Ws
ε (T ′) �K1

(
εδM ε(T ′)

)
eT

′K2(ε
δMε(T ′)).(5.39)

Fin de la démonstration du théorème 3.2. On choisit M > max(C0,K1(1)eTK2(1))
puis ε0 tel queεδ0M � 1. Alors, par un argument usuel de continuation, (5.39) implique
pour ε � ε0 et T ′ < min(T ∗(ε), T ) on a M ε(T ′) � M . L’estimation (5.34) en résulte et
démonstration du théorème 3.2 est complète.

6. Instabilités

Les oscillations à l’échelleε portées par le profil principalu1 interagissent avec les oscillatio
de plus petites amplitudes portées par la perturbationu̇. Ces interactions sont susceptib
d’induire des mécanismes d’amplification qui, éventuellement, se traduisent, au nive
équations de modulation fournies par une analyse BKW à deux phases, par des taux de cr
en temps plus ou moins forts. Réciproquement ces taux de croissance indiquent que
d’estimations d’énergie sont possibles pour le linéariséLεc. Dans un premier temps, on formali
cette idée. Ensuite on se tourne vers le problème non linéaire. On met à jour des con
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suffisantes pour l’existence d’instabilités non linéaires, dont un exemple typique est celui des
instabilités de Rayleigh (cf. [9]).

ence par

e

e
é-
6.1. Divers types d’instabilité

On se place dans le cadre du paragraphe 3.3. On en reprend les notations. On comm
établir :

THÉORÈME 6.1. – Si la famille Lεc est stable dansL2 de typek, alors on a pour tout
v ∈C1([0,∞[;H1(Rd ×T2)) et touts � 0 :

∥∥Pv(s)
∥∥
L2 � k(s)

(∥∥Pv(0)
∥∥
L2 +

s∫
0

∥∥Lv(s′)
∥∥
L2 ds

′

)
.(6.1)

Démonstration. –On commence par établir (6.1) lorsquev est un polynôme trigonométriqu
en les variablesθ etω, à coefficients très réguliers :

v(s, x, θ,ω) =
∑
finie

vα,β(s, x)ei(αθ+βω), vα,β ∈C1
(
[0, T ];H∞(Rd)

)
.

On pose :

v̇(t, x, θ) = v
(

t√
ε
, x, θ,

ψ

ε

)
.

On fait agirLεc sur la fonction tesṫv. Il sort :

Lεcv̇ =
1
ε
S(u, dψ∂ω + dϕ∂θ)v+

1√
ε
(Σ0∂s +G)v+ f

où f = O(∂s,x,θ,ωv) + O(v). On séparev en v = v0 +
√
εv1 où v0 est un polynôme

trigonométrique à coefficients réguliers, sélectionné dans le noyau de la projectionId−P. Ainsi :

S(u, dψ∂ω + dϕ∂θ)v0 = 0.

On noteQα,β l’inverse deS(αdϕ + β dψ) lorsque(α,β) /∈ Z ou un inverse partiel lorsqu
(α,β) ∈ Z . LesQα,β servent à définir un opérateurQ qui agit sur les polynômes trigonom
triques conformément à :

Q

(∑
finie

vα,βei(αθ+βω)

)
=
∑
finie

Qα,βvα,βei(αθ+βω).

En particulier, on repère le polynôme trigonométrique

v1 =−Q(Σ 0∂s +G)v0

qui est ajusté de façon à ce que :

S(u, dψ∂ω + dϕ∂θ)v1 =−(Id−P)(Σ 0∂s +G)v0.

Avec ces choix, on a la simplification :

Lεc v̇ =
1√
ε
Lv0 + f1
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où f1 = O(∂s,x,θ,ω(v0,v1)) + O(v0,v1). On reportev̇ au niveau de (3.18). On remplacet par√
εs puis on effectue le changement de variablest′ =

√
εs′ dans l’intégrale. Il sort(

re

, on

agraphe

ons

rme
∥∥v0(s) +
√
εv1(s)

∥∥
L2 � k(s)

∥∥v0(0) +
√
εv1(0)

∥∥
L2

+

s∫
0

∥∥Lv0(s′) +
√
εf1(s′)

∥∥
L2 ds

′

)

où il faut prendre garde à ce que les normesL2 sont évaluées en(x, θ), la phase non stationnai
ψ étant substituée à la variableω. On fait tendreε vers zéro. Il reste :

∥∥v0(s)
∥∥
L2 � k(s)

(∥∥v0(0)
∥∥
L2 +

s∫
0

∥∥Lv0(s′)
∥∥
L2 ds

′

)

où cette fois-ci les normesL2 sont en(x, θ,ω). L’opérateurL agit continûment deC1([0,∞[;
H1(Rd ×T2)) dansC0([0,∞[;L2(Rd ×T2)). Par densité des polynômes trigonométriques
récupère (6.1) pour toute fonction testv ayant la régularité indiquée.✷

Preuve du théorème 3.3. –Soitv dansH∞(Rd ×T2). Comme le semi-groupee−sG préserve
la régularité, la fonctione−sGv est, entre autres, dans l’espaceC1([0,∞[;H1(Rd × T2)). On
applique (6.1) avec pour fonction teste−sGv ce qui donne :

‖e−sGv‖L2 � k(s)‖v‖L2 , ∀s ∈ R+.

Par continuité dee−sG surL2, cela implique :

g(s) := |||e−sG|||� k(s), ∀s ∈ R+.

La fonctiong est bien contrôlée park. ✷
Le théorème 3.3 est utile dans la pratique, comme en témoigne la discussion du par

3.3. Par orthogonalité, on a :

gβ ' g ' sup
β∈Z

gβ.

Le comportement de la fonctiong est le reflet de celui desgβ . Les propriétés degβ sont
déterminées par l’action deGβ . C’est pourquoi il est intéressant de dégager la structure deGβ .

Considérons un profilu∗
1 qui possède seulement deux harmoniques de signes opposés+δ et

−δ :

u∗
1(t, θ) = reiδθ + r̄e−iδθ, δ ∈ N.(6.2)

Ici, r est un vecteur fixé dansE(u, ξ) et r̄ désigne son complexe conjugué. La fonctionu∗
1

est bien à valeurs réelles. De plus ce choix deu∗
1 est compatible avec la forme des équati

(Z1) du paragraphe 4.2. On noteGδ
β l’opérateurGβ associé à un telu∗

1. Tout Gβ s’obtient par
combinaison linéaire desGδ

β où δ parcourtN. Pour simplifier les calculs, on fixe(β, δ) et on
concentre notre attention surGδ

β .
L’opérateurGδ

β est un opérateur différentiel du premier ordre que l’on écrit sous la fo
eiδθG+(∂θ) + e−iδθG−(∂θ) avec :{

G+(∂θ)v = r · ∇uS(u, iβ dψ+ dϕ∂θ)v + iδv · ∇uS(u, dϕ)r,
G−(∂θ)v = r̄ · ∇uS(u, iβ dψ+ dϕ∂θ)v− iδv · ∇uS(u, dϕ)r̄.
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On regarde commentGδ
β agit sur les modes de Fourier. On trouve :

Gδ
β

(∑
vαe

iαθ
)
=
∑
(G+

α vα−δ +G−
α vα+δ)eiαθ(6.3)

’est

, avec

e l’autre

t par

n

avec :

G+
α := Pα,βG

+
(
i(α− δ)

)
Pα−δ,β, G−

α := Pα,βG
−(i(α+ δ)

)
Pα+δ,β .

L’opérateurGδ
β s’interprète ainsi comme un système matriciel de dimension infinie. C

l’analyse spectrale de ce système qui renseigne sur le comportement degβ . Il arrive que cette
analyse se simplifie.

Exemple6.1. – On reprend la situation examinée en 3.1.b) dans le cas isentropique
γ :=−2β(ξ · ξ)/|ξ|2 dansZ∗. On prendξ = t(1,0) et r = t(0,1). On écrit :

Σ 0 = diag(σ1, σ2, σ2), σ1σ2c
2 = 1, σ1 > 0, σ2 > 0.

On considère deux phases caractéristiques. L’une est associée au mode l.d.g. tandis qu
correspond à un mode acoustique :

ϕ(t, x) = ξ · x, ψ(t, x) =−c|ξ|t+ ξ · x.

Ces deux phases engendrent une troisième phase caractéristique :

φ(t, x) = γϕ(t, x) + βψ(t, x) = β(−c|ξ|t− ξ1x1 + ξ2x2).

Les noyaux des matricesS(dψ) et S(dφ) sont de dimension un, engendrés respectivemen
les vecteurs :

r1 = t(|ξ|/σ1c, ξ1, ξ2), r2 = t(|ξ|/σ1c,−ξ1, ξ2).

La projectionPα,β est non nulle seulement siα= 0 ouα= γ. Par conséquentGδ
β est non trivial

seulement siδ = −γ ou δ = γ. On examine le casδ =−γ, l’autre cas étant analogue. L’actio
deG

−γ
β se réduit à :

G
−γ
β

(∑
vαe

iαθ
)
=G+

0 vγ +G−
γ v0e

iγθ.

L’équation Lβ ǔ = 0 se formule dans la base engendrée par les vecteursr1 et r2. Elle est
équivalente au système différentiel de dimension deux :

∂sǔ+
(
0 c+
c− 0

)
ǔ= 0, ǔ=

(
ǔ1

ǔ2

)
∈ R2.(6.4)

Les scalairesc+ et c− sont identifiés via :

c+ = tr1G
+(iγ)r2, c− = tr2G

−(0)r1.

Pour Euler, on trouve :

G±(iγ)v = iβ(r · ξ)Σ 0v± iδ(v · ξ)Σ 0r.

On en déduit les relations :

c+ = c− = iβ(r · ξ)tr1Σ 0r2 + iγσ2ξ1ξ2.
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Il s’ensuit que :

∃c1 > 0; gβ ' c1, ∀β ∈ Z.

pas, du

n
x

ues.

tions de

érateurs
Autrement dit, les interactions entre modes l.d.g. et modes acoustiques ne provoquent
point de vue de l’optique géométrique, des phénomènes d’amplification.

On a vu que par transparenceG0 = 0. Pourβ �= 0 fixé, l’opérateurGβ est en général no
trivial. L’action deGβ met en jeu lesG±

α qui, pour les grandes valeurs deα, ressemblent au
G±
α associés àG0. Sous cet angleGβ peut être perçu comme une perturbation deG0. Ce point

de vue conduit au résultat suivant :

LEMME 6.1. – Soientβ ∈ Z et k ∈ N fixés. L’opérateurGβ est borné de l’espaceHk(T)
dans lui-même.

Démonstration. –Il suffit de prouver l’estimation :

sup
α∈Z

max
(
‖G+

α‖;‖G−
α‖
)
<+∞.

On raisonne sur lesG+
α . LesG−

α se traitent de manière analogue. L’opérateurG+
α est non trivial

seulement si les deux couples(α,β) et (α − δ, β) donnent lieu à des phases caractéristiq
Pourα �= 0, on a alors :

kerS(u,αdϕ+ β dψ) = kerS(u, dϕ+ β dψ/α) �= {0},
kerS

(
u, (α− δ)dϕ+ β dψ

)
= kerS

(
u, (1− δ/α)dϕ+ β dψ/α

)
�= {0}.

Cela implique :

τ + βτ/α=−λ(u, ξ + βξ/α), (1− δ/α)τ + βτ/α=−λ
(
u, (1− δ/α)ξ + βξ/α

)
.

On a aussi :

Pα,β =Π(u, ξ + βξ/α), Pα−δ,β =Π
(
u, (1− δ/α)ξ + βξ/α

)
.

On isole le terme principal du développement asymptotique enα de G+
α lorsqueα tend vers

±∞. On obtient

G+
α = iαΠ⊥

[
r · ∇uS

(
u, (τ, ξ)

)]
Π⊥ +Rα, Π⊥ := Π⊥(u, ξ)

où les restesRα satisfont la majoration :

sup
α∈Z

‖Rα‖<+∞.

Le vecteurr est polarisé dansE(u, ξ). Avec l’hypothèse 2.2, on a la simplification :

Π⊥
[
r · ∇uS

(
u, (τ , ξ)

)]
Π⊥ =Π⊥

[
r · ∇uΣ(u, ξ)

]
Π⊥.

On se souvient alors de la relation (5.13), obtenue comme conséquence des condi
transparence, qui garantit l’élimination de cette dernière quantité. Bref, on aG+

α =Rα. Le lemme
6.1 suit. ✷

Le lemme 6.1 est un résultat de type perturbatif. Rien ne garantit que les normes des op
Gβ soient uniformément bornées lorsqueβ parcourtZ.
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On déduit du lemme 6.1 que, mesurant les normes dans l’espace des opérateurs bornés de
L2(T) dans lui-même (ou deHk(T) dans lui-même), on a :

s|||Gβ ||| +

. On
pale de

à des
tabilités
és par

ée
à
est

e à
nt la

é

de

s

e

gβ(s)� e , ∀s ∈ R .

On voit ici que le semi-groupee−sGβ présente un taux de croissance au plus exponentielle
peut arriver à la même conclusion en utilisant le caractère symétrique de la partie princi
Gβ . Cela étant dit, le résultat du lemme 6.1 est notablement plus fort.

6.2. Instabilités non linéaires

Les instabilités linéaires mises à jour dans l’étude de l’exemple 3.4 conduisent
amplifications exponentielles. On s’attend à ce que ces amplifications se traduisent en ins
pour le problème non linéaire lui-même, dans l’esprit des résultats d’E. Grenier [10]. Inspir
la dynamique des gaz, nous développons cette idée dans le cadre suivant. On se donneu, et on
suppose que la valeur propreλ est telle queλ(u, ξ) est linéaire enξ :

λ(u, ξ) = a · ξ, a ∈ Rd.(6.5)

On se donne la phaseϕ= τt+ξ ·x avecξ �= 0 etτ =−a ·ξ. On considère une solution approch
uεa ∈ O∞

a (∞) d’ordre infini avecū0 = u et u1 de la forme (6.2) avecδ = 1. On se ramène
Σ0 = Id. On remarque que la solution approchéeuεa construite au paragraphe 4 existe et
régulière pour tout temps, donc en particulier sur[0,1]×Rd ×T.

Pourξ linéairement indépendant deξ, on considère une seconde phase, elle aussi associéλ,
notéeψ = τt+ ξ ·x avecτ =−a · ξ. Les non linéarités conduisent à considérer non seuleme
phaseψ mais aussi ses harmoniques. On définit donc l’ensembleZ comme en (3.12). La linéarit
deλ enξ implique queZ coïncide avecZ2.

Rappel des notations. On noteS = L(u, ·) et ∇S = (∇uS)(u, ·). Pour (α,β) ∈ Z2,
Pα,β désigne le projecteur orthogonal surkerS(αdϕ + β dψ). Par décomposition en séries
Fourier, ces projecteurs induisent dansL2(T2;CN) un projecteur orthogonalP sur le noyau
deS(dϕ∂θ + dψ∂ω). De même, pour chaqueβ ∈ Z, on notePβ le projecteur orthogonal dan
L2(T;CN ) sur le noyau deS(iβ dψ+ dϕ∂θ) et

Gβ(θ, ∂θ) = eiθG+
β (∂θ) + e−iθG−

β (∂θ)

avec : {
G+
β (∂θ)v = r · ∇S(iβ dψ + dϕ∂θ)v+ iβv · ∇S(dϕ)r,

G−
β (∂θ)v = r̄ · ∇S(iβ dψ + dϕ∂θ)v − iβv · ∇S(dϕ)r̄.

On désigne parGβ l’opérateurPβGβPβ .

HYPOTHÈSE 6.1. –
(i) L’opérateurG1 admet une valeur propreµ telle queγ0 := −(eµ > 0, associée à un

fonction proprew ∈H∞(T).
(ii) Pour toutγ > γ0 il existeC tel que:

g(s)� Ceγs, ∀s ∈ R+.(6.6)

(iii) Les inverses partielsQα,β de S(αdϕ + β dψ) sont uniformément bornés pour(α,β)
parcourantZ2.
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L’hypothèse 6.1 est motivée par l’étude des équations d’Euler. L’énoncé suivant reprend celui
du théorème 3.4.

s

rt de la

n

r

e

THÉORÈME 6.2. – Sous l’hypothèse6.1, pour tousm ∈ N et δ > 0, il existe des constante
C, ε0 > 0 et c > 0, et une famille{uε}ε∈]0,ε0] de solutions du système(S), l’expressionuε étant
définie sur l’intervalle[0, T (ε)], telle que pour toutε ∈ ]0, ε0] on a:∥∥uεa(0)− uε(0)

∥∥
L∞ � Cεm,(6.7)

sup
t∈[0,min(δ,T (ε))]

∥∥uεa(t)− uε(t)
∥∥
L∞ � c

√
ε.(6.8)

Démonstration. –La preuve de cet énoncé est décomposée en quatre étapes. On pa
solution approchéeuεa et on cherche une solution de(S) sous la forme :

uε = uεa + εmu̇ε = u+
√
εu1 + εvεa + εmu̇ε, m � 2.(6.9)

Comme en (5.28), l’équation pouru̇ε s’écrit :

S(uε, ∂t,x,θ)u̇ε + S′(t, x, εmu̇ε)u̇ε = fε =O(ε∞).(6.10)

On cherche une solutioṅuε qui oscille selon les deux phasesϕ et ψ, avec une durée de vie e
O(

√
ε| ln ε|) :

u̇ε(t, x) = uε
(

t√
ε
, x,

ϕ

ε
,
ψ

ε

)
.(6.11)

Les profilsuε(s, x, θ,ω) sont périodiques en les variables rapidesθ et ω. L’équation pouruε

s’écrit

Sε(εmuε, ∂s,x,θ,ω)uε =
√
εfε =O(ε∞)(6.12)

avec

Sε(v, ∂) := Σ0(uεa + v)∂s +
d∑
j=1

√
εΣj(uεa + v)∂xj

+B +
1√
ε
S(uεa + v;dϕ∂θ + dψ∂ω) +

√
εCε(v)(6.13)

où

Bv :=
(
v · ∇S(dϕ)

)
∂θu1

et Cε(v) est une matrice dont les coefficients sont des fonctionsC∞ dev et de(s, x, θ). Pour
ne pas alourdir les notations, on désigne encore paruεa la fonctionuεa(

√
εs, x, θ) (de même pou

vεa et l’erreurfε).
Étape1. Estimations sur le linéarisé.On se donnev et f . On considère l’équation linéaire :

Sε(εmv, ∂s,x,θ,ω)u= f .(6.14)

PROPOSITION 6.1. – Étant donnék > 2 + d
2 , il existe une constanteC0 (qui ne dépend qu

deuεa) telle que pour toutε ∈ ]0,1], toutT ∈ ]0, ε−1/2] et tout

v ∈C0
(
[0, T ];Hk

)
∩C1

(
[0, T ];Hk−1

)
vérifiant

εm− 1
2 sup
s∈[0,T ]

∥∥v(s)∥∥
Hk + εm sup

s∈[0,T ]

∥∥∂sv(s)∥∥Hk−1 � 1(6.15)
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les solutions de(6.14)satisfont pour touts ∈ [0, T ] :

∥∥ ∥∥ sC0
∥∥ ∥∥ s∫

(s−s′)C0
∥∥ ′ ∥∥ ′

d’un

la
u(s)
Hk � C0e u(0)

Hk +C0

0

e f(s )
Hk ds .(6.16)

Étape2. Construction BKW.On cherche une solution approchée de (6.12) sous la forme
développement asymptotique enε d’ordre fini :

uεa =
ν+1∑
n=0

εn/2un(s, x, θ,ω).(6.17)

On noterε la quantité obtenue en reportant l’expressionuεa au niveau de l’équation (6.12) :

rε := Sε(εmuεa, ∂s,x,θ,ω)u
ε
a.

On initialise la série (6.17) par le terme amplificateur :

u0(s, x, θ,ω) = e−µsa(x)
(
w(θ)eiω +w(θ)e−iω

)
.(6.18)

Ici a ∈C∞
0 (Rd) est à valeurs réelles etw ∈H∞(T) est une fonction propre deG1 associée à la

valeur propreµ, dont l’existence est garantie par l’hypothèse 6.1. On fixe l’entierν de façon à ce
que :

γ0

(
1+

ν

2m− 1
)
>C0, ν � m.(6.19)

PROPOSITION 6.2. – Il existe des profilsun pour1� n � ν +1, qui sontC∞ ens ∈ [0,∞[,
à valeurs dansH∞(Rd ×T2), et tels que:

(i) pour tout entierk, il existe une constanteDk telle que pour toutn compris entre0 et ν, et
touts ∈ [0, ε−1/2], on a:

sup
j�k

∥∥∂jsun(s)∥∥Hk−j(Rd×T2)
� Dke

sγ0(1+ n
2m−1 ).(6.20)

De plus, le termeuν+1 se majore commeuν ;
(ii) avecuεa défini par(6.17), pour toutk, il existe une constanteEk telle que l’expressionrε

vérifie pour touts ∈ [0, ε−1/2] :

sup
j�k

∥∥∂jsrε(s)∥∥Hk−j(Rd×T2)
� Ekε

ν/2esγ0(1+ ν
2m−1 ).(6.21)

On fixe désormaisk > 2 + d
2 . On pose :

ρ(s) :=
√
εesγ0/(2m−1).

La proposition 6.2 garantit l’existence d’une constanteC1 � 1 telle que pour toutε ∈ ]0,1] on a :∥∥uεa(s)∥∥Hk +
∥∥∂suεa(s)∥∥Hk−1 � C1e

sγ0
(
1+ ρ(s)ν

)
.(6.22)

Étape3. Estimations sur la solution exacte.On exprime la solution exacte de (6.12) sous
formeuε = uεa + εν/2vε avecuεa donné par (6.17). L’équation pourvε se développe en :

Sε
(
εm(uεa + εν/2vε), ∂

)
vε + ε−

ν
2 Sε

(
εm(uεa + εν/2vε), ∂

)
uεa = ε

1−ν
2 fε.
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On décompose le terme source en :

hε(vε) := ε
1−ν
2 fε − ε−

ν
2 Sε

(
εm(uεa + εν/2vε), ∂

)
uεa = ε

1−ν
2 fε − ε−

ν
2 rε

deux
s

Cauchy

le

s. Soit
+ εm− 1
2 Dε

1(ε
muεa, ε

m+ν/2vε)(∂θ,ωuεa,v
ε)

+ εmDε
2(ε

muεa, ε
m+ν/2vε)(∂s,xuεa,v

ε).

LesDε
j(a, b)(·, ·) pourj = 1 ou 2 représentent des applications qui sont bilinéaires en les

derniers arguments et dont les coefficients sont des fonctionsC∞ de(a, b) ainsi que des variable
(s, x, θ,ω). On considère :

Sε
(
εm(uεa + εν/2vε), ∂

)
vε = hε(vε).(6.23)

Le système quasilinéaire (6.23) est hyperbolique symétrique. On sait que le problème de
pour (6.23) à données initiales nulles a une solution locale dans

C0
(
[0, T (ε)[;Hk

)
∩C1

(
[0, T (ε)[;Hk−1

)
pour un certainT (ε)> 0.

PROPOSITION 6.3. – Il existe une constanteC2 � 4C1 � 4 et un indiceε0 > 0 tels que pour
toutε ∈ ]0, ε0] on a:

T (ε)> Tm(ε) :=
1
γ0

((
m− 1

2

)
| lnε| − lnC2

)
> 0.(6.24)

De plus, pour touts ∈ [0, Tm(ε)] la solutionvε de (6.23)associée à la donnée initiale nul
vérifie: ∥∥vε(s)∥∥

Hk +
√
ε
∥∥∂svε(s)∥∥Hk−1 � C2e

sγ0(1+
ν

2m−1 ).(6.25)

Étape4. Conclusion.On suppose que les propositions 6.1, 6.2 et 6.3 sont démontrée
M � 1. On examine la solutionuε à l’instant :

s̄ :=
1
γ0

((
m− 1

2

)
| ln ε| − ln(C2M)

)
� Tm(ε).

Ce choix conduit à :

C1ε
m− 1

2 es̄γ0 � C1/C2M � 1/4M, ρ(s̄) = (1/C2M)1/(2m−1) � 1.

Avec (6.22), il vient :

εm− 1
2
∥∥uεa(s̄)∥∥Hk + εm

∥∥∂suεa(s̄)∥∥Hk−1 � 2C1/C2M � 1/2M.(6.26)

On a aussi :

εm
∥∥uεa(s̄)−u0(s̄)

∥∥
Hk � εmC1e

s̄γ0
(
ρ(s̄) + ρ(s̄)ν

)
� 2C1

√
ερ(s̄)2m.

Au contraire, on a : ∥∥εmu0(s̄)
∥∥
L∞ � cεmes̄γ0 � c

√
ερ(s̄)2m−1.(6.27)

On en déduit que pourM assez grand, on a :∥∥εmuεa(s̄)
∥∥
L∞ � c

√
ε

2C2M
.(6.28)
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L’estimation (6.25) montre que :

εm+ν/2
∥∥vε(s̄)∥∥

Hk � C2ε
mes̄γ0ρ(s̄)ν � C2

√
ερ(s̄)2m−1+ν .(6.29)

ous ne

t la

’aide
4),

phe 5.3,

une
On retranche (6.29) à (6.27). Quitte à choisirM assez grand, on obtient :∥∥(uε − uεa)(s̄)
∥∥
L∞ =

∥∥εmuε(s̄)
∥∥
L∞ � c

√
ε

4C2M
.(6.30)

Par ailleurs, on a :

(uε − uεa)(0) = εmuε(0) = εmuεa(0),
∥∥uεa(0)∥∥L∞ � C.

Le théorème 6.2 en résulte.✷
Il reste à démontrer les trois propositions ci-dessus. Les preuves sont classiques. N

donnerons que les arguments essentiels.

Preuve de la proposition 6.1. –L’opérateurSε(εmv, ∂) est de la forme

Sε =Σ0(uεa + εmv)∂s +Rε(εm− 1
2 v, ∂x,θ,ω) +

1√
ε
S(dϕ∂θ + dψ∂ω)

où Rε est un système symétrique en∂x,θ,ω dont les coefficients sont des fonctionsC∞ des
variables(

√
εs, x, θ) et εm− 1

2 v. En outre :

Σ0(uεa + εmv) = Σ 0 +
√
εRε

0(ε
m− 1

2 v).

L’estimation (6.16) pourk = 0 s’en déduit à l’aide d’une intégration par partie, en utilisan
symétrie de l’opérateur. La constanteC0 ne dépend que de bornes pour les normesL∞ des
dérivées en(x, θ) des coefficients deRε(εm− 1

2 v, ∂) et de la normeL∞ de∂sΣ0(uεa + εmv).
Pour obtenir les estimationsHk on dérive l’équation (6.14) en(x, θ,ω). Le point clé est que

Σ 0 et S(dϕ∂θ + dψ∂ω) commutent à ces dérivations. Le commutateur s’exprime donc à l
des dérivées en(x, θ,ω) et de la dérivation

√
ε∂s qui peut être échangée, via l’équation (6.1

en des dérivées selon(x, θ,ω).
En utilisant les propriétés multiplicatives des espaces de Sobolev, comme au paragra

on obtient que, pourk > 2 + d
2 , il existe une constanteC telle que, pour toutε ∈ ]0,1] et v

vérifiant (6.15), on a pour|α| � k :∥∥Sε(εmv, ∂)∂αx,θ,ωu(s)
∥∥
L2 � C

(
‖f(s)‖Hk + ‖u(s)‖Hk

)
.

Avec l’estimationL2, la majoration (6.16) dansHk en résulte. ✷
Preuve de la proposition 6.2. –En reportant (6.17) dans l’équation (6.12) on obtient

cascade de conditions. La première s’écrit :

S(dϕ∂θ + dψ∂ω)u0 = 0.

Pourn � 0, on trouve :

S(dϕ∂θ + dψ∂ω)un+1 + (∂s +G)un = fn−1

oùG est défini en (3.11) etfn−1 est une fonction de(u0, . . . ,un−1), somme de monômes

Φun1 · · ·unp−1∂unp ou Φun1 · · ·unp
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dont les coefficientsΦ sontC∞ bornés ansi que leurs dérivées pours � ε−1/2. De plus :

sup
j

nj < n et n1 + · · ·+ np � n+ 1− 2m(p− 1).

ur

s la

e

e

En particulier,fn−1 est linéaire en lesuj pourn � 2m−2, au plus quadratique pourn � 4m−2,
etc.

On construit une solution de ces équations, partant deu0 donné par (6.18), en résolvant po
n � 1 : 

(Id−P)un =Q
(
fn−2 − (∂s +G)un−1

)
,

(∂s +G)Pun = P
(
fn−1 −G(Id−P)un

)
,

Pun = 0 en s= 0.

(6.31)

Pour contrôler lesun, on a besoin de l’information suivante :

LEMME 6.2. – Soitβ ∈ Z fixé. Pour toutγ′ > γ0 et tout entierk, il existe une constanteCk
telle que l’on ait:∥∥Pβv(s)∥∥Hk � Cke

γ′s
∥∥Pβv(0)∥∥Hk(6.32)

+Ck

s∫
0

eγ
′(s−s′)∥∥(∂s +Gβ)v(s′)

∥∥
Hk ds′.

Démonstration. –On raisonne par récurrence sur l’entierk.
Pourk = 0, on utilise l’alinéa (ii) de l’hypothèse 6.1 :

gβ(s)� g(s)� Ceγs, ∀γ > γ0.

L’estimation (6.32) pourk = 0 s’en déduit directement.
On suppose maintenant (6.32) établie pour0 � j < k. On dérive l’équation à l’ordrek et

on met à profit l’estimationL2 pour majorer les dérivées d’ordrek. Il faut faire attention aux
commutateurs. L’opérateurGβ commute aux dérivations enx. Le projecteurPβ commute aux
dérivations enx et θ. À l’ordre un, on a :

[∂θ,Gβ] = Pβ [∂θ,Gβ]Pβ = Pβ
(
ieiθG+

β ∂θ − ie−iθG−
β ∂θ

)
Pβ .

Ce commutateur est du même type queGβ . On retrouve les expressions mises en jeu dan
preuve du lemme 6.1. Il s’ensuit que[∂θ,Gβ] est borné surHk(T) pour toutk. Il en va de même
pour les commutateurs d’ordre supérieur. On en déduit, avecγ′′ ∈ ]γ0, γ

′[ :∥∥Pβv(s)∥∥Hk � Cke
γ′′s
∥∥Pβv(0)∥∥Hk

+Ck

s∫
0

eγ
′′(s−s′)(∥∥(∂s +Gβ)v(s′)

∥∥
Hk +

∥∥Pβv(s′)∥∥Hk−1

)
ds′.

On applique l’hypothèse de récurrence pour contrôler la normeHk−1 dePβv(s′). L’estimation
souhaitée pour la normeHk suit. ✷

Il s’agit maintenant d’établir l’estimation (6.20) pour lesun obtenus via (6.31). On procèd
par récurrence sur l’entiern.

Pourn= 0, l’inégalité (6.20) est une conséquence du choix deu0. En effet, la croissance d
u0 et de ses dérivées ens est contrôlée via l’alinéa (i) de l’hypothèse 6.1.
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Pour 0 < n � 2m − 2, le terme sourcefn−1 est linéaire enuj avec j < n. Les seules
harmoniques présentes enω sont+1 et−1 de sorte que le système (6.31) se réduit à : ( )

t la

sus

’au

res.
ne sont
es

n


(Id−P1)un =Q1 fn−2 − (∂s +G1)un−1 ,

(∂s +G1)P1un = P1

(
fn−1 −G1(Id−P1)un

)
,

P1un = 0 en s= 0.

(6.33)

On suppose (6.20) vérifiée jusqu’au rangn− 1 � 2m− 3. Cette hypothèse de récurrence e
forme defn−2 garantissent l’existence d’une constanteCn,k telle que pours � ε−1/2 :

sup
j�k

∥∥∂jsfn−2(s)− ∂js(∂s +G)un−1

∥∥
Hk−j(Rd×T)

�Cn,ke
sγ0(1+ n

2m−1 ).(6.34)

L’alinéa (iii) de l’hypothèse 6.1 implique que l’opérateurQ et doncQ1 est borné deHk(T)
dans lui-même pour tout entierk. On voit ainsi que la composante(Id−P1)un vérifie (6.20).

On se tourne vers l’équation concernantP1un. Les renseignements obtenus ci-des
indiquent que le terme source

g= P1(fn−1 −G1(Id−P1)un)

vérifie (6.20). On met à profit le lemme 6.2 pour contrôler les dérivées en(x, θ) de P1un. Par
ailleurs, les dérivées ens se récupèrent en utilisant l’équation

∂sP1un =−G1un + g.

On se donne finalementn � 2m− 1. On suppose que l’estimation (6.20) est vraie jusqu
rangn− 1. Alors les monômes qui interviennent dans la constitution defn−1 vérifient :

max
(∥∥Φun1 · · ·unp−1∂unp(s)

∥∥
Hk ;

∥∥Φun1 · · ·unp(s)
∥∥
Hk

)
� Cn,ke

sγ0σ.

Ici σ � 1 + n
2m−1 si p= 1. Pourp � 2, on obtient :

σ � p+
n1 + · · ·+ np
2m− 1 � p+

n+ 1− 2m(p− 1)
2m− 1 � 1+ n

2m− 1 .

On répète la démarche décrite ci-dessus pour estimer(Id−P)un puisPun. À cet endroit, il est
important de tenir compte des harmoniques enω qui apparaissent par interactions non linéai
La difficulté soulevée tient à ce que les informations délivrées par les lemmes 6.1 et 6.2
pas uniformes enβ. Toutefois, commen � ν +1 avecν fixé, le nombre des harmoniques créé
reste fini. Du coup les arguments précédents se transposent tels quels.

L’inégalité (6.20) est prouvée pour toutn avec0 � n � ν. Le terme de correctionuν+1 se
traite à part. On prenduν+1 = (Id−P)uν+1 identifié à l’aide de la première ligne de (6.31). O
retrouve ainsi suruν+1 le contrôle dont on dispose suruν .

L’estimation (6.21) s’obtient par un examen du resterε. On voit querε comporteεν/2 en
facteur et met en jeu les dérivées desun pour0� n � ν + 1. Il suffit alors d’utiliser (6.20). ✷

Preuve de la proposition 6.3. –On résout l’équation (6.23) à l’aide du schéma itératif :

Sε
(
εm(uεa + εν/2vεn), ∂

)
vεn+1 = hε(vεn), vεn+1|s=0 = 0.(6.35)

On initialise ce schéma avecvε0 = 0. La proposition 6.2 implique qu’il existe une constanteK0

telle que pours � ε−1/2 on ait :∥∥ε 1−ν
2 fε − ε

−ν
2 rε(s)

∥∥
Hk(Rd×T2)

�K0e
sγ1 , γ1 := γ0

(
1 +

ν

2m− 1

)
.(6.36)
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On montre par récurrence surn qu’il existe un indiceε0 et une constanteK � 4C1 tels que
pourε ∈ ]0, ε0], n � 0 et

1
((

1
) )

est
es
)
ite

.

a :

r

0� s � Tm(ε) :=
γ0

m−
2

| lnε| − lnK(6.37)

on ait : ∥∥vεn(s)∥∥Hk +
√
ε
∥∥∂svεn(s)∥∥Hk−1 � Kesγ1 .(6.38)

La proposition 6.3 écrite avecC2 = K s’en déduit. En effet, àε fixé, on sait que la suitevεn
converge dansC0([0, T ];Hk−1) vers la solution de (6.23) sur tout intervalle de temps où elle
bornée dansC0([0, T ];Hk) et dansC1([0, T ];Hk−1). Les estimations (6.38) qui sont uniform
en n montrent que la suite{vεn}n∈N converge au moins sur[0, Tm(ε)]. La solution de (6.23
est donc définie au moins sur cet intervalle et les majorations (6.38) impliquent que la limvε

vérifie (6.25).
Il reste finalement à démontrer les majorations (6.38). Pourn = 0, elles sont triviales

Supposons qu’elles sont vérifiées au rangn. On remarque d’abord que, pours � Tm(ε), le
contrôle (6.38) et l’inégalitéν � m impliquent :

εm− 1
2
∥∥ε ν

2 vεn(s)
∥∥
Hk + εm

∥∥ε ν
2 ∂svεn(s)

∥∥
Hk−1 � K− ν

2m−1 � 1/2.(6.39)

Par ailleurs, la proposition 6.2 se traduit par l’inégalité (6.26) qui pourM = 1 donne :

εm− 1
2
∥∥uεa(s)∥∥Hk + εm

∥∥∂suεa(s)∥∥Hk−1 � 2C1/K � 1/2.(6.40)

On exploite ces renseignements pour estimer le membre de droite de (6.23). D’abord on∥∥Dε
j(ε

muεa, ε
m+ν/2vεn)

∥∥
Hk � C4.

On en déduit :∥∥εm− 1
2 Dε

1(ε
muεa, ε

m+ν/2vεn)(∂θ,ωu
ε
a,v

ε
n)
∥∥
Hk � C5K

− ν
2m−1 eγ1s,∥∥εmDε

2(ε
muεa, ε

m+ν/2vεn)(∂s,xu
ε
a,v

ε
n)
∥∥
Hk � C5K

− ν
2m−1 eγ1s.

Et finalement :

‖hε(vεn)‖Hk �
(
K0 +2C5K

− ν
2m−1

)
eγ1s.

Ici les constantesC4 et C5 sont indépendantes deK , ε et n. On ajoute (6.39) et (6.40) pou
retenir :

εm− 1
2
∥∥uεa(s) + ε

ν
2 vεn(s)

∥∥
Hk+εm

∥∥∂suεa(s) + ε
ν
2 ∂svεn(s)

∥∥
Hk−1 � 1.(6.41)

Dès lors, on peut appliquer la proposition 6.1 sur (6.35) qui livre :

∥∥vεn+1(s)
∥∥
Hk � C0

(
K0 + 2C5K

− ν
2m−1

) s∫
0

eC0(s−s′)eγ1s
′
ds′.

L’entier ν a été ajusté en (6.19) de manière à ce queC0 < γ1. Du coup :∥∥vεn+1(s)
∥∥
Hk � C0

(
K0 + 2C5K

− ν
2m−1

)
eγ1s/(γ1 −C0).

On exprime
√
ε∂svεn+1(s) à l’aide de l’équation (6.35). La forme de l’opérateurSε et le contrôle

(6.41) fournissent :
√
ε
∥∥∂svεn+1(s)

∥∥
Hk−1 � C6

(∥∥vεn+1(s)
∥∥
Hk +

√
ε
∥∥hε(vεn(s))∥∥Hk−1

)
.
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Pour pouvoir conclure, il faut que :(
(1 +C6)C0/(γ1 −C0) +C6

√
ε
)(
K0 + 2C5K

− ν
2m−1

)
� K.

. La

The

s,

tial

.

.

quasili-

Soumis

ell

ear

.,

etric

iables

lois de
.

s

Il suffit de prendreε0 assez petit etK assez grand pour que cette inégalité soit vraie
démonstration de la proposition 6.3 et par conséquent celle du théorème 6.2 en découle.✷

RÉFÉRENCES

[1] A RTOLA M., MAJDA A., Nonlinear development of instabilities in supersonic vortex sheets I.
basic kink mode,Physica D28 (1987) 253–281.

[2] BOILLAT G., Symétrisation des systèmes d’e.d.p. avec densité d’énergie convexe et contrainteCRAS
Sér. I295(1982) 551–554.

[3] BROWNING G., KREISSH.O., Problems with different time scales for non-linear partial differen
equations,SIAM J. Appl. Math.42 (1982) 704–718.

[4] CHEVERRY C., GUÈS O., MÉTIVIER G., Oscillations de grande amplitude, En préparation.
[5] COLIN T., LANNES D., Long-wave short-wave resonance for nonlinear geometric optics,Duke Math.

J. 107(2) (2001) 351–419.
[6] CORLI A., GUÈS O., Stratified solutions for systems of conservation laws,Trans. Amer. Math

Soc.353(6) (2001) 2459–2486.
[7] E W., Propagation of oscillations in the solutions of1 − D compressible fluid equations,Com.

PDE 17 (3/4) (1992) 347–370.
[8] FRIEDRICHSK.-O., LAX P., Systems of conservation laws with a convex extension,Proc. Nat. Acad.

Sci. USA68 (1971) 1686–1688.
[9] FRIEDLANDER S., STRAUSSW., VISHIK M., Nonlinear instability in an ideal fluid,Ann. Inst. Henri

Poincaré14 (2) (1997) 187–209.
[10] GRENIER E., On the nonlinear instability of Euler and Prandtl equations,Comm. Pure Appl

Math.53 (9) (2000) 1067–1091.
[11] GUÈS O., Ondes multidimensionnellesε-stratifiées et oscillations,Duke Math. J.68 (3) (1992) 401–

446.
[12] GUÈS O., Développement asymptotique de solutions exactes de systèmes hyperboliques

néaires,Asymptotic Anal.6 (3) (1993) 241–269.
[13] HEIBIG A., Error estimates for oscillatory solutions to hyperbolic systems of conservation laws,Com.

PDE 18 (1993) 281–304.
[14] JEANNE P.-Y., Optique géométrique pour des systèmes semi-linéaires avec invariance de jauge,

pour publication aux Mémoires de la SMF.
[15] JOLY J.-L., MÉTIVIER G., RAUCH J., Optique géométrique non linéaire et équations de Maxw

Bloch, Prépublication de l’École Polytechnique, exposé XI, 1999.
[16] JOLY J.-L., MÉTIVIER G., RAUCH J., Justification of multidimensional single phase semilin

geometric optics,Trans. Amer. Math. Soc.330(2) (1992) 599–623.
[17] JOLY J.-L., MÉTIVIER G., RAUCH J., Recent results in non-linear geometric optics, in:Hyperbolic

Problems: Theory, Numerics, Applications, vol. II (Zürich, 1998), in: Internat. Ser. Numer. Math
vol. 130, Birkhäuser, Basel, 1999, pp. 723–736.

[18] JOLY J.-L., MÉTIVIER G., RAUCH J., Coherent and focusing multidimensional nonlinear geom
optics,Ann. Sci. Éc. Norm. Sup. (4)28 (1) (1995) 51–113.

[19] MAJDA A., Compressible Fluid Flow and Systems of Conservation Laws in Several Space Var,
Springer-Verlag, New York, 1984.

[20] MUSEUX A., Problème de Cauchy pour des solutions stratifiées de systèmes hyperboliques de
conservation, Thèse université de Nice 2002 et Prépublication 616 du labo. Dieudonné, 2001

[21] SCHOCHETS., Fast singular limits of hyperbolic PDEs,J. Differential Eqs.114(1994) 476–512.
[22] SERRE D., Oscillations non linéaires de haute fréquence.Dim � 2, in : Marino A., Murthy M.K.V.

(Eds.),Nonlinear Variational Problems and Partial Differential Equations, in : Pitman Res. Note
in Math., vol.320, Longman, London, 1995, pp. 245–294 ; Springer-Verlag, New York, 1983.

4e SÉRIE– TOME 36 – 2003 –N◦ 5



OSCILLATIONS FORTES SUR UN CHAMP LINÉAIREMENT DÉGÉNÉRÉ 745

[23] SERRED., Quelques méthodes d’étude de la propagation d’oscillations hyperboliques non linéaires,
in : Séminaire EDP 1990–91, École Polytechnique, exposé no XX.

[24] SÉVENNECB., Géométrie des systèmes hyperboliques de lois de conservation,Société mathématique

de France, Mémoire 56, Suppl. Bull. Soc. Math. France122(1) (1994).

(Manuscrit reçu le 23 mai 2002 ;
accepté, après révision, le 24 janvier 2003.)

Christophe CHEVERRY

Institut Girard Désargues,
Université de Lyon I,

Bâtiment 101,
43 bld du 11 novembre 1918,

69622 Villeurbanne Cedex, France
E-mail : cheverry@igd.univ-lyon1.fr

Olivier GUÈS

Département de Mathématiques,
Université de Nice-Sophia Antipolis,

Parc Valrose,
06108 Nice Cedex 2, France

Guy MÉTIVIER

IRMAR,
Campus de Beaulieu,

Université de Rennes I,
Campus de Beaulieu,

35402 Rennes Cedex, France
E-mail : guy.metivier@univ-rennes1.fr
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE


