Available online at www.sciencedirect.com

sc.ence@p.“w

—._COMPTES RENDUS

ELSEVIER C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003) 283-286

Géométrie différentielle

Sur la continuité de Holder du semi-groupe de la chaleur
sur les variétés coniques

Hong-Quan Li

Institut fir Angewandte Mathematik, Universitat Bonn, Wegelerstr. 6, 53115 Bonn, Allemagne
Regu le 28 avril 2003 ; accepté apres révision le 17 juin 2003

Présenté par Michéle Vergne

Résumé

Dans cette Note, on se propose d’abord d’étudier le noyau de la chalewsur les variétés coniques de dimension 2.
Ensuite, on raffine les estimations supérieurepdebtenues dans Li (Bull. Sci. Math. 124 (2000) 365-384) sur les variétés
coniques de dimensior3. Enfin, on étudie la continuité de Holder du semi-groupe de la chaleur sur les variétés coniques.
On trouve de nouveaux phénomenes sur les variétés coniques, surtout sur les variétés coniques de difansarer2cet
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Abstract

Holder continuity of the heat semigroup on conic manifolds. In this Note, we study initially the heat kernegl;, on conic
manifolds of dimension 2. Then, we improve the upper boung;asbtained in Li (Bull. Sci. Math. 124 (2000) 365—-384) on
conic manifolds of dimensiox3. Finally, we study the Holder continuity of the heat semigroup on conic manifolds. Some new
phenomenons are found on conic manifolds, in particular, on conic manifolds of dimensiorcige this article: H.-Q. Li,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
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1. Introduction

Si N est une variété riemannienne connexe de dimensioh, le cone suN, C(N), est la variétd0, +oo[ x N
munie de la métrique riemannienné’dr rgy, ol gy est la métrique riemannienne shit Dans cette Note, on
suppose toujours qu€ est compacte, sans bord et de dimengienl > 1. On donne une propriété de la courbure
de Ricci surC(N). Soient(r,, m,) € C(N), T¢,.m,)C(N) (resp. T,,N) I'espace tangent au poit,, m,) (resp.
m,). Paramétrons J, ,,,)C(N) par{x%; reR}® T, N. Soientt, e R, X, € T, N, alors

RiC(£,0/0r + X4, £,0/0r + X,) _ Ricy Xy, Xs) — (n — (X, Xo)N

(£00/0r + Xu, £00/0r + Xu) E2+r2(Xa, XulN

)
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ou Ricy est la courbure de Ricci su¥. En particulier, la courbure de Ricci sai(N) est minorée £0) si et
seulement si celle suy est> n — 2. Pour d’autres informations sur les variétés coniques, on pourra se reporter a
[3,4] et [8]; par exemple, on peut trouver la formule de la distance géodésiqueemtie (s., ms) € C(N) dans

[4] (p. 315) et une estimation du volume de la boule géodésique dans [8].

2. Estimations du noyau de la chaleur

SoientA le laplacien (négatif) su€(N), €2 (r > 0) le semi-groupe de la chaleur gt son noyau. Notons
{X;}jen les valeurs propres deAy, le laplacien positif suN, rangées par ordre croissant, chacune étant répétée
un nombre de fois égal & sa multiplicité. A chaque valeur prapmst associée une fonction progrenormalisée

de telle sorte que la suitg);};cn constitue une base hilbertienne fdé(N). On posev; = ,/(%)ZJH»,- et
v=,/ (”—52)2 — Ay. On peut écrirep, comme suit (voir par exemple [3] (p. 592), [13] (pp. 432—-433) et [8] (p. 374
etp. 376)) :

1

/—a/h a(l—a)]" " da ¢ (m); (m.)

0

e (- 54)2/(4r) T h(n 2)/2—v;

pi(sm), (52, m0)) = =g - r(2+vj)

T +00

W2 : . : :

_(s —s54)2/(41) 27””/2 |:/e—(1—005y)/(2h) CoSyv dy —sin(v) / e—(l+coshy)/(2h) e dy:| (m,my), (1)
0

oUuh= ;, (s, m), (sx,my) € C(N) ett > 0. Dans la suite, pour deux fonctiorfset g, on dit quef ~ g si et
seulement s'il existe une constante 0 telle quec™1 f < g < cf.
Dans [8] et [6], on a étudié les estimations gaussienngs dede son gradient sdt(N) ou N est de dimension

>2. 0On se propose ici d’étudier ce probléme dans le ca¥ @3t de dimension 1. Notre résultat principal est le :

Théoreme 2.1. Soit N une variété riemannienne compacte, sans bord, de dimedsidlotonsd(x, y) (resp.
dy(m,my)) la distance géodésique entre= (s, m) ety = (ss, my) € C(N) (resp.m etm,), alors
1 1 Sidy(m,my) <7
i, y) ~ = e w0 ( (dy(m,my) — )2
At
t/(s554)

1/2
) Sidy(m,my) > .

Pour montrer ce théoréme, il suffit d’utiliser (1) et les expressions explicites de esle €’ sinv sur les
variétés riemanniennes compactes de dimension 1. En effet, sur les variétés coniques de dimension 2, le noyau ¢
la chaleur est donné par une fonction assez simple ; on peut obtenir des estimat%mcm de|V p;|. Ontrouve
aussi une tres grande différence entre les variétés coniques de dimension 2 et les variétés riemanniennes complé
a courbures de Ricct0 : si M est une variété riemannienne compléte, sans bord, de dimension 2, a courbure de
Ricci non-négative, et 97 (z, x, y) (t > 0, x, y € M) désigne le noyau de la chaleur 3dr le théoréme de Li—Yau
(voir [11]) ditqu'on a :

VH(t, x,y)? 1 B]
IVH(, x, y)|* 9 o x <
H2(t,x,y) H(t, x,y) ot

et, par le théoréme de comparaison de Cheeger—Yau (voir [5]), on a:

SR

, Vt>0, Vx,ye M, (2)

H(t,x,y) > (4rt)"Ler®C0/GD w50 Vx,ye M,
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ou d(x, y) désigne la distance géodésique entreg € M. Mais, sur les variétés coniques de dimension 2, la
courbure de Ricci est nulle, on trouve que, quand,spR y dy (m, my) > 7, les deux estimations précédentes ne
sont plus valables sur(N). Voir [10] pour les détails.

Dans [8], on a étudié les estimations supérieures du noyau de la chaleur sur les variétés coniques de dimensic
plus grande ou égales a 3 : en utilisant le résultat de [7], on obtient une estimation supérigire dedont on
déduit celle dep; (x, y). En utilisant I'idée de la preuve du Théoréme 1.3 de [9], on peut exploiter directement la
formule (1) pour affiner I'estimation obtenue dans [8] et notre résultat principal est le théoréme suivant :

Théoréme2.2. SoitN une variété riemannienne compacte, sans bord, de dimensidn> 2. PourtoutO < y <1
fixé, il existe une constante(y) > 0 telle que:

. 42(x, y)\ /271
pi(x,y) < AGY) r‘"/ze—dz(x’”/<4’>(1+ @) . ¥i>0, Vx,yeC(N),

2 ) i .

On voit facilement quel + y — 1, lindice du facteur(1 + “&=2y»/2+r=1 est plus petit que celui obtenu
par Sikora dans le cadre des variétés riemanniennes satisfaisant certaines estimapiagnsxde(voir [14]).
Remarquons aussi qu'on a obtenu dans [6] des estimations inférieungs pleis précisément, il existe deux

constantes, A > O telles quep; (x, y) > eexp(—A@) pour toutx, y € C(N) et toutr > 0.

3. Lacontinuité de Holder du semi-groupe de la chaleur

Afin d’étudier la continuité de Holder dé%®(r > 0) sur les variétés coniques, on montre d’abord que les variétés
coniques sont stochastiquement complétes, c’est-a-dire que nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.1. Soit N une variété riemannienne compacte, sans bord, de dimensienl > 1. Notons
du la mesure riemannienne induite sur'(N). Alors, pour toutx € C(N) et tout: > 0, nous avons

o, e vy, duy = 1-

Si M est une variété riemannienne compléte de courbure de Ricci minoréekp@r > 0), notonsdy, la
distance induite et’@ (r > 0) le semi-groupe de la chaleur, alors on sait bien que (voir par exemple [1,2] et
[15] pour des résultats plus généraux) pour toute fonction convenable définké stitouts > 0, nous avons
1VE2ulll Lo ary < €N Vulll oo uy.-

On s’intéresse a savoir s'il y a une estimation similaire dans le cadre des variétés coniques. Plus généralemen
pour O< a < 1 fixé, si f est une fonction convenable défini sti(N), on définie|| f ||c= comme la norme de la
fonction %}ﬁ”'x{x # y}dansL*°(C(N) x C(N), du ® du) et on veut savoir s'il existe une constaute- 0
telle que :

|€2 Fllow < Allflice, Vf, Vi >0. "

Nous avons la réponse suivante :

Théoreme 3.2. Soit N une variété riemannienne compacte, sans bord et de dimensioh > 1. Notonsi, sa

premiére valeur propre non nulle, et = \/(“5%)2 + A1 — “52. Alors, il existe une constanté > 0 telle que(3)
est vraie pour toud < o < min(1, ) ; et poure, < 1 (c'est-a-dire,A1 < n — 1), il existe une fonction lisse a
support compact définie s@(N), f,, telle que||€? £, |lce = +o0, pour touts > 0 et toute, < o < 1.
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Enfin, pourr > 0 et 0< o < min(1, a,) fixés, on s'intéresse a savoir si 'opératetftr est borné d&.>°(C (N))
dansC*(C(N)) ={f; Il fllce < +o0}. On a le résultat suivant :

Théoréme 3.3. SoientN eta, comme dans le Théoréme2. Alors, il existe une constanté > 0 telle que pour
tout0 < o < mMin(1, o) fixé, on al|€2 flce < At~%?|| fllo0, pour toutef € L™ et toutr > 0.

Remarquons que dans le casi@st de dimension—1 > 2 avech; < n— 1, par le théoréme de Lichnerowicz
(voir [12]), la courbure de Ricci su¥ n’est pas minorée par— 2, donc celle su€(N) n’est pas minorée. Lidée
principale de la preuve des Théorémes 3.2 et 3.3 est comme suit : dans le)gas au- 1, les démonstrations
des Théorémes 3.2 et 3.3 sont plutdt élémentaires, il suffit d’utiliser les estimatignsedale |V p;|. Dans le
cas our; < n — 1, les estimations d@; et de|Vp;| semblent étre insuffisantes pour montrer directement les
Théoremes 3.2 et 3.3, on doit utiliser encore (1), le développement en sérjeldis démonstrations détaillées
seront présentées dans [10].
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