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Résumé

Nous présentons ici un exemple de champ de vecteurs plan dépendant du temps, borné à divergence nulle, et u
non nulle bornée du problème de Cauchy homogène pour l’équation de transport associée.Pour citer cet article : N. Depauw,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Non uniqueness of bounded solutions for someBV outside a hyperplane vector field.We present here an example
a plane time-dependent bounded divergence-free vector field and a bounded non-zero solution of the homogeneo
problem for the associated transport equation.To cite this article: N. Depauw, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

On considère un champ de vecteursa :R × R
d → R

d borné à divergence nulle. On se pose la question
l’unicité des solutionsu :R × R

d → R bornées de l’équation de transport

∂tu+ ∂x · (au)= 0 (T)

avec la condition de Cauchyu(t, x)= 0 pourt = 0.
Di Perna et Lions [5] ont montré que si les dérivées dea sont localement intégrables (i.e.,a ∈W1,1

loc ) alorsu
est nulle (donc unique). Colombini et Lerner [2] ont montré que siu est positive alors elle est nulle. Ils ont éten
l’argument de [5] au cas ou les dérivées dea sont des mesures (i.e.,a ∈ BV loc) etu est continue. Plus récemmen
ils ont montré que pouru seulement bornée, on a encore l’unicité sia estconormal BV hors d’un ferméE de
mesure de Hausdorff (de codimension 1) nulle :Hd (E)= 0.

On propose ici un exemple de champ de vecteursa conormalBV hors de{0} × R
d et une solutionu bornée non

nulle de (T), nulle sur{t < 0}.

Adresse e-mail : nicolas.depauw@math.univ-nantes.fr (N. Depauw).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00330-3
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L’esprit de la construction est proche d’un exemple dû à Aizenman [1], mais plus explicite. Signalons au
que Colombini et Rauch ont revisité en détail l’exemple d’Aizenman dans [4]. Nous donnons d’abord le p
général de la construction et les estimations qui en découlent. Puis nous donnons les détails précis, et
temps nous calculons le flot.

On posea(t, x) := 0 pourt < 0 ou t > 1, eta(t, x) := b(2jx) pour t ∈ Ij := 2−j (1
2,1) avecj ∈ N. Le champ

b :Rd → R
d est choisi à divergence nulle,Z

d -périodique :b(x + k) = b(x) pour toutx ∈ R
d et k ∈ Z

d , et dans
BV loc(R

d). On noteQ := (−1
2,

1
2)
d le cube unité centré en 0 et‖m‖M(�Q) la variation totale d’une mesure de Rad

m sur �Q := [−1
2,

1
2]d . Alors on obtient

‖a‖L∞ = ‖b‖L∞,

∀ppt ∈ Ij ,
∥∥a(t)∥∥

L1(Q)
= 2−jd‖b‖L1(2jQ) = ‖b‖L1(Q) ;

∀ppt ∈ Ij , 2j‖∂xb‖M(Q) �
∥∥∂xa(t)∥∥M(�Q) � 2j‖∂xb‖M(�Q) ;

‖∂t,xa‖M(Īj×�Q) � B := 1

2
‖∂xb‖M(�Q) + 2‖b‖L1(Q),

‖∂t,xa‖M(Ij×�Q) � B ′ := 1

2
‖∂xb‖M(Q).

Les deux dernières lignes assurent queX est à coefficient dansBV loc(R
∗ × R

d) et que, quandt = 2−j tend vers 0,
‖∂t,xa‖M([t,1]×�Q) est majoré par−B ln2(t) et minorée par−B ′ ln2(t).

À partir de maintenant, on fixed = 2. NotonsΛ := Z(1
2,

1
2)+ Z(−1

2,
1
2) le réseau engendré par les coins deQ,

et

b(x) :=
∑
k∈Λ

c(x − k),

c := ∇⊥V,

V (x) := 2

[
min

(
1

4
,max

(|x1|, |x2|
))]2

.

Le champc :R2 → R
2 estL∞ ∩ BV. En effetc(x) = (−4x2,0) sur |x1| < |x2| < 1

4 et c(x) = (0,4x1) sur
|x2|< |x1|< 1

4 et son support est12 �Q. Sa divergence est nulle puisque c’est l’orthogonal d’un gradient. On retr
cela en remarquant qu’il est affine par morceaux sur des triangles avec continuité de la composante norma
bords. Sans perdre en généralité, on définit ponctuellementc= 0 sur le bord{max(|x1|, |x2|)= 1

4} du support.
En coordonnées polairescarrées (r, θ), où r = 2 max(|x1|, |x2|) et θ représente l’abscisse curviligne du po

1
r
x le long du carré∂Q = {r = 1} (dansR/4Z et compté à partir du point(1

2,0)), le flot au tempst s’écrit
(r, θ) �→ (r, θ + 2t) si r < 1

2 et (r, θ) �→ (r, θ) si r � 1
2. En effet, le champ est autonome, 1-homogène dans1

2Q et
quand on se rapproche par l’intérieur du bord de1

2Q, qui est de longueur 2, la vitesse|c| tend vers 1.
Le flot au temps12 de ce champ autonome vaut

– la rotation d’angleπ/2 sur le carré1
2Q ;

– l’identité hors de1
2Q.

Revenons àb, en remarquant que les carrésk+ 1
2Q, k décrivantΛ, sont disjoints et se touchent par leurs coi

comme les cases noires d’un damier. On peut donc définir son flot, à partir de celui dec.
Alors le flot au temps12 deb(x) vaut
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– la rotation de centrek et d’angleπ/2 sur le carrék + 1
2Q, k décrivantΛ ;

– l’identité hors de
⋃
k∈Λ(k + 1

2Q).

On peut maintenant vérifier qu’en dehors deΣ := {t = 0}, a estC1 par morceaux, les morceaux étant d
polyèdres cylindriques à base triangulaire. Donca y est conormalBV au sens de [3]. MaisΣ est de mesureHd
non nulle, mais cependant localement finie.

On définit le flot dea pour les temps positifs en raccordant les flots des champsx �→ a(t, x) = b(2jx) sur
t ∈ Ij et le flot trivial (du champs nul) surt > 1. Commea n’est pas autonome, on obtient ainsi une fonct
Ψ :R ×D→D avecD := {t > 0} × R

2.
Pour tout(t, x) ∈ D, l’applications �→ (τ (s), ξ(s)) := Ψ (s, (t, x)) (définie pours > −t) vérifie τ (s) = t + s

et ξ(s) = x + ∫ s
0 a(τ(s

′), ξ(s′))ds′. D’une part‖ξ‖Lip � ‖a‖L∞ et on peut donc la prolonger às = −t . D’autre
part siφ estC1(R × R

2) alors s �→ φ(Ψ (s, (t, x))) est Lipschitz et pour presque touts > −t sa dérivée vau
(∂tφ + a · ∂xφ)(Ψ (s, (t, x))).

Pour touts >−t , Ψ (s, ·) induit une bijection de{t}×R
2 dans{t + s}×R

2 qui préserve la mesure de Lebesg
surR2 : pourφ dansL1({t + s} × R

2), on a l’égalité
∫

R2 φ(Ψ (s, (t, y))dy = ∫
R2 φ(t + s, x)dx.

3. La fonction u

On définit des fonctionsZ2-périodiquesuj ∈ L∞(R2) paru0(x) := sign(x1x2) surQ etuj (x) := (−1)ju0(2j x).
On définitu ∈L∞(R × R

2) paru(t, x)= u0(y) si (t, x)= Ψ (s, (1, y)) pourt > 0 et paru(t, x)= 0 pourt < 0.
Puisque le flot au temps12 deb transporteu1 suru0, la construction assure queu(2−j , x)= uj (x). L’application

t �→ u(t, ·) est continue surR à valeur dansL∞ faible-∗. En effet surt > 0 cela découle de la définition deu à
l’aide deu0 parΨ et de la conservation de la mesure : l’application qui àt associe∫

R2

u(t, x)φ(t, x)dx =
∫

R2

u0(y)φ
(
Ψ

(
t − 1, (1, y)

))
dy

est continue par convergence dominée siφ ∈ Cc(R2) est indépendante det , et même, par densité, siφ ∈ L1(R2).
Par un raisonnement semblable, lesuj tendent vers 0 dansL∞ faible-∗ assurant la continuité ent = 0.

Justifions queu est solution faible de (T) surR × R
2 en testant contre une fonctionφ ∈ C1

c : on veut calculer∫
R

∫

R2

−(∂tφ + ∂xφ · a)udx dt .

Fig. 1. Det = 1
2 à t = 1. Sur cette figure, on peut voir au centre le champ de vecteura(t, x)= b(x) pourt ∈ I0 = ( 1

2 ,1). À droite on a représent

en niveau de gris la fonctionu à l’instantt = 1 : en gris la zone où elle vaut−1 et en blanc celle où elle vaut+1. À gauche, on a représenté
la même façonu à l’instantt = 1

2 .
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L’intégrale surt < 0 est nulle et compte tenu des bornes suru, a, les dérivées et le support deφ, il suffit de calculer
la limite, quandτ → 0 de l’intégrale (ent) sur {t > τ }. Pour exploiter la définition deu et les propriétés deΨ
notons(t, ξ(t, y))= Ψ (t − 1, (1, y)). Alors l’intégrale à calculer vaut∫

t>τ

∫

R2

−(∂tφ + a · ∂xφ)
(
t, ξ(t, y)

)
u0(y)dy dt =

∫

R2

(
−

∫
t>τ

∂t
(
φ
(
t, ξ(t, y)

))
dt

)
u0(y)dy

=
∫

R2

φ
(
τ, ξ(τ, y)

)
u0(y)dy =

∫

R2

φ(τ, x)u(τ, x)dx.

Cela tend vers 0 puisqueu tend vers 0 dansL∞ faible-∗ etφ est continue en temps à valeurs dansL1(R2).

4. Conclusion

On a obtenu ici un exemple explicite qui contredit une conjecture trop naïve selon laquelle une borne es
sur les coefficients du champ et sur sa divergence impliqueraient l’unicité des solutions bornées de l’é
de transport. Mais l’exemple ne contredit cependant pas la conjecture plus raisonnable où l’on suppose
le champBV . Notons, par rapport au théorème d’unicité de Colombini et Lerner [3] que notre champ e
conormalBV en dehors det = 0 qui est de mesure de Hausdorff (de codimension 1) localement finie, ma
nulle.
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