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Résumé

En utilisant l’existence et l’unicité de la solutionC1 semi-globale du problème mixte avec des conditions aux limites
linéaires générales pour les systèmes hyperboliques quasi linéaires avec valeurs propres nulles, on présente une m
mettant d’établir la contrôlabilité exacte frontière pour les équations des ondes quasi linéaires unidimensionnelles
conditions aux limites de différents types.Pour citer cet article : T.T. Li, L.X. Yu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Exact boundary controllability for 1-D quasilinear wave equations. By means of the existence and uniqueness of se
global C1 solution to the mixed initial-boundary value problem with general nonlinear boundary conditions for first
quasilinear hyperbolic systems with zero eigenvalues, we present a unified method to establish the exact boundary con
for 1-D quasilinear wave equations with boundary conditions of different types.To cite this article: T.T. Li, L.X. Yu, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Consider the quasilinear wave equation

utt −
(
K(u,ux)

)
x

= F(u,ux,ut ), (0.1)

whereK = K(u,v) ∈ C2, F = F(u, v,w) ∈ C1 such thatKv(u, v) > 0 andF(0,0,0) = 0. For any one of the
following boundary conditions onx = 0 [resp. onx = 1]

x = 0: u= h(t) [resp. x = 1: u= h̄(t)], (0.2)1 [resp. (0.3)1]

x = 0: ux = h(t) [resp. x = 1: ux = h̄(t)], (0.2)2 [resp. (0.3)2]
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e

ante.

t

x = 0: ux − αu= h(t) [resp. x = 1: ux + βu= h̄(t)], (0.2)3 [resp. (0.3)3]

x = 0: ux − ᾱut = h(t) [resp. x = 1: ux + β̄ut = h̄(t)], (0.2)4 [resp. (0.3)4]

whereα, ᾱ, β andβ̄ are positive constants, by means of a unified method, we get

Theorem 0.1. Let T > 1/
√
Kv(0,0). For any given initial state(ϕ,ψ) and final state(Φ,Ψ ) with small

C2[0,1] × C1[0,1] norm, there exist boundary controlsh(t) and h̄(t) with smallC2[0, T ] norm (for (0.2)1 and
(0.3)1) or smallC1[0, T ] norm (for (0.2)2–(0.2)4 and (0.3)2–(0.3)4), such that the mixed problem for Eq.(0.1)
with the initial condition

t = 0: u= ϕ(x), ut =ψ(x), 0 � x � 1, (0.4)

and the boundary conditions(0.2)and (0.3)admits a uniqueC2 solutionu = u(t, x) with smallC2 norm on the
domainR(T )= {(t, x) | 0� t � T , 0 � x � 1}, which verifies the final condition

t = T : u=Φ(x), ut = Ψ (x), 0� x � 1. (0.5)

Theorem 0.2. Let T > 2/
√
Kv(0,0) and ᾱ = 1/

√
Kv(0,0) in (0.2)4. For any given initial state(ϕ,ψ) and final

state(Φ,Ψ ) with smallC2[0, T ] × C1[0, T ] norm and any given functionh(t) with smallC2[0, T ] norm (for
(0.2)1) or smallC1[0, T ] norm(for (0.2)2–(0.2)4) such that the conditions ofC2 compatibility are satisfied at th
points(0,0) and(T ,0) respectively, there exists a boundary controlh̄(t) with smallC2[0, T ] norm(for (0.3)1) or
smallC1[0, T ] norm (for (0.3)2–(0.3)4), such that the mixed problem(0.1), (0.4)and (0.2), (0.3)admits a unique
C2 solutionu= u(t, x) with smallC2 norm onR(T ), which verifies(0.5).

1. Introduction et résultats principaux

On considère l’équation des ondes quasi linéaire unidimensionnelle

utt −
(
K(u,ux)

)
x

= F(u,ux,ut ), (1)

où K = K(u,v) est une fonctionC2 satisfaisantKv(u, v) > 0 etF = F(u, v,w) est une fonctionC1 telle que
F(0,0,0)= 0.

En prenant les conditions aux limites suivantes enx = 0 et enx = 1 :

x = 0: u= h(t), (2)

x = 1: ux = h̄(t), (3)

oùh(t) est de classeC2 et h̄(t) de classeC1, on peut établir la contrôlabilité exacte frontière locale correspond

Théorème 1.1. SoitT > 1/
√
Kv(0,0). Si les normesC2[0,1] × C1[0,1] de (ϕ,ψ) et (Φ,Ψ ) sont suffisammen

petites, il existe des contrôles frontièresh et h̄ avec normesC2[0, T ] (pour h) et C1[0, T ] (pour h̄) petites, tels
que le problème mixte de l’Éq.(1) avec la condition initiale

t = 0: u= ϕ(x), ut =ψ(x), 0 � x � 1, (4)

et les conditions aux limites(2) et (3) admette une unique solutionu = u(t, x) avec une normeC2 petite sur le
domaineR(T )= {(t, x) | 0� t � T , 0� x � 1}, qui vérifie la condition finale

t = T : u=Φ(x), ut = Ψ (x), 0� x � 1. (5)
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Théorème 1.2. SoitT > 2/
√
Kv(0,0). Si les normesC2[0,1]×C1[0,1] de(ϕ,ψ) et (Φ,Ψ ) et la normeC2[0, T ]

deh sont suffisamment petites et les conditions de compatibilitéC2 aux points(0,0) et (T ,0) sont satisfaites, i
existe un contrôle frontièrēh avec normeC1[0, T ] petite, tel que le problème mixte(1), (4) et (2), (3) admette
une unique solutionu= u(t, x) avec normeC2 petite sur le domaineR(T )= {(t, x) | 0 � t � T , 0 � x � 1}, qui
vérifie(5).

Remarque 1. En utilisant la même méthode, le même type de résultats s’étend au cas où l’on pren
quelconque des conditions aux limites suivantes enx = 0 [resp.x = 1] :

x = 0: u= h(t) [resp. x = 1: u= h̄(t)], (6)1 [resp. (7)1]

x = 0: ux = h(t) [resp. x = 1: ux = h̄(t)], (6)2 [resp. (7)2]

x = 0: ux − αu= h(t) [resp. x = 1: ux + βu= h̄(t)], (6)3 [resp. (7)3]

x = 0: ux − ᾱut = h(t) [resp. x = 1: ux + β̄ut = h̄(t)], (6)4 [resp. (7)4]

oùα, ᾱ, β et β̄ sont des constantes positives,h(t) et h̄(t) sont de classeC2 pour (6)1 et (7)1 ou de classeC1 pour
(6)2–(6)4 et (7)2–(7)4, mais dans le Théorème 1.2 on doit supposer que

ᾱ = 1√
Kv(0,0)

. (8)

Remarque 2. Dans le cas spécial oùK etF ne dépendent pas deu et on prend la condition aux limites (6)1 ou (6)3
enx = 0, le Théorème 1.2 a été démontré dans [2] et [5], mais la méthode employée ne peut pas être app
cas général.

Remarque 3. La conclusion des Théorèmes 1.1 et 1.2 est encore valable, siux est remplacé parK(u,ux) dans les
conditions aux limites (6)2–(6)4 et (7)2–(7)4 et si, au lieu de (8), on suppose queᾱ = √

Kv(0,0).

2. Réduction

Soientv = ux, w = ut . L’Éq. (1) peut être réduite au système strictement hyperbolique suivant

ut =w,

vt −wx = 0,

wt −Kv(u, v)vx = F(u, v,w)+Ku(u, v)v
déf.= F̃ (u, v,w)

(9)

avec trois valeurs propres réellesdx
dt = λi (i = 1,2,3), où

λ1 = −√
Kv(u, v) < λ2 = 0< λ3 = √

Kv(u, v), (10)

ou bien au système strictement hyperbolique suivant

ux = v,

vx − 1

Kv(u, v)
wt = − F̃ (u, v,w)

Kv(u, v)

déf.= ˜̃F(u, v,w),
wx − vt = 0

(11)

avec trois valeurs propres réellesdt
dx = µi

déf.= 1
λi
(i = 1,2,3). En outre, on a les mêmes vecteurs propres à ga

pour (9) et (11) :

l1 = (
0,

√
Kv,1

)
, l2 = (1,0,0), l3 = (

0,−√
Kv,1

)
. (12)
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Soient

vi = li(U)U (1 = 1, 2, 3), (13)

oùU = (u, v,w)T. La condition aux limites (2) peut être écrite sous la forme suivante

x = 0: v1 + v3 = 2h′(t). (14)

Lemme 2.1. Si U = U(t, x) = (u(t, x), v(t, x),w(t, x))T est une solutionC1 du système(9) [resp. (11)] sur le
domaineD = {(t, x) | t1 � t � t2, x1 � x � x2}, telle que

t = t1 (ou t2): ux(t, x)= v(t, x), x1 � x � x2

[resp. x = x1 (oux2): ut (t, x)=w(t, x), t1 � t � t2], (15)

alors

ux = v [resp. ut =w] surD, (16)

doncU = U(t, x) est une solutionC1 du système(11) [resp.(9)] et u = u(t, x) est une solutionC2 de l’Éq. (1)
surD.

3. Solution C1 semi-globale pour les systèmes hyperboliques quasi linéaires avec valeurs propres nulles

On considère le système hyperbolique quasi linéaire

ut +A(u)ux = F(u), (17)

où u = (u1, . . . , un)
T, F (u) = (f1(u), . . . , fn(u))

T est une fonction régulière deu telle queF(0) = 0 etA(u)=
(aij (u)) est une matricen × n de fonctions régulières deu, telle que sur le domaine considéré,A(u) possèden
valeurs propres réelles :

λp(u) < λq(u)≡ 0< λr(u) (p = 1, . . . , l; q = l + 1, . . . ,m; r =m+ 1, . . . , n) (18)

et un ensemble complet de vecteurs propres à gaucheli (u)= (li1(u), . . . , lin(u)) (i = 1, . . . , n).
Soient

vi = li(u)u (i = 1, . . . , n). (19)

On donne la condition initiale

t = 0: u= ϕ(x), 0 � x � 1, (20)

et les conditions aux limites

x = 0: vr =Gr(t, v1, . . . , vl, vl+1, . . . , vm)+Hr(t) (r =m+ 1, . . . , n), (21)

x = 1: vp =Gp(t, vl+1, . . . , vm, vm+1, . . . , vn)+Hp(t) (p = 1, . . . , l), (22)

où, sans perte de généralité, on suppose que

Gr(t,0, . . . ,0)≡Gp(t,0, . . . ,0)≡ 0 (r =m+ 1, . . . , n; p = 1, . . . , l). (23)

Lemme 3.1. Soientlij (u), λi(u), fi(u), Gr(t, ·), Gp(t, ·), Hr(t), Hp(t) (i, j = 1, . . . , n; r =m+1, . . . , n; p =
1, . . . , l) et ϕ(x) des fonctions de classeC1 sur leurs domaines de définition. Supposons(18), (23) et F(0) = 0.
Supposons de plus que les conditions de compatibilitéC1 sont satisfaites aux points(0,0) et (0,1). Alors, pour
tout T0 > 0, le problème mixte(17) et (20)–(22) admet une unique solutionu= u(t, x) avec normeC1 petite sur
le domaineR(T0)= {(t, x) | 0 � t � T0, 0� x � 1}, pourvu que les normes‖ϕ‖C1[0,1] et‖(Hr,Hp)‖C1[0,T0] (r =
m+ 1, . . . , n; p = 1, . . . , l) soient suffisamment petites(dépendant deT0).
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4. Démonstration des Théorèmes 1.1 et 1.2

Comme dans [2–4], pour démontrer les Théorèmes 1.1 et 1.2, il suffit d’établir les lemmes s
respectivement.

Lemme 4.1. Sous les hypothèses du Théorème1.1, l’Éq. (1) admet une solutionu= u(t, x) avec normeC2 petite
sur le domaineR(T ), qui satisfait aux conditions(4) et (5).

Lemme 4.2. Sous les hypothèses du Théorème1.2, l’Éq. (1) avec la condition aux limites(2) enx = 0 admet une
solutionu= u(t, x) avec normeC2 petite sur le domaineR(T ), qui satisfait aux conditions(4) et (5).

Ci-dessous, on donne les grandes lignes de la démonstration du Lemme 4.2. La démonstration du Le
est similaire (cf. [1] et [3,4]).

D’après la définition deT , il existeε0 > 0 tel que

T > max
|U |�ε0

2√
Kv(u, v)

déf.= 2T1. (24)

(i) D’abord, on considère le problème mixte I (resp. II) du système (9) avec la condition initiale

t = 0: U =U0(x)
déf.= (

ϕ(x),ϕ′(x),ψ(x)
)
, 0 � x � 1[

resp. t = T : U =UT (x)
déf.= (

Φ(x),Φ ′(x),Ψ (x)
)
, 0� x � 1

]
(25)

et la condition aux limites (14) sur 0� t � T1 [resp.T − T1 � t � T ] et

x = 1: v1 = f1(t), 0� t � T1 [resp. x = 1: v3 = f3(t), T − T1 � t � T ], (26)

où lesvi (i = 1,2,3) sont définies par (13), la fonctionf1 [resp.f3] est arbitraire, de normeC1[0, T1] [resp.
C1[T − T1, T ]] petite, et satisfait les conditions de compatibilitéC1 au point(0,1) [resp.(T ,1)].

Grâce au Lemme 3.1, le problème I [resp. II] admet une unique solutionC1 semi-globaleU =U(1)(t, x) [resp.
U = U(2)(t, x)] avec normeC1 petite, en particulier,|U(1)(t, x)| � ε0 [resp. |U(2)(t, x)| � ε0], sur le domaine
{(t, x) | 0 � t � T1, 0 � x � 1} [resp.{(t, x) | T − T1 � t � T , 0 � x � 1}]. Donc, on peut déterminer les valeu
deU enx = 0 pourU =U(1)(t, x) [resp.U =U(2)(t, x)] :

x = 0: U = a(t)
déf.= (

a1(t), a2(t), a3(t)
)T
, 0 � t � T1[

resp. x = 0: U = b(t)
déf.= (

b1(t), b2(t), b3(t)
)T
, T − T1 � t � T

]
. (27)

Les normesC1 dea et b sont suffisamment petites et

a′
1(t)= a3(t), 0 � t � T1 [resp. b′

1(t)= b3(t), T − T1 � t � T ]. (28)

(ii) Maintenant, on change l’ordre des variablest, x et on considère le problème mixte du système (11) ave
condition initiale

x = 0: U = c(t), 0 � t � T , (29)

et les conditions aux limites

t = 0: v3 = l3
(
U0(x)

)
U0(x), 0 � x � 1, (30)

t = T : v1 = l1
(
UT (x)

)
UT (x), 0 � x � 1, (31)
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oùU0(x) etUT (x) sont données par (25), lesvi (i = 1,2,3) sont définies par (13) etc(t) = (c1(t), c2(t), c3(t))
T

est une fonction de normeC1[0, T ] petite, satisfaisant à la condition aux limites (14) sur 0� t � T , telle que

c(t)=
{
a(t), 0 � t � T1,

b(t), T − T1 � t � T
et c′

1(t)= c3(t), 0 � t � T . (32)

D’après le Lemme 2.1, les conditions de compatibilitéC1 aux points (0,0) et(T ,0) sont satisfaites. Grâce
nouveau au Lemme 3.1, le problème (11) et (29)–(31) admet une unique solutionC1 semi-globaleU =U(t, x) de
normeC1 petite, en particulier,|U(t, x)| � ε0, sur le domaineR(T )= {(t, x) | 0� t � T , 0 � x � 1}.

(ii) Au vu du Lemme 2.1,U = U(t, x) et U = U(1)(t, x) vérifient le système (11), la condition intitiale (2
sur 0� t � T1 et la condition aux limites (30). D’après l’unicité de solutionC1 (voir [6]), on en déduit que
U(t, x)≡ U(1)(t, x) sur le domaine{(t, x) | 0 � t � T1(1 − x), 0 � x � 1}. En particulier, on obtient la premièr
condition dans (25). D’une manière similaire, on obtient la deuxième condition dans (25).

Grâce au Lemme 2.1,u= u(t, x) est une solutionC2 de l’Éq. (1) sous la forme requise par le Lemme 4.2.

Références

[1] T.T. Li, Y. Jin, Chinese Ann. Math. Ser. B 22 (2001) 325–336.
[2] T.T. Li, B.P. Rao, Chinese Ann. Math. Ser. B 23 (2002) 209–218.
[3] T.T. Li, B.P. Rao, SIAM J. Control Optim. 41 (2003) 1748–1755.
[4] T.T. Li, B.P. Rao, Y. Jin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 333 (2001) 219–224.
[5] T.T. Li, Y.L. Xu, Local exact boundary controllability for nonlinear vibrating string equations, Internat. J. Modern Phys. B., in prepa
[6] T.T. Li, W.C. Yu, Boundary Value Problems for Quasilinear Hyperbolic Systems, in: Duck University Mathematics Series, Vol. V, 1


