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Résumé

Nous donnons un critère géométrique pour qu’une relation d’équivalence (à classes dénombrables) préservant une
probabilité ait la propriété (T) de Kazhdan, généralisant ainsi un résultat analogue de théorie géométrique des grouPour
citer cet article : M. Pichot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Simplicial conditions for rigidity of type II 1 equivalence relations.We give a geometric criterion for a probability measu
preserving equivalence relation with countable classes to have Kazhdan’s property (T). This generalizes a similar th
geometric group theory.To cite this article: M. Pichot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

1. The ideas and concepts recently introduced by Gromov [8] in geometric group theory have led to a ne
as elegant as short, of the following theorem.

Theorem.Let Γ be a finitely presented group andT = 〈S,R〉 be a finite triangular presentation ofΓ , such that
e /∈ S andS = S−1. Suppose that the linkL ofT is connected and that the first positive eigenvalue of(the Laplacian
on) L is > 1/2. ThenΓ has Kazhdan’s property(T).

This proof has been presented by Ghys in [7]. In this Note we adapt it to type II1 measured equivalence relation

2. We refer to [14] for details on the theorem and its history. It is inspired by the work of Garland [6] w
main feature was to show the vanishing of certain cohomology groups associated with Bruhat–Tits buildin
consequences concerning property (T) have then been obtained independently by Ballman andŚwia̧tkowski [2],
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Pansu [11] anḋZuk [16]. The previous statement appeared in [2] and [16]. Note that before [7], proofs were
on Guichardet’s lemma (that is, “FH ⇒ (T )”), showing that every isometric action on an Hilbert space ha
fixed point (“FH property”) – one could also follow this approach in the equivalence relations case. Let us
mention that, as shown by Gromov, a fixed point property much more general thanFH is satisfied for groups
considered in the theorem, cf. [8, §3].

3. Let us first recall the definition of property (T) for equivalence relations. LetR be a (countable classe
measured equivalence relation on a standard Borel spaceX, with quasi-invariant probability measureµ. (We refer
to the foundational paper [4] for an introduction to the subject.) Define property (T) formally in the same w
in the group case:

Definition. R is said to haveKahzdan’s property(T) if every representation weakly containing the triv
representation strongly contains it, i.e., has nontrivial invariant vector fields.

Recall that if H is a measurable field of Hilbert spaces with base spaceX (cf. [3]), a representationof
R in H is given by a family of unitary operatorsπ(x, y) :Hy → Hx , (x, y) ∈ R, satisfying the compositio
properties thatπ(x, x) = Id andπ(x, z) = π(x, y)π(y, z) ν-almost surely (whereν is the measure onR defined
by ν(A) = ∫

X #Ax dµ(x), with Ax = A ∩ ({x} × X)) and the following measurability condition: given tw
measurable vector fieldsξ, η :X → H , the map(x, y) �→ 〈π(x, y)ξy |ηx〉x is measurable. We say thatξ is invariant
if π(x, y)ξy = ξx for almost every(x, y) ∈ R. The Definition of “weak containment” is the object of the ne
paragraph.

Property (T) has been introduced by Kazhdan in 1967 for discrete and Lie groups [9]. A definiti
equivalence relations has been given by Moore [10], and an intermediate definition in terms of actions of
groups by Zimmer [15].

4. A vector fieldξ :X → H is said to be(ε,F )-invariant if ‖π(x, y)ξy − ξx‖ � ε almost surely onF ⊂ R; a
sequenceξn :X → H of (εn,Fn)-invariant vector fields is said to bealmost invariantif εn → 0 andν1(Fn) → 1
for any probability measureν1 on R equivalent toν. Each of the properties (i)–(iv) in the following propositio
provides a definition of the notion of almost invariant sequence ofunitary vector fields (the main feature being
avoid mass dispersion whenn → ∞. It is easy to see, e.g., that if we omit the hypothesis‖ξn‖∞ � M in definition
(iv) below, then every representation would admit almost invariant unitary fields).

Proposition. LetR be a measured equivalence relation. The following properties are equivalent.

(i) [Zimmer] For all (or one) actions of a discrete groupΓ producingR, for all ε > 0 and finite subsetK of Γ ,
there existsξ ∈ L∞(X,H), ‖ξ‖∞ = 1, such that for allγ ∈ K, µ{|〈π(x, γ x)ξγ x|ξx〉 − 1| � ε} � ε.

(ii) [Moore] There exists a sequenceξn of almost invariant measurable vector fieldsX → H such that‖ξn
x ‖ = 1

for almost everyx ∈ X.
(iii) [L∞] There exists a sequenceξn ∈ L∞(X,H) of almost invariant measurable vector fields such t

‖ξn‖∞ = 1 and for all δ < 1, there existsδ′ > 0 such thatµ{‖ξn
x ‖ � δ} � δ′.

(iv) [Lp , 1 � p < ∞] There exists a sequenceξn ∈ L∞(X,H) of almost invariant measurable vector fields su
‖ξn‖p = 1 and‖ξn‖∞ � M for a fixedM.

With definition (iv) one can use standard arguments in property (T) theory to show that every relation o
by a Borel measure preserving action of a Kazhdan group has property (T), and that the converse is tr
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action is assumed to be free [12]. This result was first obtained by Zimmer [15] (under “weak mixing” add
assumption) and then by Popa [13, Theorem 4.1.7.].

5. We now recall the proof of the theorem, in the group case. Observe that concepts introduced by Gro
implicit in our presentation – details can be found in [8] and [7]; moreover we consider only the case of o
Γ in H (instead of more general equivariant maps toH ).

First some definitions. Thelink of T = 〈S,R〉 is the finite graph with vertices the generatorsS and edges
the triangles inT , i.e., the couples(s, s′) such thats−1s′ ∈ S. We assume that the link is connected. L
π :Γ → U(H) be a unitary representation ofΓ . Therandom walk operatoronΓ with coefficients inπ is defined
byM = 1

τ

∑
S τ (s)π(s) and theLaplacianonL by∆Lf (s) = f (s)− 1

τ (s)

∑
s ′∼s f (s′), wheref is a function from

S to H , τ (s) the valence ofs in the link,∼ the adjacency relation andτ = ∑
s τ (s) is the number of triangles inT .

We denote byλ1 the first positive eigenvalue of∆L (which is easily seen to be independant ofπ ).
Let ξ ∈ H be a unit vector. By hypothesis for allf :S → H such that

∑
S f (s)τ (s) = 0, we have〈∆Lf |f 〉1 �

λ1〈f |f 〉1, where 〈f |g〉1 = 1
τ

∑
S〈f (s)|g(s)〉τ (s). Let us takef : s �→ π(s)ξ − Mξ . Easy computations giv

〈f |f 〉1 = 1 − 〈M2ξ |ξ〉 and 〈∆Lf |f 〉1 = 1 − 1
τ

∑
s

∑
s ′∼s〈π(s′)ξ |π(s)ξ〉. Now the last equality amounts t

〈∆Lf |f 〉1 = 1 − 〈Mξ |ξ〉 by a change of variables (summing on the edgess−1s′ ∈ S in the triangles(s′, s)).
But Mξ is the barycenter inH of the pointsπ(s)ξ , soMξ = ξ ⇔ 〈Mξ |ξ〉 = 1. Suppose thatπ does not contain
invariant vectors. Since〈M2ξ |ξ〉 � 〈Mξ |ξ〉2, we obtain〈Mξ |ξ〉 � 1/λ1 − 1 < 1. Thus every vector in the un
sphere is contracted byM at least by a factor 1/λ1 − 1 and none of them can be almost invariant.✷

An adaptation of this proof to the type II1 equivalence relations case is presented in the French version.

1. Préliminaires

SoitX un espace borélien standard. Une relation d’équivalence à classes dénombrables surX est diteborélienne
si elle constitue une partie borélienne deX × X. Nous renvoyons à [4] pour une introduction détaillée. Rappe
simplement qu’étant données une mesureµ et une relation borélienneR surX, on peut définir deux mesures s
R par les formulesν(A) = ∫

X #Ax dµ(x) et ν̃(A) = ∫
X #Ay dµ(y) (Ax = A ∩ ({x} × X), Ay = A ∩ (X × {y})).

On dit alors queR quasi-préserve(resp.préserve) µ si ν et ν̃ sont absolument continue (resp. siν = ν̃).

Définition 1.1. Une relation d’équivalence mesuréeest la donnée d’un borélien standardX, d’une relation
borélienneR sur X, et d’une mesure de probabilité quasi-préservéeµ. Si µ est invariante et si presque tout
les classes sont infinies, on dira queR estde typeII1.

2. Triangulation des orbites d’une relation

Soit R une relation d’équivalence mesurée. On appellefamille mesurable de triangles non orientés surR
une partie borélienne symétrique de triplets de points deX distincts etR-équivalents. À une telle familleT est
naturellement associée une « lamination » de dimension 1 et de transversaleX : une arête est présente entrex et
y si et seulement si(x, y) se complète en un triangle(x, y, z) ∈ T . Les feuilles de cette lamination définissena
priori surX une sous-relation deR et on dit queT est unetriangulation deR s’il s’agit de la même relation
(Ce type de structure est couramment utilisé depuis une vingtaine d’années, cf. [1,5] par exemple.)

On dira qu’une triangulation estfinie si la valence en chaque pointx ∈ X est uniformément majorée par u
constanteτ < ∞. Comme par définition chaque point deX est contenu dans un triangle (on suppose bien sûr
chaque classe contient au moins 3 points), on a

1� τ (x) � τ

presque sûrement surX, oùτ (x) est le nombre de triangles contenantx.
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3. Propriété (T) de Kazhdan

SoientR une relation d’équivalence mesurée,H un champ mesurable d’espaces hilbertiens de baseX et π
une représentation deR sur H . Suivant Moore [10], on dira qu’un champ de vecteursξ :X → H estunitaire
si ‖ξx‖ = 1 presque sûrement surX, et qu’il est(ε,F )-invariant si ‖π(x, y)ξy − ξx‖ � ε presque sûrement su
F ⊂ R. Une familleξn :X → H de champs de vecteurs(εn,Fn)-invariants est ditepresque invariantesi εn → 0
et ν1(Fn) → 1 pour une mesure de probabilitéν1 surR équivalente àν.

Définition 3.1.On dit queR a lapropriété(T) de Kazhdansi toute représentation qui contient une famille pres
invariante de champs unitaires contient des champs invariants non triviaux.

4. Représentations et marche aléatoire sur les orbites

Fixons maintenant une relation d’équivalenceR de type II1 et une triangulation finieT deR. SoientH un
champ mesurable d’espaces hilbertiens de baseX etπ une représentation deR surH . On considère l’espaceC0

des champs mesurablesξ :X → H de carré intégrable pour le produit scalaire

〈ξ |η〉0 = 1

τ

∫

X

〈ξx |ηx〉τ (x)dµ(x),

(τ = ∫
X τ(x)dµ(x) est le nombre moyen de triangles surX) et on définit l’opérateurMπ demarche aléatoire su

les orbites deR à coefficients dansπ par l’expression

Mπξ :x �→ 1

τ (x)

∑
(x,y)∈T

τ (x, y)π(x, y)ξy,

où τ (x, y) est le nombre de triangles adjacents à l’arête(x, y) dans la triangulation. Comme‖(Mπξ)x‖2
x �

1
τ (x)

∑
(x,y)∈T τ (x, y)‖ξy‖2

y , il s’agit d’un opérateur hermitien bornéC0 → C0 de norme� 1.

Proposition 4.1.Un champ unitaireξ est invariant si et seulement si〈Mπξ |ξ〉0 = 1. Étant donnée une famill
presque invarianteξn de champs unitaires, on a〈Mπξn|ξn〉0 → 1.

Démonstration. (Mπξ)x étant le barycentre des points (pondérés)π(x, y)ξy de la sphère unité deHx , on a
〈Mπξ |ξ〉0 = 1⇔ ‖(Mπξ)x‖x = 1 ⇔ ξ estT (1)-invariant⇔ ξ est invariant.

Soit ξn ∈ C0 une suite de champs unitaires(εn,Fn)-invariants, avecεn → 0 et ν1(Fn) → 1. Alors ν(Fn ∩
T (1)) → ν(T (1)) et 〈Mπξn|ξn〉0 → 1 en intégrant. ✷

5. Marche aléatoire sur le link

Soit R une relation d’équivalence de type II1 admettant une triangulation finieT . Étant donnéx ∈ X, on
considère le graphe finiLx dont les sommets sont les points deX adjacents àx dansT et les arêtes celles d
T reliant ces sommets. Le laplacien∆x sur les fonctionsf :L(0)

x → C (ou à valeurs dans un champ d’espaces
Hilbert) est donné par :

∆xf (y) = f (y) − 1

τ (x, y)
·
∑
z∼y

f (z),

où z ∼ y si (x, y, z) est un triangle deT .



M. Pichot / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003) 7–12 11

s

rré

a forme
t

e

e

e

une

le
Le link de T est par définition le champL des graphes finisLx , x ∈ X. L’ensembleL(0) de ses sommet
s’identifie naturellement à la familleT (1) ⊂ R des arêtes définies parT via (x, y) �→ y ∈ L

(0)
x . Considérons

l’espace de HilbertC1 des fonctions mesurablesT (1) → C (ou à valeurs dans un champ hilbertien) de ca
intégrable pour le produit scalaire

〈f |g〉1 = 1

τ

∫

X

∑
(x,y)∈T (1)

〈
f (x, y)|g(x, y)〉τ (x, y)dµ(x).

CommeT est finie, le champ∆x , x ∈ X, s’intègre en un opérateur positif borné

∆ :C1 → C1.

Si L est connexe(i.e., Lx est presque sûrement connexe), son noyau est l’espace des champs de l
f (x, y) = ξx pour un champξ :X → C de carré intégrable surX. Notons que‖f ‖1 = ‖ξ‖0. Notons égalemen
que du fait qu’il n’y a (presque sûrement) qu’un nombre fini de configurations possibles pour les graphesLx (car
τ (x) � τ ), le spectre de∆ est une partiefiniede[0,2].

Définition 5.1.On appellepremière valeur propre deL, et on noteλ1(L), la première valeur propre non nulle de∆.

Si Γ est un groupe discret agissant cocompactement sur un complexe simplicialY de dimension 2 et si cett
action est transitive sur les sommets, toute relation de type II1 produite parΓ sur un espaceX hérite d’une
triangulation finie naturelle, définie parT = X × Y (2)/Γ (action diagonale deΓ ). La première valeur propr
du link deT est alors la valeur propre minimale non nulle des links deY .

6. Théorème principal

Théorème 6.1.SoitR une relation de typeII 1 admettant une triangulation finie de linkL connexe. On suppos
queλ1(L) > 1/2. AlorsR possède la propriété(T) de Kazhdan.

Démonstration. Soit π une représentation deR ne contenant pas la représentation triviale. Etant donnée
triangulation finieT on a pour toute fonctionf :T (1) → H telle que

∑
(x,y)∈T (1) f (x, y)τ (x, y) = 0 pour presque

toutx ∈ X,

〈∆f |f 〉1 � λ1〈f |f 〉1,

oùλ1 = λ1(L). Soitξ ∈ C0 un champ unitaire. Il est facile de voir que pourf : (x, y) �→ π(x, y)ξy −Mπξ(x), on a

〈f |f 〉1 = 1− 〈
M2

πξ |ξ 〉
0.

Il suffit en effet d’intégrer l’égalité〈fx |fx〉L(0)
x

= τ (x) − 〈M2
π ξx |ξx〉xτ (x), où par définition〈fx |gx〉L(0)

x
=∑

(x,y)∈T (1)〈f (x, y)|g(x, y)〉τ (x, y). D’autre part un calcul àx fixé montre que〈∆xfx |fx〉L(0)
x

= τ (x) −∑
(x,y)∈T (1)

∑
(x,z)∼(x,y)〈π(y, z)ξz|ξy〉y . Il en résulte, après intégration surX et changement de variab∫

X

∑
(x,y)∈T (1) · · · dµ(x) = ∫

X

∑
(x,y)∈T (1) · · · dµ(y), que l’on a

〈∆f |f 〉1 = 1− 〈Mπξ |ξ〉0.

Or 〈M2
π ξ |ξ〉0 � 〈Mπξ |ξ〉2

0 et 〈Mπξ |ξ〉0 �= 1, donc

〈Mπξ |ξ〉0 � 1/λ1 − 1< 1,

d’où le résultat. ✷
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Remarque.Nous reprenons ici implicitement des concepts introduits par Gromov [8] (en nous restreigna
orbites deR surH ). Notamment la quantité〈∆f |f 〉1 = 1− 〈Mπξ |ξ〉0 est l’énergie de l’orbite deξ relativement à
la marche aléatoireMπ en un pas, et〈f |f 〉1 = 1− 〈M2

π ξ |ξ〉0 est l’énergie de cette orbite relativement à la mar
en deux pas (cf. [8] et [7] pour plus de détails).
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