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Résumé

Nous étudions le comportement asymptotique des polyngmeg, r de degrés:, approximants de Hermite—Padé de
type | de la fonction exponentielle, i.ep(z) €% + ¢(z) + r(z) & = O(z3"*2) lorsquez — 0. Une méthode du col pour
les problemes de Riemann-Hilbert, introduite par Deift et Zhou, est utilisée pour obtenir I'asymptotique forte des polynédmes
p(3nz), q(3nz), r(3nz) localement uniformément dans toute région du plan complexe. Une surface de Riemann, obtenue
naturellement & partir des expressions intégrales des polyndmgsr est introduite, ainsi que certaines mesures et fonctions
définies sur cette surfacBour citer cet article: A. Kuijlaarset al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotic behavior of quadratic Hermite-Padé approximants to the exponential function and Riemann—Hilbert
problems. We describe the asymptotic behavior of the polynomjalg, r of degreen in type | Hermite—Padé approximation
to the exponential function, i.ep(z) e % 4+ q(z) + r(z) € = O(z3"+2) asz — 0. A steepest descent method for Riemann—
Hilbert problems, due to Deift and Zhou, is used to obtain strong uniform asymptotics for the scaled polynomials
p3Bnz), q(3nz), r(3nz) in every domain of the complex plane. An important role is played by a three-sheeted Riemann
surface and certain measures and functions defined da dite this article: A. Kuijlaarset al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
336 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Comme il est bien connu, les approximants de Hermite—Padé d’'un ensemble d’exponentielles ont été introduits
par Hermite, en relation avec sa preuve de la transcendance du nemkereapproximants quadratiques de type
| sont constitués d'un triplet de polyndmes,, g, etr,, de degrés respectifs;, no etnz tels quep,,(z) +
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Gny(2) € + rpy(2) = = O(zmtr2tnst2) . 0. Ces approximants existent et sont uniques & une constante
multiplicative prés. Les racines des polynémes, ¢., etr,, se distribuent dans le plan complexe de maniere
bien particuliere, comme le montre la Fig. 1 dans le cas diagonal etn, = n3 = 60. On décrit des résultats sur
I'asymptotique des polyndmes diagonaux, obtenus aprés un changement d’échelle au voisinage de l'infini, c’est
dire les polynéme®, (z) = p,(3nz), 0, (2) = ¢, (3nz), R,(z) =r,(3nz), voir [5,6,3]. On déduit de ces résultats

la distribution limite des racines de,, Q,, R, et du resteE,(z) = P,(z) € 3% + 0,(z) + R, (z) € lorsque

n — oo. L'étude menée dans [5,6] repose sur une utilisation de la méthode du col appliquée aux expressions
intégrales des quantités®2P,(z), 0,(z) et €"3R,(z) données, a un facteur de normalisation prés, par

1% e¥v duw
[

—d—- " i=-101 1
ot § wwz—pp = HOL @)

Ci

ou C; est un cercle orienté positivement autour du péjnt = —1, 0, 1, et n’entourant pas les autres points de
{—1,0,1}.

Le manuscrit [3] propose une deuxiéme approche, basée sur la méthode du col introduite par Deift et Zhou [2,1]
pour I'étude asymptotique de problemes de Riemann—Hilbert. Cette méthode a été développée dans le context
des systémes intégrables et a été appliquée récemment a des problémes asymptotiques pour les polyndm
orthogonaux, les matrices aléatoires, combinatoires, etc. [1]. La caractérisation des polyndmes orthogonau
multiples comme solutions d’un tel probléme est donnée dans [7]. Ici, les polyn®me3, et R,,, normalisés de
sorte queQ,, soit monique, interviennent dans la solution d’'un probléme de Riemann—Hilbert pour une fonction
analytiquey : C\ I — C2*3 a valeurs matricielles 8 3, ouI” est un contour orienté autour de I'origine, et telle que

1. Les limitesY (z) etY_(z) deY (z’) lorsquez’ approche; € I respectivement de l'intérieur et de I'extérieur
der, satisfontY, (z) = Y_(z)S(z), ou S(z) est la matrice de saut donnée par

1 Z—Sn—Z e—Snz 0
S(z)=(0 1 0), zel.

0 Z—3n—2 e3nz 1
2. Pourz grand, et/ la matrice identité 3« 3, on a
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Fig. 1. Racines des polyndmegg (& gaucheygg (au Fig. 2. Arcs pour Iesquelsl% ffl(wQ — ¢¥p)(s)ds ou

milieu), etrgo (& droite). 77 I3, = YR)(s) ds est réelle.
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On montre que ce probléme admet une solution unique etYgue) = P,(z), Y23(z) = R,(z), €t Yo2(z) =
2731720, (z) pourz extérieur &, Yaa(z) = z~3""2E,(z) pourz intérieur ar".

2. Trajectoiresde différentielles quadratiques et potentiels logarithmiques

D’apres la méthode du col classique pour I'évaluation asymptotique des intégrales, la contribution principale
dans (1), lorsque tends vers l'infini, est obtenue en un point critique de la fonctior 3zw — logw(w? — 1)].
Par suite, nous introduisons la surface de Rienfarde la fonction rationnelle

Z—Z(w)_§<w+w—1+w+l>_w(wz_l). X

Cette surface est de genre 0, constituée de 3 feuiRgisRRo, et Rg. On notey : R — C la bijection inverse

de (2) etyr(2), ¥o(z2), etyr(z) ses restrictions a chacun des 3 feuillets. On suppose que le choix des 3 feuillets
esttel queyp(oo) = —1, Yp(co) =0, etygr(co) = 1. On vérifie qu'ily a 4 points de branchement idénotés

2, k=1,2,3,4. Les pointg etzy (resp.z3 etza) sont connectés par un afe (resp.l'r) le long duquel sont
colles les 2 feuilletR p et R (resp.Rg etRg). Les 2 arcd p et I'z sont choisis de telle sorte qug soit dans

le demi-plan gauchdr soit dans le demi-plan droit et

3 Z 3 Z
ﬁ/(wg —yp)(s)dseR, zelp, et ﬁ/(wg —Yr)(s)ds €R, zeTlk. 3)
21 <3

Cependant, d’autres arcs satisfont a (3). lls sont représentésl"awed x, sur la Fig. 2. Les arcsr et I'; sont
réfléchis des arcg’p et I'y par rapport a 'axe imaginaire. Les arfg ;, i = 1,2, 3,4, connectent chacun des
points de branchement avec le point a I'infini. Les arcs issug, dd z2 sont les trajectoires d’une différentielle
quadratique— (g — Vp)2(z) dz2 selon la terminologie utilisée en théorie géométrique des fonctions [4]. Des
propriétés locales et globales de ces trajectoires (voir [4]), on déduit la configuration géométrique des arcs
satisfaisant (3) telle qu’elle apparait sur la Fig. 2 obtenue par intégration numérique. On définit également I'arc
I'p tel que

I'o = [~iy*,iy*]U (I} N {Rez < 0})) U (I N {Rez > 0}), @

ou *iy* désignent les points d'intersection d& et I'; avec I'axe imaginaire. Les sauts ge donnent des
mesures de probabilité e (s) = 52 (Yo — ¥p)+(s) ds €t dug(s) = = (Vo — ¥r)+(s) ds sur les arcgp et
'z, respectivement. Finalement, on introduit les potentiels logarithmiques complexgs= | log(z —s) dup (s)
et gr(z) = [log(z — s) dur(s) associés aux mesurgsp et ug. Ce sont des fonctions définies moduler 2i
respectivement analytiques en dehors des coupgUrest I's.

La méthode du col pour les problémes de Riemann—Hilbert consiste en une succession de transformations
comme décrit par Deift [1]. Cette méthode a été appliquée avec des fonctions matricielles d'er@mans [1].
Le travail [3] traite de fonctions matricielles d’ordre<33, apparemment pour la premiere fois. On choisit d’abord
un contourl” passant par les ardSp et I'r. On renormalise ensuite le probléme de sorte §uwe — I pour
z — oo. Cela utilise les potentiels introduits précédemment. Le choix dedaresI 'k satisfaisant la condition (3)
entraine que les éléments diagonaux de la matrice de saut sont oscillatoires sur ces arcs et que celle—ci conver
vers] exponentiellement avecsur le reste dé”. On se raméne alors par déformation du confé@run probléme
de Riemann-Hilbert élémentaire que I'on sait résoudre explicitement sur la surface de Rigm@inalement,
une étude locale autour des points de branchement justifie un passage a la limiiepaveettant d’obtenir le
comportement asymptotique recherché. Cela fait intervenir la fonction classique de Airy.
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3. Comportement asymptotique des approximants de Her mite-Padé

Par la méthode du col on obtient I'asymptotique forte des polynémes d’approximation de Hermite—Padé dans
toute région du plan complexe. Le premier résultat est I'asymptotique faible des mesures de comptage des zéros
Soit p un polyndme. On note, la mesure de comptage des zéropdwrmalisée par le degré ge Alors

e N . * * *
Théoréme 3.1. On a les convergences faibledes mesures de comptage — wp, vo, = Ko, €tvg, — UR,
lorsquen tends vers linfini, otup et ug sont les mesures décrites précédemment gtest une mesure de
probabilité surlp.

On donne I'asymptotique forte uniquement pour le polyndne_es polynémes),,, R, etle restet,, satisfont
des asymptotiques similaires.

Théoréme 3.2. (a) Avec les définitions précédentes, on a

gpr(2)
(=2 P, (2) = _2er (1+ O@))

Vi@ +1 "

localement uniformément dafis\ I'p.
(b) Localement uniformément, dans un voisinage de I'arc ouvgr {z1, z2} on a

e (1ro(}) = = (o(3)]
—(14+0( - ) )|t ———(1+ 0| - ,
3p) +1 " 3p@ +1 "
olgp(z) = %’fzzl(wg — ¥p)(s)ds, et avec le signeg- (resp.—) a droite (resp. gauchgde I'p.
(c) Il existes > 0 tel que, uniformément polr — z1| < 4,

(_2)n+lpn () = ﬁe(n+l)(gp(z)+WP(z)) |:nl/6h1(z) Ai ((n + 1)2/3f1(z)) <1+ (f)( 1))

n

+ 1 Yoha(z) AV ((n + D3 f1(2)) (1 + (’)< 1))}

n

(=2 1Py (1) = € [

ou Ai est la fonction de Airyf1(z) = [g(ﬁP(Z)]Z/g, ethy, hp sont certaines fonctions analytiques sans zéros dans
|z —z1| <.

Les Théorémes 3.1 et 3.2(a) ont été obtenus dans [5,6]. Des démonstrations complétes sont données dans [3]
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