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Résumé

Kazhdan et Lusztig ont introduit des cellules (à gauche, à droite et bilatères) dans un groupe de Coxeter quelcon
le groupe symétrique, ils ont montré que ces cellules sont données par la correspondance de Robinson–Schenste
décrivons une correspondance de Robinson–Schensted généralisée pour les groupes de réflexions complexesG(e,1, n). Dans
un travail récent en commun avec C. Bonnafé, nous avons montré que, dans le case= 2 (oùG(2,1, n) est le groupe de Coxete
de typeBn), cette correspondance détermine les cellules de Kazhdan–Lusztig à certains paramètres inégaux.Pour citer cet
article : L. Iancu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Kazhdan–Lusztig cells and Robinson–Schensted correspondence.Kazhdan and Lusztig have introduced (left, right a
two-sided) cells in an arbitrary Coxeter group. For the symmetric group, they showed that these cells are given
Robinson–Schensted correspondence. Here, we describe a Robinson–Schensted correspondence for the comple
groupsG(e,1, n). In a recent joint work with C. Bonnafé, we have shown that, in the casee= 2 (whereG(2,1, n) is the Coxeter
group of typeBn), this correspondence determines the Kazhdan–Lusztig cells with respect to certain unequal paramTo
cite this article: L. Iancu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Une correspondance de Robinson–Schensted pour les groupes de réflexions complexes

Soit Sn le groupe symétrique sur{1, . . . , n}. La correspondance de Robinson–Schensted classique e
correspondance biunivoque entre les permutationsπ ∈ Sn, et les paires(A(π),B(π)) de tableaux standard d
taille n, de même forme. Ici, le tableauA(π) s’obtient par l’algorithme d’insertion de Knuth, et le tableauB(π)

tient compte de l’ordre dans lequel les cases ont été insérées dansA(π). Pour plus de détails voir, par exemp
[8, 5.1.4]. Le but de ce paragraphe est de décrire une généralisation de cette correspondance au groupe de
complexesG(e,1, n)= (Z/eZ) �Sn où e � 1. Ce groupe a une présentation avec des générateurst, s1, . . . , sn−1
et les relations suivantes :
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1631-073X/03/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00172-9
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8, 5.1.4,

e multi-
te :
te = 1, s2
i = 1 pouri � 1,

ts1ts1= s1ts1t, tsi = si t pouri � 2,
si si+1si = si+1sisi+1 pouri � 1, sisj = sj si pour|i − j |� 2 ;

voir Ariki et Koike [2] et Broué et Malle [5]. Ainsi, on voit queG(2,1, n) est le groupe de Coxeter de typeBn.
Ici il est commode de travailler avec une réalisation deG(e,1, n) comme sous-groupe du groupe symétriq

SI (e,n) sur l’ensembleI (e, n)= {εi | 1� i � n, εe = 1, ε ∈C}. En effet, il est facile de vérifier que

t 
→ (
1, ζ, ζ 2, . . . , ζ e−1), s1 
→ e−1∏

j=0

(
ζ j 1, ζ j 2

)
, . . . , sn−1 
→

e−1∏
j=0

(
ζ j (n−1), ζ j n

)
,

définissent un plongementG(e,1, n) ↪→ SI (e,n), où ζ est une racine primitivee-ième de l’unité. (Ainsi,t est
envoyé sur une-cycle, et toutsi est envoyé sur un produit dee transpositions disjointes.) Via ce plongement, on
G(e,1, n) � {π ∈ SI (e,n) | ∀ε, x π(εx) = επ(x)}. Remarquons que tout élément deG(e,1, n) est uniquemen
déterminé par les images de 1, . . . , n. On va donc représenterπ ∈G(e,1, n) simplement par la suite de ces image
π = (ε1p1, ε2p2, . . . , εnpn) où {p1, . . . , pn} est une permutation de{1, . . . , n} et lesεi sont des racinese-ième de
l’unité. Étant donné une telle suite, nous lui associerons une paire de multi-tableaux

A(π)= (A0(π), . . . ,Ae−1(π)
)

et B(π)= (B0(π), . . . ,Be−1(π)
)
.

Pour cela, on utilise le même principe que dans l’algorithme d’insertion de Knuth, avec la modification suiva
insère une case contenantpi dans le tableauAj(π) oùj ∈ {0, . . . , e−1} est déterminé par la condition queεi = ζ j .
Ceci donne une nouvelle case ajoutée sur laai -ème ligne etbi -ème colonne (disons) deAj(π). Parallèlement, on
ajoute une case contenant le nombrei dansBj(π), à la position(ai, bi).

Exemple 1.Soitπ = (6,5, ζ 2 1, ζ 2, ζ 7, ζ 3,4) ∈G(3,1,7). Alors, on obtient :

A(π)=
(

6
5
4

,
7
2 3

, 1

)
B(π)=

(
7
2
1

,
6
4 5

, 3

)
.

On appellee-tableau standard de taillen une suiteT = (T0, . . . , Te−1) où lesTj sont des tableaux standa
et le nombre total des cases est égal àn (où les cases sont remplies par les nombres 1, . . . , n). On note
T̃ = (T0, Te−1, . . . , T2, T1). La forme deT est la suite des partitions(λ0, . . . , λe−1) où λj spécifie la forme deTj .
Dans l’exemple ci-dessus,A(π) et B(π) sont des 3-tableaux standard de taille 7, de forme((13), (21), (1)).

Soit T un e-tableau standard de taillen. Alors l’ensembleT(e,1, n) := {π ∈G(e,1, n) | B(π) = T} s’appelle
unecellule de Robinson–SchensteddeG(e,1, n). Nous obtenons ainsi une partitionG(e,1, n)=∐T T(e,1, n), où
T parcourt l’ensemble dese-tableaux standard de taillen.

Proposition 1.1(voir aussi [11, Théorème 3.3]).Avec les notations ci-dessus, on a:

(a) L’application π 
→ (A(π),B(π)) est une bijection entreG(e,1, n) et les paires dee-tableaux standard de
taille n, de la même forme.

(b) Pour toutπ ∈G(e,1, n), on aA(π−1)= B̃(π) et B(π−1)= Ã(π).
(c) Toute cellule de Robinson–Schensted contient au plus une involution deG(e,1, n).

La preuve utilise essentiellement le même argument que pour le cas du groupe symétrique (voir [
Théorèmes A et B]). En effet, il est clair par construction que, pour toutπ ∈ G(e,1, n), les multi-tableaux
A(π),B(π) sont dese-tableaux standard de la même forme. Réciproquement, étant donnée une paire d
tableaux(A,B) de la même forme, l’élémentπ ∈ G(e,1, n) correspondant est défini de la façon suivan
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pour i = n, . . . ,2,1 soit (j, a, b) la position dei, c’est-à-direi apparaît sur laa-ème ligne etb-ème colonne
du tableauBj . Nous posonsεi = ζ j . Ensuite,pi est l’élément qui est effacé quand on applique l’inverse
l’algorithme d’insertion à la case(j, a, b) deA. Pour prouver (b) on utilise l’implicationπ(i) = ζ jpi ⇒ pi =
π(ζ e−j i) et on raisonne ensuite comme pourSn [8, 5.1.4, Théorème B]. L’affirmation (c) est une conséque
directe de (a) et (b).

Remarque 1.La correspondance ci-dessus a été introduite et étudiée par les combinatoristes ; voir, par e
Okada [11] qui l’introduit pour tout produit en couronneG �Sn, oùG est un groupe fini quelconque. Au de
de ses propriétés purement combinatoires, le point important pour nous est le fait que cette correspond
être utilisée pour définir une partition du groupeG(e,1, n). Si e = 2, nous verrons que cette partition correspo
à certaines cellules de Kazhdan–Lusztig. Il serait très intéressant de trouver une interprétation similaire
partition dans le case > 2.

Un premier pas dans cette direction est la proposition suivante, qui généralise un théorème de Knuth co
les cellules de Robinson–Schensted pour le groupe symétriqueSn (voir [1]). Pour cela nous avons besoin
quelques ingrédients supplémentaires. Nous utilisons les notations suivantes :

S := {s1, . . . , sn−1}, t1,k := tk, ti,k := si−1ti−1,ksi−1, i ∈ {2, . . . , n}, k ∈ {0,1, . . . , e− 1} ;
S′ := S ∪ {ti,k | i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {0,1, . . . , e− 1}}.

Enfin, notonsL′(π) := {u ∈ S′ | �(uπ) < �(π)} pourπ ∈G(e,1, n), où on utilise la fonction longueur� définie
par Bremke et Malle [4]. Soientπ,ρ ∈G(e,1, n) et s ∈ S ; définissons :

π
s−→ρ

déf⇐⇒ ρ = sπ, �(ρ) > �(π) et L′(π)� L′(ρ),

et π
s←→ρ si π

s−→ρ ou ρ
s−→π . Enfin nous écrivonsπ ↔ ρ s’il existe une chaîne d’élémentsπ =

π1,π2, . . . , πm = ρ et si ∈ S tels queπi
si←→πi+1 pour chaquei.

Proposition 1.2.Soientπ,ρ ∈G(e,1, n). AlorsB(π)= B(ρ) si et seulement siπ↔ ρ.

La preuve est analogue à celle donnée pour le case= 2 (cf. [3]), mais dans le cas général on utilise la fonct
longueur� et les expressions réduites pourπ ∈G(e,1, n) définies par Bremke et Malle [4].

2. Cellules de Kazhdan–Lusztig à paramètres inégaux

Commençons par quelques rappels dans un cadre général. Soit(W,S) un système de Coxeter quelconq
Dans [7], Kazhdan et Lusztig ont défini une partition deW en cellules (à gauche, à droite ou bilatères). C
construction a été généralisée par Lusztig [9,10], en prenant en compte la possibilité d’associer des p
générateurss ∈ S. Plus précisément, soitΓ un groupe abélien etϕ :W → Γ une « fonction de poids », telle qu
ϕ(w1w2)= ϕ(w1)ϕ(w2) pourw1,w2 ∈W tels quel(w1w2) = l(w1)+ l(w2). En plus, on suppose qu’il y a un
partieΓ+ ⊂ Γ fermée multiplicativement telle queϕ(s) ∈ Γ+ (s ∈ S) etΓ = Γ+ � {1} � Γ− oùΓ− := {γ−1 | γ ∈
Γ+}. SoitH l’algèbre de Iwahori–Hecke associée à(W,S) sur l’anneauA= Z[Γ ]. Le choix deΓ+ ⊂ Γ détermine
alors une base « canonique »{C′w | w ∈W } deH ; voir [9, Proposition 2]. Le produitC′sC′w (s ∈ S, w ∈W ) est
explicitement décrit dans [9, Proposition 4]. On écritC′xC′y =

∑
z∈W hxyzC

′
z oùhxyz ∈ Z[Γ ] pour toutx, y ∈W .

Poury,w ∈W , on écrity �L w s’il existe une suitey = y0, y1, . . . , yk =w d’éléments dansW et une suite de
générateursσ1, . . . , σk ∈ S tels quehσiyiyi−1 �= 0 pour 1� i � k. La relation d’équivalence associée au préor
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�L est notée par∼L et les classes d’équivalence correspondantes sont appelées lescellules à gauchedeW (par
rapport àϕ :W→ Γ et au choix deΓ+ ⊂ Γ ).

Exemple 2. SoitWn :=G(2,1, n), c’est-à-dire que(Wn,S), oùS = {t, s1, . . . , sn−1}, est un système de Coxet
de typeBn. SoitA= Z[V ±1, v±1] l’anneau des polynômes de Laurent en deux indéterminéesV,v indépendantes
SoitΓ = {V avb | a, b ∈ Z} etΓ+ := {V avb | a > 0, b ∈ Z} ∪ {vb | b > 0}. On définitϕ :Wn→ Γ parϕ(t)= V et
ϕ(si)= v pour 1� i � n− 1. Alors toutes les conditions mentionnées ci-dessus sont satisfaites et nous ob
une partition deWn en cellules à gauche.

Théorème 2.1(voir [3]). Avec les choix deϕ :Wn→ Γ etΓ+ ⊂ Γ spécifiés dans l’Exemple2, deux éléments d
Wn sont dans la même cellule à gauche de Kazhdan–Lusztig si et seulement si ils sont dans la même c
Robinson–Schensted(au sens du§1).

Remarque 2.Si e= 1, alors on aG(1,1, n)=Sn et c’est un groupe de Coxeter de typeAn−1, avec ensemble d
générateursS = {s1, . . . , sn−1}. Dans ce cas, toute fonction de poidsϕ :Sn→ Γ est de la formeϕ(w)= vl(w) pour
un élément fixév ∈ Γ+. Par conséquent, il existe exactement une partition deSn en cellules à gauche. D’aprè
Kazhdan–Lusztig [7, §5], on aπ ∼L π

′ si et seulement siB(π)= B(π ′), oùB(π) est donné par la correspondan
de Robinson–Schensted classique.

Quelques ingrédients dans la démonstration du Théorème 2.1(les détails paraîtront dans[3]) :
(1) Soit w ∈ Wn. Alors le nombre des facteurs égaux àt dans une expression réduite dew ne dépend

pas du choix de l’expression réduite. On note ce nombre parlt (w). Dans [3], nous montrons l’implicatio
y �L w⇒ lt (w)� lt (y) pour touty,w ∈Wn. En particulier, ceci implique quey ∼L w⇒ lt (y)= lt (w).

(2) On considère le sous-groupe paraboliqueSn = 〈s1, . . . , sn−1〉 ⊆Wn. SoitXn l’ensemble de tous lesw ∈Wn

tels quew soit de longueur minimale danswSn. SoitC ⊂Sn une cellule à gauche. Alors on sait (d’après Geck
queXn ·C est une réunion de cellules à gauche dansWn. En combinaison avec (1), cela donne des restrictions
fortes sur la forme des cellules à gauche dansWn.

(3) On fixe 0� l � n et on considère le sous-groupe paraboliqueSl ×Sn−l ⊆Sn. SoitY l
n l’ensemble de tous

lesπ ∈Sn tels queπ soit de longueur minimale dans(Sl ×Sn−l )π . Alors tout élémentw ∈Wn s’écrit de façon
uniquew = abc où l(w)= l(a)+ l(b)+ l(c) et a ∈Xn, b ∈Sl ×Sn−l , c ∈ Y l

n et l = lt (w). Par un raffinement d
l’argument de (2), nous montrons l’équivalence suivante :

w= abc∼L w
′ = a′b′c′ ⇔ �t (a)= �t (a

′), b∼L b
′ et c= c′.

Finalement, nous montrons par un argument purement combinatoire que la condition de droite est équiva
condition queabc eta′b′c sont dans la même cellule de Robinson–Schensted.
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