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Résumé
On démontre que tout fibré vectoriel holomorphe de rang deux, non-filtrable, sur une surface elliptique non-kahlérienne est
une modification élémentaire d’'une image directe d’un fibré en droites par un revétement double de laPunfagiter cet

article: M. Aprodu, M. Toma, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abstract

We prove that any non-filtrable holomorphic rank-2 vector bundle on a non-Kéahler elliptic surface is an elementary
modification of a direct image of a line bundle by a double covering of the surfaggte this article: M. Aprodu, M. Toma,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Un théoreme de structure pour les fibrés vectoriels stables de rang deux sur les surfaces elliptiques algébrique
a été démontré dans [7]. Dans cette Note, nous donnons une description des fibrés vectoriels holomorphes de rat
deux sur une surfacé complexe, compacte, elliptique, non-kahlérienne.

Au-dessus d’'une telle surface, il existe toujours des fibrés holomorphes de rang deux non-filtrables, c’est a dire,
qui n'admettent pas de sous-faisceaux cohérents de rang un, voir [3,13]. Les fibrés filtrables apparaissent comm
termes d’'une extension de Serre, tout comme dans le cas algébrique.

Il'y a deux autres constructions classiques pour les fibrés de rang deux, les modifications élémentaires et le:
images directes de fibrés de rang un par des revétements doubles de la Xuffaae par exemple [8], p. 49).

Notre résultat montre que tout fibré non-filtrable au-dessuX dest obtenu a 'aide de ces deux méthodes de
construction.
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Théoréeme 1. SoientX une surface complexe, compacte, minimale, non-kéhlérienne, qui admet une fibration

elliptigue X —f> B sur une courbe lisse, €t un fibré vectoriel holomorphe non-filtrable de rang deux EuAlors,
il existe un revétemer® - B a deux feuillets, par une courbe lisse, et un fibré en drditessir la normaliséer

du produit fibréX x g C tels que I'image directe, L est une modification élémentaire dg ou Y > X estla
projection.

Démonstration. Toute surface minimale, elliptique, non-kahlérienkiepossede une structure dgiasi-fibré
elliptique, c’est a dire, toutes les fibres lisses de la fibratior> B sont isomorphes deux-a-deux, et les seules
fibres singulieres sont des multiples de courbes elliptiques, voir [4], p. 66. De plus, il existe un revétement ramifié

cyclique B’ Y B de degrén (oum est le ppcm des multiplicités des fibres figet un relevemenk’ £ X en

un morphisme fini, ok’ 5 B’ est une surface elliptique sans fibre multiple, plus précisément, un fibré elliptique
principal (cf. [4], p. 67). D’apres [11] (voir Section 14), on voit que le grodpgeagit trivialemment sur la duale
FY = Pigy(F) de la fibre def’.

Rappelons aussi que la classe d’'une fiByele X — B, avecb € B, est un élément de torsion d&s(X), donc
orthogonal sur1(E). En particulier,x (E|f,) = 0 pour toutb € B.

Dans la démonstration, nous aurons besoin du résultat suivant, qui découle directement de la description dt
groupe de Picard d’'un quasi-fibré elliptique de [6].

Lemme 1. Avec les notation précédentes, pour toute application holomoﬂaﬁe FY il existe un fibré en droites
L € Pic(X) tel queL|r, = A(b) pourb € B général.

En dehors d’'un sous-ensemble fi¥i de B, la restriction deF & la fibre F, au-dessus de e B \ M est semi-
stable. En effet, sE|r, n'est pas semi-stable, il existe un faisceau quotientdéstablisant, et donc de degré
deq L) < 0. La modification élémentairE’ de E donnée par la suite exacte :

0—EF —E—1L,—0

aura le discriminaniA(E’) < A(E). Par définition,A(E) = (4c2(E) — cf(E))/S, et on aA(E) > 0 pour tout
fibré holomorphe de rang deux sur une surface non-algébrique (cf. [5,3,4]). Donc, il n'y a qu’un nombre fini de
modifications élémentaires comme ci-dessus qui nhous sont permises.

Soit M’ 'ensemble des points d&’ qui se projettent sub. Alors, pour tout’ € B'\ M’, le fibrép*E|r,, est
semi-stable. Par conséquent, pour ut B’ \ M’, la restrictionp*E|r,, est soit une extension de deux fibrés en
droites isomorphes, soit une somme directe de deux fibrés en droites non-isomorphes (cf. [2]), et de méme est vre
pour les restrictions d€ au-dessus des fibrég, pourb € B\ M.

Sur un voisinage ouvert assez péfitd’'un point arbitraireb’ € B’ la fibration f’ est triviale. En utilisant le
fibré de Poincaré de la fibre on déduit I'existence d’une courbe analytiqig dansV x F" qui parameétre les
sous-faisceaux inversibles de degré zéro des restrictiopsiaux fibres def’. Puisquef’ est un fibré elliptique
principal, les courbes analytiqu&g, obtenues de cette facon se recollent en un sous-espace analytigee
B’ x FY. En éliminant au besoin les composantes irréductibleS’dmi-dessus d&f’ on se ramene au cas ol le
morphismeC’ — B’ est fini. Le degré de ce morphisme ne peut valoir que deux ou un.

Maintenant on utilise le fait qug,, agit trivialement su#~ . On en déduit que I'imag€” deC’ dansB x FY
est une courbe dont la projection sBiest un morphisméni de degré un ou deux.

Soit C la normalisation dec”, et C 5 B le revétement induit. Nous allons montrer olene contient pas
de composante irréductible de degré un BurEn appliquant le Lemme 1, on observe que I'existence d'une
composante irréductible de degré un au-dessus detraine I'existence d'un fibré € Pic(X) dont la restriction
a une fibregénériqueF, est un sous-faisceau dg r, . Le faisceauf..(E ® L~1) est non-nul, donc, en le tordant
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par un fibré en droites suffisamment amplsur B, f.(E ® L~1) ® A aura des sections non-nulles. Ceci implique
I'existence de sections non-triviales flep L1 ® f*A, ce qui contredit la non-filtrabilité d&.

Par conséquent est irréductible eC 5 B est un revétement double. En particulier, il existe, ppar B
général, une décomposition en somme dirdCtg, = A1(b) @ A2(b), avecr1(b), r2(b) € Pico(Fp), et A1(b) #
A2(b) (compareravec [8], p. 238).

Désignons pai la normalisée du produit fibré& x5 C, et pary — X ety £ C les deux projections. Le
Lemme 1 nous assure I'existence d’un fibré en drditesir Y tel que, pour général dan€’, L|r, estisomorphe
au facteur direct d& | s, ., qui correspond au poirte w ().

Limage directeg,(v*E ® L~1) est non-nulle, et donc admet des sections non-triviales aprés tensorisation par
un fibré en droitest suffisamment ample sdf. On en déduit un morphisme injectif

L® g A"t 5 V'E,
et encore
L(L®gA™) s v E=E® (E® f*L7Y),

ou £ dénote le fibré en droites sBrqui induit le revétement cycligu€ — B (voir, par exemple, [8], pp. 46—47).

Puisque les fibrég et E ® £~ sont non-filtrables, la composition du second morphisme avec la projection sur
I'un des facteurs est injective, ce qui montre guéel. ® g* A1), ouv, (L ® g*(A~1® u* L)), est une modification
élémentaire de.

Remarque 1. Comme il nous a été signalé par le rapporteur, on peut donner une démonstration alternative de notre
résultat en utilisant 'espace de Douady rel®@ifE/B) des faisceaux quotients dg de caractéristique d’Euler—
Poincaré nulle. Voici I'esquisse de cette preuve. D’aprés [10], la restriction du morphisme iatayas) L Ba

chaque composante irréductible est propre. En utilisant le fait que la topolofier}eB) est a base dénombrable

(voir [9]), la propriété d'universalité d®(E/B) et la non-filtrabilité deE, on voit queD(E/B) contient une
composante irréductible de dimension un dont la projectionBs@st un morphisme fini de degré deux. Par
normalisation on obtient la courbe attendti@avec un revétement & deux feuillets gurLa restriction du faisceau
universel au-dessus de la courfeinduit un faisceau quotient de rang un de I'image réciproqués dgur la
normalisation du produit fibré. Ceci implique le résultat.

Remarque 2. A partir de notre résultat on peut donner un énoncé similaire pour les surfaces elliptiques, non-
kahlériennes, pas nécessairement minimales. En effet, d’apres le résultat de [16], tout fibré vectoriel holomorphe
de rang deux sur I'éclatée d'une surface non-algébrigest une suite de modifications élémentaires d’'une image
inverse d'un fibré suk, éventuellement tordue par un fibré en droites.

Remarque 3. La difficulté principale du probléme de I'existence des fibrés holomorphes sur une surface non-

algébriqueX consiste dans le manque de méthodes de construction de fibrés non-filtrables. Dans le cas ou ls
surfaceX est k&hlérienne ou de la classe VI, cette difficulté a été essentiellement surmontée a I'aide de la théorie
de Donaldson et de la théorie des déformations, [12,14]. Notre théoréme peut servir d’ingrédient technique pour le:
seuls cas restants, a savoir ceux des surfaces elliptiques non-kahlériennes; voir, par exemple, la remarque suivan

Remarque 4. Soit E un fibré non-filtrable de rang deux au-dessus d’un fibré elliptique prinaipél B. La

premiére classe de Chern deinduit un morphisme de variétés abéliendgs— Picy(F), ou F est la fibre def,

voir [4], p. 64. Dans [1] on a montré que I'existence des fibrés holomombdndiscriminant zérsur X qui sont des

images directes de fibrés en droites par des revétements doubles est déterminée par le compoiemeariede

points de 2-torsion. Ceci et notre théoréme donnent par la suite un critére d’existence pour les fibrés non-filtrables
de rang deux Sux.
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Remarque 5. Prenons de nouveau un fibEEnon-filtrable de rang deux au-dessus d’un fibré elliptique principal

X EA B. Sile discriminant d&& est nul, alorsE est isomorphe & une image directe d’un fibré en droite sur

En effet, on a vu, dans la preuve du théoreme, qu’il existe une modification élémefiitaleeE telle que
E'|F, est semi-stable pour todte B. Puisque le discriminant d& est minimal, on &£’ = E. En particulier, la
modification élémentaire obtenue dans notre théoréme est déterminée par un fibré quotient de degré zéro suppor
sur une somme des fibres ge Par récurrence, on peut supposer qu'il existe une image divgEtebtenue par
une modification élémentaire dele long dune seule fibrd, de f. Alors, E ® Ox (— F}) est une modification
élémentaire de, L par un fibré de Pig(F}). Soitc € u~=1(b) un point etr(b) € Picy(Fp) le fibré associé a son
image dans la bisectiafi” ¢ B x F". Dans cette situation, on obtient une suite exactexsur

0—> vy (L(=F.)) —> v L —> A(b) — 0.

Puisque les fibrés quotient de rang un et degré zér@.de)|r, sont paramétrés par une variété connexe, la
composante connexe de I'espace de modules de fibrés simpksarirang deux, de déterminant fixé, qui contient
E ® Ox(—Fp) contiendra aussi bien une image directe. Rappelons maintenant que I'espace de modules de fibré:
simples de rang deux a discriminant nul et déterminant fixé est de dimension zéro (voir [15]), ce qui moatye que
lui aussi, est une image directe.
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