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Résumé

On démontre que tout fibré vectoriel holomorphe de rang deux, non-filtrable, sur une surface elliptique non-kählér
une modification élémentaire d’une image directe d’un fibré en droites par un revêtement double de la surface.Pour citer cet
article : M. Aprodu, M. Toma, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We prove that any non-filtrable holomorphic rank-2 vector bundle on a non-Kähler elliptic surface is an elem
modification of a direct image of a line bundle by a double covering of the surface.To cite this article: M. Aprodu, M. Toma,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Un théorème de structure pour les fibrés vectoriels stables de rang deux sur les surfaces elliptiques al
a été démontré dans [7]. Dans cette Note, nous donnons une description des fibrés vectoriels holomorph
deux sur une surfaceX complexe, compacte, elliptique, non-kählérienne.

Au-dessus d’une telle surface, il existe toujours des fibrés holomorphes de rang deux non-filtrables, c’e
qui n’admettent pas de sous-faisceaux cohérents de rang un, voir [3,13]. Les fibrés filtrables apparaissen
termes d’une extension de Serre, tout comme dans le cas algébrique.

Il y a deux autres constructions classiques pour les fibrés de rang deux, les modifications élémentai
images directes de fibrés de rang un par des revêtements doubles de la surfaceX (voir, par exemple [8], p. 49)
Notre résultat montre que tout fibré non-filtrable au-dessus deX est obtenu à l’aide de ces deux méthodes
construction.

Adresses e-mail :aprodu@mozart.ujf-grenoble.fr, Marian.Aprodu@imar.ro (M. Aprodu), matei@mathematik.Uni-Osnabrueck.DE
Matei.Toma@imar.ro (M. Toma).
1631-073X/03/$ – see front matter 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00139-0
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Théorème 1. SoientX une surface complexe, compacte, minimale, non-kählérienne, qui admet une fib

elliptiqueX
f→B sur une courbe lisse, etE un fibré vectoriel holomorphe non-filtrable de rang deux surX. Alors,

il existe un revêtementC
µ→ B à deux feuillets, par une courbe lisse, et un fibré en droitesL sur la normaliséeY

du produit fibréX ×B C tels que l’image directeν∗L est une modification élémentaire deE, où Y
ν→ X est la

projection.

Démonstration. Toute surface minimale, elliptique, non-kählérienneX possède une structure dequasi-fibré
elliptique, c’est à dire, toutes les fibres lisses de la fibrationX → B sont isomorphes deux-à-deux, et les seu
fibres singulières sont des multiples de courbes elliptiques, voir [4], p. 66. De plus, il existe un revêtemen

cycliqueB ′ ψ→ B de degrém (ou m est le ppcm des multiplicités des fibres def ) et un relèvementX′ ϕ→ X en

un morphisme fini, oùX′ f ′
→ B ′ est une surface elliptique sans fibre multiple, plus précisément, un fibré ellip

principal (cf. [4], p. 67). D’après [11] (voir Section 14), on voit que le groupeZm agit trivialemment sur la dual
F∨ = Pic0(F ) de la fibre def ′.

Rappelons aussi que la classe d’une fibreFb deX →B, avecb ∈ B, est un élément de torsion deNS(X), donc
orthogonal surc1(E). En particulier,χ(E|Fb)= 0 pour toutb ∈B.

Dans la démonstration, nous aurons besoin du résultat suivant, qui découle directement de la descr
groupe de Picard d’un quasi-fibré elliptique de [6].

Lemme 1. Avec les notation précédentes, pour toute application holomorpheB
λ→ F∨ il existe un fibré en droite

L ∈ Pic(X) tel queL|Fb ∼= λ(b) pourb ∈ B général.

En dehors d’un sous-ensemble finiM deB, la restriction deE à la fibreFb au-dessus deb ∈ B \ M est semi-
stable. En effet, siE|Fb n’est pas semi-stable, il existe un faisceau quotientLb déstablisant, et donc de deg
deg(Lb) < 0. La modification élémentaireE′ deE donnée par la suite exacte :

0−→ E′ −→ E −→Lb −→ 0

aura le discriminant∆(E′) < ∆(E). Par définition,∆(E) = (4c2(E) − c2
1(E))/8, et on a∆(E) � 0 pour tout

fibré holomorphe de rang deux sur une surface non-algébrique (cf. [5,3,4]). Donc, il n’y a qu’un nombre
modifications élémentaires comme ci-dessus qui nous sont permises.

SoitM ′ l’ensemble des points deB ′ qui se projettent surM. Alors, pour toutb′ ∈ B ′ \M ′, le fibréϕ∗E|Fb′ est
semi-stable. Par conséquent, pour toutb′ ∈ B ′ \M ′, la restrictionϕ∗E|Fb′ est soit une extension de deux fibrés
droites isomorphes, soit une somme directe de deux fibrés en droites non-isomorphes (cf. [2]), et de mêm
pour les restrictions deE au-dessus des fibresFb, pourb ∈B \M.

Sur un voisinage ouvert assez petitV d’un point arbitraireb′ ∈ B ′ la fibrationf ′ est triviale. En utilisant le
fibré de Poincaré de la fibreF on déduit l’existence d’une courbe analytiqueC′

V dansV × F∨ qui paramètre les
sous-faisceaux inversibles de degré zéro des restrictions deϕ∗E aux fibres def ′. Puisquef ′ est un fibré elliptique
principal, les courbes analytiquesC′

V obtenues de cette façon se recollent en un sous-espace analytiqueC′ de
B ′ × F∨. En éliminant au besoin les composantes irréductibles deC′ au-dessus deM ′ on se ramène au cas où
morphismeC′ → B ′ est fini. Le degré de ce morphisme ne peut valoir que deux ou un.

Maintenant on utilise le fait queZm agit trivialement surF∨. On en déduit que l’imageC′′ deC′ dansB × F∨
est une courbe dont la projection surB est un morphismefini de degré un ou deux.

Soit C la normalisation deC′′, et C
µ→ B le revêtement induit. Nous allons montrer queC ne contient pas

de composante irréductible de degré un surB. En appliquant le Lemme 1, on observe que l’existence d
composante irréductible de degré un au-dessus deB entraîne l’existence d’un fibréL ∈ Pic(X) dont la restriction
à une fibregénériqueFb est un sous-faisceau deE|Fb . Le faisceauf∗(E ⊗ L−1) est non-nul, donc, en le torda
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par un fibré en droites suffisamment ampleA surB, f∗(E⊗L−1)⊗A aura des sections non-nulles. Ceci impliq
l’existence de sections non-triviales deE ⊗L−1 ⊗ f ∗A, ce qui contredit la non-filtrabilité deE.

Par conséquentC est irréductible etC
µ→ B est un revêtement double. En particulier, il existe, pourb ∈ B

général, une décomposition en somme directeE|Fb ∼= λ1(b) ⊕ λ2(b), avecλ1(b), λ2(b) ∈ Pic0(Fb), et λ1(b) �∼=
λ2(b) (compareravec [8], p. 238).

Désignons parY la normalisée du produit fibréX ×B C, et parY
ν→ X et Y

g→ C les deux projections. Le
Lemme 1 nous assure l’existence d’un fibré en droitesL surY tel que, pourc général dansC, L|Fc est isomorphe
au facteur direct deE|Fµ(c) qui correspond au pointc ∈µ−1(µ(c)).

L’image directeg∗(ν∗E ⊗ L−1) est non-nulle, et donc admet des sections non-triviales après tensorisat
un fibré en droitesA suffisamment ample surC. On en déduit un morphisme injectif

L⊗ g∗A−1 → ν∗E,
et encore

ν∗
(
L⊗ g∗A−1) → ν∗ν∗E =E ⊕ (

E ⊗ f ∗L−1),

oùL dénote le fibré en droites surB qui induit le revêtement cycliqueC → B (voir, par exemple, [8], pp. 46–47
Puisque les fibrésE etE⊗L−1 sont non-filtrables, la composition du second morphisme avec la projectio

l’un des facteurs est injective, ce qui montre queν∗(L⊗g∗A−1), ouν∗(L⊗g∗(A−1 ⊗µ∗L)), est une modification
élémentaire deE.

Remarque 1. Comme il nous a été signalé par le rapporteur, on peut donner une démonstration alternative
résultat en utilisant l’espace de Douady relatifD(E/B) des faisceaux quotients deE, de caractéristique d’Euler
Poincaré nulle. Voici l’esquisse de cette preuve. D’après [10], la restriction du morphisme naturelD(E/B)

π→B à
chaque composante irréductible est propre. En utilisant le fait que la topologie deD(E/B) est à base dénombrab
(voir [9]), la propriété d’universalité deD(E/B) et la non-filtrabilité deE, on voit queD(E/B) contient une
composante irréductible de dimension un dont la projection surB est un morphisme fini de degré deux. P
normalisation on obtient la courbe attendueC avec un revêtement à deux feuillets surB. La restriction du faiscea
universel au-dessus de la courbeC induit un faisceau quotient de rang un de l’image réciproque deE sur la
normalisation du produit fibré. Ceci implique le résultat.

Remarque 2. À partir de notre résultat on peut donner un énoncé similaire pour les surfaces elliptique
kählériennes, pas nécessairement minimales. En effet, d’après le résultat de [16], tout fibré vectoriel hol
de rang deux sur l’éclatée d’une surface non-algébriqueX est une suite de modifications élémentaires d’une im
inverse d’un fibré surX, éventuellement tordue par un fibré en droites.

Remarque 3. La difficulté principale du problème de l’existence des fibrés holomorphes sur une surfac
algébriqueX consiste dans le manque de méthodes de construction de fibrés non-filtrables. Dans le c
surfaceX est kählérienne ou de la classe VII, cette difficulté a été essentiellement surmontée à l’aide de la
de Donaldson et de la théorie des déformations, [12,14]. Notre théorème peut servir d’ingrédient technique
seuls cas restants, à savoir ceux des surfaces elliptiques non-kählériennes; voir, par exemple, la remarqu

Remarque 4. Soit E un fibré non-filtrable de rang deux au-dessus d’un fibré elliptique principalX
f→ B. La

première classe de Chern deE induit un morphisme de variétés abéliennesJB
ĉ1→ Pic0(F ), oùF est la fibre def ,

voir [4], p. 64. Dans [1] on a montré que l’existence des fibrés holomorphesde discriminant zérosurX qui sont des
images directes de fibrés en droites par des revêtements doubles est déterminée par le comportement dĉ1 sur les
points de 2-torsion. Ceci et notre théorème donnent par la suite un critère d’existence pour les fibrés non-
de rang deux surX.
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Remarque 5. Prenons de nouveau un fibréE non-filtrable de rang deux au-dessus d’un fibré elliptique princ

X
f→ B. Si le discriminant deE est nul, alorsE est isomorphe à une image directe d’un fibré en droites surY .
En effet, on a vu, dans la preuve du théorème, qu’il existe une modification élémentaireE′ de E telle que

E′|Fb est semi-stable pour toutb ∈ B. Puisque le discriminant deE est minimal, on aE′ = E. En particulier, la
modification élémentaire obtenue dans notre théorème est déterminée par un fibré quotient de degré zéro
sur une somme des fibres def . Par récurrence, on peut supposer qu’il existe une image directeν∗L obtenue par
une modification élémentaire deE le long d’une seule fibreFb def . Alors,E ⊗ OX(−Fb) est une modification
élémentaire deν∗L par un fibré de Pic0(Fb). Soit c ∈ µ−1(b) un point etλ(b) ∈ Pic0(Fb) le fibré associé à so
image dans la bisectionC′′ ⊂ B × F∨. Dans cette situation, on obtient une suite exacte surX :

0−→ ν∗
(
L(−Fc)

) −→ ν∗L−→ λ(b)−→ 0.

Puisque les fibrés quotient de rang un et degré zéro de(ν∗L)|Fb sont paramétrés par une variété connexe
composante connexe de l’espace de modules de fibrés simples surX, de rang deux, de déterminant fixé, qui conti
E ⊗OX(−Fb) contiendra aussi bien une image directe. Rappelons maintenant que l’espace de modules
simples de rang deux à discriminant nul et déterminant fixé est de dimension zéro (voir [15]), ce qui montreE,
lui aussi, est une image directe.
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