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Résumé

Le transformé de Lévy d’'un mouvement brownignest le mouvement brownieB; = fé signB dBy ; appelonsB” le
mouvement brownien obtenu & partir #een itérant: fois la transformation de Lévy. Nous montrons que, presque sirement,
I'ensemble des instantou I'un au moins deg” s’annule est dense dans I'axe des tefps Pour citer cet article: M. Malric,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Published by Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS.

Abstract

The Lévy transform of a Brownian motiahis the Brownian motiorB; = f sgnB; dBy; denote byB” the Brownian motion
obtained fromB by iteratingn times the Lévy transform. We establlsh that the set of all instasiish thatB}! = 0 for somen,
is a.s. dense in the time-axs, . To citethisarticle: M. Malric, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abridged English version

Let (B;);>0 be a one-dimensional Brownian motion started at 0, @, ¢ its local time at 0. The_évy
transformof B is the Brownian motion

t
B, :/sgnBs dBs; = |B;| — Ly;
0
iterating this transformation yields the Brownian motidisdefined by
BO — B, Bn+l (Bn)
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Call Z" = {t > 0: B = 0} the (random) set of zeros &, and putZ = |, Z".
Theorem. With probabilityl, the setZ is dense irR ..

At the end of Chapter XllI of [2], Revuz and Yor raise the question whether the Lévy tran#formB’ is
ergodic, and give references on this problem. We believe our result — a necessary condition for ergodicity — may
prove useful in studying this question. Other properties of the zeros d tlaee given in [1].

Notation

If f is a continuous function ofu, v], we call argmig, . f, resp. argmay.,] f, the largest € [u, v] such
that £ (r) = ming, 1 f, resp.f(t) = max,, . f-

The sample space will be the Wiener spdce, A, P) of continuous paths started at B, is the canonical
process B, (w) = w(t)), andT : 2 — £2 denotes thef-preserving) Lévy transform, defined up to a null event. All
equalities and inequalities between r.v.’s or between events are to be undérsitrodst everywhere.

If X:2 — Risar.v., the rvX o T will also be denoted by’. Theo-field T~1A is generated (up to null
events) by the proces® (= B} = Bo T), andT A by B".

Proof of the theorem

It suffices to prove that with probability 1 the closuzeof Z contains all positive rationals. So, fixing in the
sequel some > 0, we proceed to show that the rikv= sup(Z N [0, a]), which verifiesY (w) € Z(w), is a.s. equal
toa.

Introduce an increasing sequence of r.v.’§0na] by setting

So=argminB| = last zero ofB beforea,

[0,a]
Sy =argmaxB|, S;=argminB|, Sz3=argmaxB|, etc.
[So,al [$1.a] [S2,a]

Lemma 1. The sequencg, converges a.s. to.

Only at the very end of the proof will this lemma be used; meanwhile we shall establish the ine§u&ity,
which, together with Lemma 1, will giv€ =a a.s.

Borrowed from excursion theory (see for instance Chapter VI of Revuz and Yor [2]), the next lemma is
fundamental. The-field o (| B|) showing up is nothing but (B'), that is,T~1A; see [2], VI (2.2).

Lemma?2. Let M be anN-valuedg (| B|)-measurabler.v. Lef1, Go, ... beo (| B|)-measurable r.v!s such that each
G, isthe starting time of an excursion Bfand that, fori < j, G; # G a.s.on{j < M}.Call E; =lim; ¢, sSgnB;
the sign of the excursion starting &t;. Leteq, €2, ... beo (| B])-measurable r.v.s with values ix-1, 1}.

The eventd = {Vi < M, E; =¢;} verifiesP[A||B|]=2"M.

Put R = argming ) B, and callC the event{So < R} that the minimum ofB beforea is reached during the
excursion straddling.

Lemma 3. This event satisfiesP[C|T1A] > 0 a.s.

Proof. Put
H= [rbpa)]qBL C ={B > —H on[0, So] andB < 0 on]So, al},
0,4
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and observe thaf = C a.s. Lemma 2 giveB[C||B|] = 2~V—1, whereN is the number of excursions pB| before
So and taller tharH. O

Lemma 3 is self-iterating; it just suffices to introdu€g = (;_o T-%C to obtain:
Lemma 4. The eventg, verify P[C,|T " 1A] > O a.s.

These event€, can be expressed in terms of the tinkes 7% when theB* reach their minima before:
Ch={RoT"™M <RoT"<...<RoT <R},
and, sinceR o T = Sy, also in terms of the last zerds o T of the BX beforea:

C, = {SOOT”<S00Tn_l<"'<SOOT<S0<R}
C {SooT"<SooT"_1<--~<SooT<S0}=Dn.

Lemma5. On D,, (and alsoa fortiorion C,,), one hasSg=S,, o T".

Proof. Forn = 0 itis trivial (Do = £2); for n = 1 it stems from the fact that arg min,) B’ = So. By induction ork,
one then getsy = S, forall k > 0 on Dy; and last, by induction on, Sy = Sk, o T" forallk >0o0nD,. O

Proof of thetheorem. AsY o T < Y and as these two r.v.'s have the same [Bvs T -invariant.

Lemmas 4 et 5 giveP[S, o T" = So|T " LA] > 0. From So < Y = Y o T", one obtainsP[S, o T" <
Y o T"|T""1A4] > 0, that is,P[S, < Y|T 1Al o T" > 0, wherefromP[S, < Y|T~1A] > 0. But bothS, and
Y are measurable f&f ~1A = o (| B|), the former by definition, and the latter by invariancel$g <y; > 0, that
is, Sy < Y. And now Lemma 1 implie¥ =« a.s., proving the theorem.

1. Introduction

Soient(B;);>0 un mouvement brownien (unidimensionnel, issu de l'originej/e}; >0 son temps local en 0.
Le transformé de Lévgle B est le mouvement brownien

1
B] :/signBS dBy = |B;| — L; ;
0
en itérant cette transformation, on obtient les mouvements brownsiedgfinis par

BO:B Bn+l= (Bn)’.
AppelonsZ" = {t > 0: B} = 0} 'ensemble (aléatoire) des zérosBe, etZ =, Z" laréunion de<Z". Notre
but est d’établir le théoréme que voici.

Théoréme 1. Presque sGrement, I'ensemldeest dense dark .

En fin du Chapitre VI de [2], Revuz et Yor posent la question de savoir si la transformatienB’ est
ergodique. La densité des zéros est une condition nécessaire pour I'ergodicité ; nous considérons le théoréme ¢
dessus comme une base de départ pour attaquer la question de Revuz et Yor. On pourra se reporter a [2] pour d
références sur ce probleme, et a [1] pour d’autres propriétés des zéros des browniens itérés.
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2. Notations
Si f est une fonction continue sur un intervdlle v], nous poserons

argminf:sup{t € [u,v]: f(t)= min f(s)], argmaxf:sup[t € [u,v]: f(tr) = max f(s)].
[u,v] s€lu,v] [u,v] s€lu,v]
Le brownien B est défini sur un espace probabilisé complet, A, P); sans perdre en généralité, nous
supposerons la tribid engendrée paB (et les négligeables). Les égalités ou inégalités entre variables aléatoires

ou entre événements seront toujours entendues presque partout.

Toute v.aX est une fonctionnellg (B) du brownienB ; ceci permet de définir une nouvelle waB’), que nous
écrironsX’, ou X o T pour respecter les habitudes de la théorie ergodigque — biefequeesoit pas nécessairement
I'espace canonique. De méme,4ic A, nous noterong ~1A I'événementA’ tel quely =14 o T; et la tribu
engendrée paB’ sera appelé® —1A. La notation erf’ peut étre itérée : la tribli A est celle engendrée paf,
elle rend mesurabl® o T", etc.

3. Démonstration du théoréme

Il suffit de montrer que tout rationnel> 0 est p.s. dans I'adhéren@ede Z. Nous fixons donc dans toute la
suite una > 0, et nous allons prouver que la via= supZ N [0, a]), évidemment a valeurs dafs est p.s. égale
aa.

Définissons une suite croissante de v.a. dang] par

So =argmin B| = dernier zéro d&8 avanta,

[0,a]
Sy =argmaxB|, S;=argmifB|, Sz3=argmaxB|, etc,
[So.al [$1.a] [S2.a]

de sorte quss, 1 = argmaxs, 41((—1)"*|B|) pour toutn > 0.
Lemme 1. Lorsquen tend vers l'infini,S, tend p.s. vera.

Démonstration. AppelonsSs la limite dessS,. Le maximum de B| sur[S2,, a] est|Bs,, .| ; le minimum de| B|
Sur[Sz.+1,al est|Bs,,,,|; donc sur(S«, a] on a|Bs,, ,| < |B| < |Bs,,,,| et, a la limite,|Bs_ | < |B| < |Bs,|.
Ainsi, | B| est constant sUiS.., a] ; ceci entraing,, = a p.s. O

Mettons ce lemme de c6té pour un moment; le reste de la démonstration va consister & établir I'is)egatité
qui, jointe au Lemme 1, donneka=a p.s.
Notre outil fondamental sera le lemme ci-dessous, qui permet de changer de signe quelques excltsians de
trop bouleverser certaines probabilités. La tehiiB|) qui y apparait est aussi B’), c’est-a-direl’ ~1A ; voir & ce
sujet Revuz et Yor [2], VI (2.2). Le codage des excursions par leurs instants de début est purement conventionnel
on pourrait tout aussi bien faire d’autres choix.

Lemme 2 (principe de retournement des excursio®)it M une v.a. a valeurs dar¥, mesurable pour la tribu
o (|B]). SoientG1, G2, ...des v.a> 0, mesurables powr (| B|), telles que chaqué; soit I'instant de début d’'une
excursion deB et que, pouti < j, G; # G; p.s. sur{j < M}. SoitE; =lim; g, signB; le signe de I'excursion
correspondante. Soient enfip, €2, ... des v.a. a valeurs dar{s-1, 1}, mesurables pouwr (| B|).

L'événement = {Vi < M, E; =¢;} vérifieP[A||B|]=27M.



M. Malric / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003) 499-504 503

Démonstration. Quitte & modifier le€s; sur{i > M} (eny remplacant par exemplg par le début de la premiére
excursion d¢B| plus haute que 1 et postérieur€av - - - v G;_1), on estramené au cas 64 # G ; p. s. Lathéorie
des excursions (Revuz et Yor [2], Chapitre XII) entraine que lesdy.aont uniformes suf—1, 1}, indépendantes
entre elles et de (| B|). En conséquence, s(i¥/ = m}, on a

P[A||B|]=P[E1=¢1...., Em=éeml||B|]=27",
d’ou finalemeniP[A||B|1=2"M. O

Posonsk = argmino,,) B, et appelong I'événementSo < R}, qui signifie que le minimum avantde B est
atteint durant I'excursion qui enjambe

Lemme 3. Cet événementt vérifieP[C|T~1A] > 0 p.s.

Démonstration. Posons

H= [r;1a>](|B| et C={B>—H sur[0, o] et B < 0 sur]So, al}.
0.4

SurC, B atteint la valeur - en un point dgSo, a], doncC c C (on a en faitC = C p.s., mais peu importe).
L'événemen( est réalisé lorsque toutes les excursiongRle@antérieures &g et de hauteurs excédaHt(qui sont
en nombre finiN) sont positives pouB, et que I'excursion d& commencgant effp est négative. Comm&, H

et Sp sont mesurables pouf(|B|), le Lemme 2 donn®[C||B|] = 2-¥~1; d’ou le résultat, puisque, rappelons-le,
|B| engendrer ~1A. O

Le Lemme 3 s'itére mécaniquement, en faisant interv€pie= ()} _o 7 C :
Lemme 4. Les événements, vérifientP[C,|T " 1A] > 0p.s.
Démonstration. Pourn = 0, cela résulte d€y = C et du Lemme 3. Supposons la propriété vraie pour1,
c'est-a-direP[C,,—1|T " A] > 0. Il existe une v.a® > 0 telle queP[C,,—1|T"A] = @ o T". On peut donc écrire
P[CaIT " A] = P[Cha NTT"CIT " 2A] = E[P[Cra| T " AL p-nc | T2 A]
= E[(® o T")1g-nc|T " 2A] =E[®1c|T T A] o T",
et il ne reste qu'a vérifier quE[®1¢|T1A] > 0, c’est-a-dire que I'événement = {E[®1¢|T1A] = 0}

est négligeable. Mais suf on a®1¢ = 0, donclc = 0; d'oUP[C N I'] =0, puis1,P[C|T~LA] = P[C N
I'\T-1A]=0, etenfin, par le Lemme 3, =0. O

Ces événemeniS, ont une interprétation simple, & l'aide des instaRts 7% ot B* atteint son minimum :
puisqueB’ = |B| — L et queL est constant suiSp, a], on aB’ > B§0 surl]Sg,a] et B’ > B’So sur[0, Sol. Il en
résulte queR o T (= R’, instant du minimum dé8’ avanta) n’est autre queSp, etC ={R o T < R}, d’ou

Ch={RoT"™ <RoT"<...<RoT <R}

LesC, s'interprétent aussi en termes des zérosRfesde R o T = Sp, on tireR o T¥*1 = Sy 0 T (= dernier zéro
de B¥ avanta), puis

Ch={SooT" <SgoT" 1 <-.-<SpoT < So<R}=D,N{S <R},
ol l'on a poséDo = 2, D1 ={S; < So} et, pour toutr > 1,

n—1
Dy={SooT" <SpoT" <. <SpoT <So}=( T D1
k=0
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Lemmeb5. Sur D,, et afortiori surC,, onasSg=S, o T".

Démonstration. Plus généralement, nous allons établir cpue,D,,, on aSy = Sy, o T" pour toutk > 0.

Le casn = 0 étant trivial, commencons par le cas= 1. Il s’agit de vérifier quesur I'événementD; =
{85 < So}, onas, = S,QH pour toutk > 0.

Nous savons quéy = argmino . B’ ; a fortiori, sur 'événemenby, on a arg mipsé,a] B’ = 8p. SurD1, signB’
est constant sufrSg, a], et négatif carB/S0 = —Lg,; On en tire argmif, ) B’ = arg maxs; 4 |B’|, c’est-a-dire
So = S/l.

Toujours surDy, le processugB’| + | B| est, sur I'intervalld So, a], égal &—B’ + | B| donc aL : il y est constant.
Sur cet événement, I'égalitg = S;_ , a lieu, nous venons de le voir, polr= 0; et si elle a lieu pour ur, en
écrivant

Si+1 = argmax(—1)*|B|) = argmax(-1)"(~|B']))
[Sk.al [Sk.al

= argmax{(—)* Y B'|) = S},
[5¢1p.0]

on voit qu’elle a également lieu polar+ 1. Ainsi, I'affirmation est vraie pout = 1.

Passons au cas général. Puisdyec T—¢D; pour tout? < n, I'étape précédente implique que, sDy,,
Sk o Tt = Sp11 0 T pour toutk et toutl < n. On en tireSye o T = Spqpq10 T pour 0< € <n —1,
puisSy = Sk4n o T". O

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer le théoréme.

Démonstration du théoréeme. Remarquons quE o T < Y ; ayant méme loi, ces deux v.a. sont p.s. égalesgt
invariant).

Pris ensemble, les Lemmes 4 et 5 don@i}, o 7" = So|7 " LA] > 0. CommeSy < Y =Y o T", on en tire
P[S, 0 T" <Y o T"IT " 1A]> 0, c’est-a-direP[S, < Y|T1A]o T" > 0, et il en résulté’[S, < Y|T1A] > 0.
Mais S, et Y sont tous deux mesurables pdurlA = o (| B]), le premier par définition, le second par invariance;
on a doncls, <y} > 0, c’est-a-direS, < Y. Jointe au Lemme 1, cette inégalité entralne a p.s., et le théoreme
est établi. O
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