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Résumé

On étudie des propriétés arithmétiques de I'anneau des séries de Dirichlet analytiques. En particulier, on prouve sa factorialité
en obtenant un résultat de division par plusieurs sdPmg. citer cet article: F. Bayart, A. Mouze, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We study arithmetical properties of the ring of analytic Dirichlet series. In particular, we prove a theorem of division by
several series and we deduce from it that the ring is factdriatite thisarticle: F. Bayart, A. Mouze, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version
It is well known that the set of formal Dirichlet series
D([s]]l = { Zann_s; Vn>1, a,eCands € C}
n>1
with the product
<Zann_s> < ann_s> = Z < Z aibj>n_Y
n>1 n>1 n=1 “ij=n

is a local and factorial ring [2,3]. Our aim in this Note is to study the set of analytic Dirichlet series, i.e., convergent
seriesf (s) =>_, 1 ann"* for some complex. Recall that if we set
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+00
oc(f) = inf{a eR; Zann“’ converge%,

n=1
the Dirichlet series is convergent fii(s) > o.(f) and divergent fofi(s) < o.(f). We denote byD{s} the set of
analytic Dirichlet series

Dis} ={f € Dlls]l; oc(f) <+oo}.

By Landau’s theorem [4], we have the classical inequality’g) < %(oc(f) +0.(g) +1). Therefore, the seb{s}
is a ring. Moreover it is not difficult to prove that it is a non-Noetherian local ring. Its maximal ideal is the set of
noninvertible analytic Dirichlet series, i.e., the set of analytic sefi&ezn>lann“‘ satisfyinga; = 0.

Definition 0.1.For a formal Dirichlet serieg (s) = Zn>lann—5, we callsupport of f the set
supp f) ={n >1; a, #0}.

We prove a Hironaka type division theorem by several Dirichlet serig@¥{ity (we refer to Theorem 2.1 of the
French version). As a corollary, we have the following version of the Weierstrass preparation theorem.

Theorem 0.2. Let f be inD{s}. Suppose that there exists a prime integeand a minimal nonzero integersuch
that p“ is in suppf. Then we have the following decompaosition

F(s)=Us)P(s),
whereU is a unitinD{s} and P is a distinguished polynomial of degreen D{s}, i.e.,

1\ & ri)
P(s)=— LR
©=(5) + X o

j=1

where, forj =1,..., a,

— rj € Dis},
— if n e supfr;), p is relatively prime with,
— rj is noninvertible.

As a consequence, we obtain that the rinfg} is integrally closed. As in [6], using several times Theorem 0.2,
we finally get the following result.

Theorem 0.3.The ringD{s} is a unique factorization domain.

Moreover, we prove thdb{s} is a Henselian ring.

1. Introduction

Une série de Dirichlet (formelle) est une série de la fO@,¢>1ann_“, oU (an)nen+ €St une suite complexe et
s un nombre complexe. Le produit (formel) de deux séries de Dirichlet est défini par :

En particulier, I'ensemble des séries de Dirichlet formeld¢g 1] est muni d’une structure d’anneau. Les propriétés
arithmétiques de cet anneau ont déja été bien étudiées : on sait ainsi qu’il est local (voir [3, p. 110]) et factoriel [2].
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On g'intéresse ici a 'anneau des séries de Dirichlet analytiqugs, c’est-a-dire celles pour lesquelles il
existe un nombre complexetel que f(s) = Zn>1ann“‘ converge. On rappelle qu'a une série de Dirichlet
f(s)=>_,>1a.n"" estassociée une abscisse de convergence définie par :

+00
oe(f)=inflo eR; > amn™ converg%.
n=1

La série de Dirichlet converge alors palits) > o.(f) et diverge poufi(s) < o.(f). Ainsion a
Dis} = {f € DIIs1l; oc(f) < +o0}.

D’apres un résultat de Landau [4], oo & fg) < %(oc(f) + 0.(g) +1). On en déduit donc que I'ensemidlys},
muni du produit de Dirichlet, est un anneau.

Le but de cet article est d’obtenir des propriétés arithmétiques de cet anneau, en particulier sa factorialité. Les
méthodes utilisées dans [2] ne s’appliquent pas du tout ici, car elles restent purement formelles. Le point de dépar
de I'étude est la remarque suivante, qui donne les premieres propriétés, faciles a vérifier, de Iajzheau

Remarque 1.1.Une sérief = Zn>lann—5 de D{s} est inversible dan®{s} si et seulement si on@ # 0. En
particulier, D{s} est un anneau local d’idéal maxim¥, 'ensemble de ses éléments non inversibles. De plus,
'anneauD{s} n'est pas noethérien.

On termine cette introduction par une définition.

Définition 1.2.Si f(s) = Y_,51 a,n* appartient &[[s]], on appellesupport def I'ensemble
supp f)={n>1; a, #0}.

2. Division

On se propose, dans un premier temps, d’établir un théoréme de division par plusieurs sériessHaDa
noteN(* 'ensemble des suites d’entiers & support finiet) ;>1 la suite des nombres premiers. On définit une
bijection entreN* etN(>) en posant

d(p1t-..pY) = (a1, ..., r,0,..0).

Dans la suite, on désigne parune forme linéaire positive non nulle 88> dansR. On a alors
r
L(j1. . jr 0.0 =Y Liji.
i=1
ou les coefficients sont des nombres réels positifs. Par la bijecthoi. définit aussi un ordre sur les entiers, avec,
poura etb deux entiers non nuls,

a<ypb sietseulementsiLo¢(a)<Lo¢p(b).

Cet ordre est 'ordre naturel si on choigjt= log px. En outre, cet ordre est compatible avec les valuations
p-adiques :

Siar < Bu,....ar < By, alorspi-.p& <p phto.phr.

On a alors un théoréme de division « a la Hironaka ».
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Théoreme 2.1.Soientf1, ..., f,, des éléments non nuls d¥s}. Pour touti =1, ..., m, on choisitg; minimum
dans le support d¢; pour I'ordre défini parL. On pose

A1 ={n e N*; g1|n},
et, pourtout =2,...,m,
Ai={neN"; giln} — (A1U---UA;_1).

Alors, pour toutf deD{s}, il existe un uniquém + 1)-uplet(gs, ..., gm,r) d'éléments d&{s} vérifiant

f=>Y figi+r (1)
i=1
1
sup;(—sg,) C A, 2)
q;
suppr) CN* — (A1U---U Ap). 3)

La preuve de ce théoréme est une adaptation de celle donnée par Briancon [1] d'un théoréme de divisior
analytique par perturbation d’un épimorphisme. On pourra consulter [5] pour des démonstrations analogues.
Du Théoréme 2.1, on tire facilement le corollaire suivant.

Corollaire 2.2. Soientf, h € D{s} etu € D[[s]] telles que I'on aitf = uh. Alorsu est aussi un élément de{s}.

Démonstration. On pose
g =min{n € N*; n € supgh)}.

Clairement, on peut trouvdr telle queg soit minimum dans le support depour I'ordre défini pai.. La division
de f parh dansD{s} donne alors

f=gh+r, avecg, rdansD{s}et supp C N* — {n e N*; g|n}.

On adonc, dan®|[[s]],r = h(u — g). Sion au # g, on écritu — g sous la forme

a _
u—g:m—’Z—{-Zann 5, am #0.
n>m
On a alorsng € supph(u — g)), ce qui contredit suppc N* — {n e N*; ¢g|n}. O
On déduit aussi du Théoréeme 2.1 un théoreme de préparation « a la Weierstras$#sgans

Définition 2.3. Soit p un nombre premier. On dit quR € D{s} est unpolynéme distinguén p de degréx si P
s'écrit

1\Y &K orils)
Ps)=(—=) + LR
® (p) ;@S)a—f

avec, pourtouf =1,...,«,

—rj € Dis},
— Sin € supgr;), p est premier aveg,
— rj estnon inversible.
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Corollaire 2.4. Soientf € D{s} et p un nombre premier tel qug* € suppf, ola € N* est le plus petit possible.
Alors on a la décomposition

F(s)=U(s)P(s),
avecU et P des éléments dB{s} vérifiant

— U estinversible,
— P estun polynéme distingué ende degréx.

Démonstration. On fixe un ordrel tel quep® soit minimum dans le support dé pour cet ordre. Puis on fait la
division de Y (p*)* par f. Il suffit ensuite de regrouper judicieusement les termes.

3. Propriétés arithmétiques

Il est bien connu qu’un anneau factoriel est intégralement clos. Ici, comme dans [6], bien que le contexte soit
différent, on démontre d’abord que I'anneBys} est intégralement clos. On en déduit ensuite sa factorialité.

Proposition 3.1.L'anneauD{s} est intégralement clos.
Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate du Corollaire 2.2 et de la factorialtfdé O
Théoréme 3.2L’'anneauD{s} est factoriel.

Démonstration. L'existence d’'une décomposition d’'un élémefitde D{s} en produit d’éléments irréductibles

est facile a obtenir. Il reste a prouver I'unicité. On commence par montrer que tout polynéme distirf{g de

se décompose de maniere uniqgue comme produit de polyndmes distingués irréductibiBgs¢laRsur cela, on

utilise fortement le fait qué{s} est intégralement clos. On prouve ensuite, a I'aide du Corollaire 2.4, que, si une
série f admet dans son support une puissance non nulle d’'un nombre premier et possede deux décomposition
non équivalentes en produit d'irréductibles, alors il existe un polynéme distinguB{ge qui admet deux
décompositions non équivalentes en produit de polynémes distingués irréductibles. La remarque ci-dessus entrair
I'unicité d’'une décomposition pour une série f¢s} qui admet une puissance non nulle d’'un nombre premier
dans son support. Le cas général se ramene au précédent, par un isomorphisme d’anneaux bien construit.

L'utilisation de la division permet d'obtenir une autre propriété arithmétique de I'anbégu

Théoréme 3.3.Soit P un polyndéme dé&{s}[X]. On noteP sa classe dangD{s}/M)[X]. On suppose que se
factorise de la maniére suivante

PX) =X —e)-- (X =),
avecc; # c; pouri # j. Alors, on peut écrire? sous la forme

P(X) =w1(X) - - - 0r (X),
avec, pourtout =1,...,r,

wi € D{s}X] et @(X)=(X—c)".

L'anneauD{s} est donc hensélien.
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