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Résumé

Nous introduisons des algorithmes de relaxation d’'ondes (SWR) pour I'équation de la chaleur, basés sur I'utilisation de
conditions de transmission optimisées. lls convergent ainsi beaucoup plus vite que I'algorithme classique. Nous analysons
ensuite la dépendance de la convergence par rapport a la taille du recouvrement et au pas de discrétisatioPaur teiteps.
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Abstract

We introduce Schwarz Waveform Relaxation algorithms (SWR) for the heat equation which have a much faster convergence
rate than the classical one due to optimized transmission conditions between subdomains. We analyze the asymptotic
dependence of the convergence rate with respect to the size of the overlap and the tiffedtethis article: M.J. Gander,

L. Halpern, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

Waveform relaxation methods were introduced for solving very large systems of ordinary differential equations
in the VLSI community [4]. These algorithms distribute the computation on parallel computers by partitioning the
system into subsystems and then use a Picard iteration [7] to compute the global solution. The major flaw of these
methods is their slow convergence rate. To make these methods efficient, one needs to use transmission conditior
adapted to the underlying problem [1]. We analyze this approach for the heat equation in 1 dimension and derive the
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asymptotic convergence rate of the optimized methods with respect to the overlap and the discretization parameter:

Our approach is related to the work on optimized Schwarz methods for steady problems arising from implicit time

discretizations [3], but it does not impose a uniform time discretization and thus permits locally adapted time steps.
To solve the heat equation (1) & = R with a waveform relaxation algorithm, we decompg@2ento two

subdomaing2; = (—oo, L) and£2; = (0, 00), L > 0, and study the general waveform relaxation algorithm (2). In

its classical form, the transmission operatBfsare the identity, for which the algorithm iR?, 4 > 1, has been

analyzed in detail in [2], where linear convergence on unbounded time intervals and superlinear convergence or

bounded time intervals was proved for positiaising the maximum principle. Here we propose to use instead

Bi = d/9x + S;, whereS; are linear, pseudo-differential operators in time with Fourier symahdtourier analysis

leads to the convergence rate (3) of algorithm (2).

Theorem 2.1. If the symbols of the transmission operators satigfjw) = —o2(iw) = Viw, then the algorithnf2)
converges in two steps to the solutioof (1) independently of the overlap.

Because of the non-local character of these optimal operators, we introduce local approximations satisfying
R(Viw o1(iw)) > 0 andR(viw o2(iw)) < 0, which guarantees better performance of the algorithm over the
classical one. We now suppose that= —o2 = o. The best performance with local conditions is achieved, if
polynomial solutions of the min—max problem (4) are used as transmission conditions.

For concrete results useful in practice, we analyze now the zeroth and first order case in detail. Precise
expressions for the constarits L andC can be found in the corresponding French part.

Theorem 3.1. For n = 0 and L > 0, the min—max problert4) has a unique solutiow%* > 0. If L = 0, then
0%* = (wminwmax /4. If 0 < L < L, theno%* is given by the solution dp (iwomin)| = |p (iwmax|. If L < L < L,
o%* is given by the solution ofo(iwmin)| = |p(iwe)|, wherew, = 6%*L~1(1 + /1 — (Lo9*)2 — 2Lo0%). If
L > L, thenoc%* = /omin.

Introducing for anyp > 0 the Robin transmission conditions (5), the following theorem establishes well-
posedness of the algorithm and convergence.

Theorem 3.2. For L > 0 and p > 0, the algorithm(2) with Robin transmission conditior5) is well defined in
[1j-12H**(£2j x (0,T)) and converges ifi],_; , L*((0, T) x £2;) to the solutior of (1).

We now study the asymptotic convergence rate for the discretized algorithm when the tintg steps to 0.
Without overlap, the optimized convergence rate dependdoibecause ofvmax = 7/Atf; with overlap, the
numerical overlap is often only a few mesh cells in space, and in addition the discretization steps in space and
time are often linked. We thus analyze the case of a general overlap of the\idrng > 0.

Theorem 3.3. If p* denotes the solution di4) for n = 0, then, asAr goes to zero, we have for the algorithm
without overlapp* = 1 — C AtY/%. For the algorithm with overlap. = O(At?), we havep*™ = 1 — CAt#/3 if
B <3/4,andp* =1— CArY4if g > 3/4.

The corresponding first order approximation results are as follows.

Theorem 4.1. The unique solution* = p* + iwg™ of (4) for n = 1, if it exists, satisfiep*, ¢* > 0. If L =0,
the optimal parameters are given (8). If L > 0, then foromax large the optimal parameterg*, ¢* are given
for 0 < L < L by the solution of p(iwmin)| = |p(iw1)| = |p(iomax)| and for L < L < L by the solution of
lp(wmin)| = |p(iw1)| = |p(iw2)|, wherew: < w, are the roots of the polynomidlg*w? — 2¢3w® + (L — 4Lpg +
2q — 6¢2p + 2Lp%q2)w? + (6qp% — 2p)w + 2p3 + Lp* giving the maxima offp|.
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Using now for p, g > O the first order transmission conditions (9), the following theorem establishes well
posedness and convergence of the optimized algorithm.

Theorem 4.2. If f € HYY2(£2 x (0, T)) andug € H3(£2), then the algorithn(2) with first order transmission
conditions(9) is well defined in]_[j:l,zH3’3/2(.Qj x (0, T)) and converges irﬂj:l,sz((O, T) x £2;) to the
solutionu of (1).

Theorem 4.3. Without overlap, as\r goes ta), we havep* =1 — CArY/8. If L = O(AtP) thenp* =1 — CArP/5
if 8<5/8andp*=1—CAr'/8if g > 5/8.

1. Introduction

Les algorithmes de relaxation d’ondes ont été introduits pour la résolution de systémes différentiels ordinaires de
trés grande taille dans la communauté VLSI [4]. Ces algorithmes distribuent le calcul sur des ordinateurs paralléles
en partageant le systéme en sous-systemes et utilisent une itération de Picard [7] pour trouver la solution globale. L
défaut majeur de ces algorithmes est gu’ils convergent lentement. Cependant ils peuvent étre rendus trés efficac
si I'on utilise des conditions de transmission adaptées [1]. Nous détaillons ici la démarche pour I'équation de la
chaleur en dimension 1 dans le cadre des méthodes de décomposition de domaines : I'algorithme optimal donn
la convergence en deux itérations et est défini par I'utilisation de la notion de condition aux limite transparente.
Des conditions de transmission approchées sont différentielles en temps, et définies par optimisation du taux ds
convergence sur un domaine de fréquences discretes. Nous introduisons un probléme de meilleure approximatic
non standard (voir [6]), pour lequel nous donnons la résolution pour I'ordre zéro et I'ordre un. Nous montrons
que les algorithmes correspondants sont bien définis dans des espaces adaptés, et convergents. Nous analyson
dépendance du taux de convergence par rapport a la taille du recouvrement et au pas de discrétisation en temg
Nous illustrons sur un exemple concret les performances de nos méthodes. Notre démarche s’inspire de cell
présentée dans le cas stationnaire, et utilisée pour I'’équation de convection diffusion avec un schéma implicite er
temps [3]. Cependant I'avantage de I'approche globale en temps est qu’elle permet d'utiliser des pas de temp:s
différents dans différents sous-domaines, et ne nécessite pas I'échange d’informations a chaque étape de temps.

2. L’algorithmederelaxation d’ ondes

Nous considérons I'équation de la chaleur en dimension 1 @aasR,
L) :=u; —uy,=f dans2 x (0, T), Q)

avec une condition initiale(-, 0) = ug dans$2. Pour une condition initiale dans?(£2) et un second membre
f dansL?(0, T; L%(£2)), le probléme de Cauchy admet une unique solution faible d&R€D, 7; L2(2)) N
L2(0, T; H(2)). Si de plusug appartient 81(£2), u appartient 821(£2 x (0, T)) ou les espaceH"* (2 x
(0, T)) sont définis dans [5] comm?(0, T; H" ($2)) N H*(0, T; L2(£2)).

Nous décomposons le domaiffeen deux sous-domaing = (—oo, L) et§22 = (0, co). L'algorithme général
de relaxation d’ondes avec recouvrement consiste a résoudre itérativement les sous-problefesdans) et
£22 x (0, T) au moyen d’opérateuts; et 52 définis sur les interfaces=0etx =L :

L(ut)=f dans, x (0, T), L(uh)=f dans2; x (0, T),
uy(-, 0 =uog danss2y, ub(-,0) = ug dansy, 2)
Buj(L,") =By *(L,) sur(0,T), Bou’y(0, ) = Bout~1(0,) sur(0, 7).

Dans l'algorithme de relaxation d’ondes classique, les opératgsent égaux a I'identité. Cet algorithme a été
analysé dans [2] pour I'équation de la chaleur d&As 4 > 1. Un résultat de convergence superlinéaire pour
t€[0,T], T < o0, et linéaire pour tout a été établi pouL > 0 par le principe du maximum.
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Introduisons les opérateuls = 3/dx + S;, ol lesS; sont des opérateurs linéaires pseudodifférentiels en temps,
de symboley;. NotonSe’]? I'erreur al'étape: dans2; pourj =1, 2. Nous calculons explicitement les transformées
de Fourier en temp&; (x, w) = &} (L, w) gViot—L), eh(x, w) =230, w) e~vior of, pourw réel non nuly/io est
la racine ded de partie réelle strictement positive. Les conditions de transmission fournissent une relation de
récurrenc_e?’{“(o, ) = péi 0, w), 5L, w) = p &3 (L, w), ou le coefficient est le taux de convergence
de l'algorithme, donné par

Viw — o1(iow) Vie + os(io) e_sz
Vio + o1(io) Vio — oa(io) '

p(iw) = Q)

Théoréme 2.1. Siles opérateur§; etS, ont pour symboles; (iw) = —o2(iw) = +iw, I'algorithme (2) converge
vers la solution: de(1) en deux itérations indépendamment du recouvrement.

Notons que ces opérateurs exacts sont intégraux en temps et donc colteux a utiliser. Nous les approchons p
des polyndmes de bas degré en de facon a obtenir des conditions de transmission simples a mettre en ceuvre,
et menant a des algorithmes convergents. Pour I'algorithme de relaxation classique, le taux de convergence e:
pp(iw) = e 2L _gjles symboles; (iw) sont choisis tels qui (viw o1(iw)) > 0 etf(viw o2(iw)) < 0, alors
lp(iw)| < |pp(iw)|. Pour améliorer la convergence, il faut donc écrire des opérateurs approchés qui vérifient cette
propriété. Nous supposons désormais éie —o2 = o, et nous cherchons® de fagon a résoudre

: (4)

min max  |p(iw)

0 €Py wmin<|w|<omax

ouP, est I'espace vectoriel des polyndmes Eude degré inférieur ou égalig et les quantitésmin et wmax sont
des fréquences discrétes estiméesupaix = 7/ At etwmin =7/ T. Le taux de convergence optimal est npté

3. Approximation d’ordre0

Théoréme 3.1. Pourn = 0, pour toutL, le probléme de min—mgx%) admet une solution unique®*, strictement
positive. PourL = 0, 0%* = (wminwmax) 4. Pour L > 0, on a trois cas
1/4 —3/4 —3/4 \ ; 0.% 4 4 ;
Q) pour0< L <L = ﬁwminwmax + 0(wmax ), le paramétre optimab™* est donné par la résolution de
I'équation non linéaird o (iomin)| = | p (iomax | ;
(2) pourL < L < L =C/./&min, C =0.3401...., o%* est donné par la résolution de I'équation non linéaire
|p(iomin)] = |p(iwe)], avecw, = ®* L1 (L + /1= (Lo0*)2 — 2Lo0%) ;
(3) pourL > L, 0% = J/omin.

La démonstration de ce théoréme, comme celle du Théoréme 4.1, repose sur une étude fine du comporteme
du taux de convergence et de ses dérivées partielles.
Pour toutp > 0 nous introduisons alors les conditions de Robin

Bl:ax‘i‘P, BZZax_p' (5)

Théoréme 3.2. Pour toutL > 0, pour toutp > 0, I'algorithme (2) avec conditions de transmissi¢b) est défini
dans[];_; » H?Y(£2; x (0,T)) et converge danE[J-:l’sz((O, T) x £2;) vers la solutioru de(1).

Les résultats d’existence contenus dans ce théoréme reposent sur des estiengtimms La régularité
s’obtient par transformation de Fourier. Quant a la convergence, elle s’obtient par estimations d’énergie dans le
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cas sans recouvrement, et par transformation de Fourier dans le cas avec recouvrement. Il en est de méme pour
Théoréme 4.2.

Nous étudions maintenant le comportement du taux de convergence lgxsderd vers 0. En I'absence de
recouvrement, le pas de temps interviei#t wmax. En présence de recouvrement, sa taille est d’'ordinaire de
quelques pas d’espace, et les pas de temps et d’espace sont souvent liés. Nous introduisons donc une taille
recouvrement sous la former?, g > 0.

Théoréme 3.3. Soitp™* la solution de(4) avecn = 0. Pour I'algorithme sans recouvrement, quand tend vers)
ona

.\ 174
max |p*(io)| =1—23/2<m> A% 4 o(Art4). (6)
omin<|o|<omax 4
Pour L > 0, supposong = C; At#. LorsqueAr tend vers, on a
1-210/6, OB ALBI3 L o(ALPI3)  sip < 3/4,

7
1 — 2% 2(wmin/m)Y4AtY4 + o(AtY%)  sip > 3/4. )

max [p*(iw)| = {

Omin< 0| <®max

4. Approximation d’ordre 1

Nous nous placons maintenant dans le gas 1, et nous posons®* = p* + iwg*. La caractérisation du
polynéme optimal s’écrit alors :

Théoréme4.1. La solution uniquer>* = p* +iwg* du probléme de min-m4#), quand elle existe, vérifig* > 0
etg* > 0. Dans le cas sans recouvrement on a
Zx/z(wminwmax)aw(«/ ®Wmax + +/®@min — (wmaxa)min)l/‘l)\/«/ Omax+ /@min + (@Wmax®min) /4
®Wmax + ®min + v/ ®max®min ’
. «/E(»,/wmax + /®min — (wmanin)lM)\/«/wmax-l- VOmin + (@maxwmin) /4
B (0min@max) /8 (wmax + @min + /@max®min )

Si Wmax = a*@min aveca > %(1 + /542 + 2/5) ~ 2.89. Dans le cas avec recouvrement payay grand, on
introduit le polynémeQ (w) = Lg*w®* — 2¢3w® + (L — 4Lpq + 2q — 6¢°p + 2Lp?%q?) w? + (6gp? — 2p)w + 2p° +
Lp*. On adeux cas

pr=
®)

q

)

(1) pour0<L< L= 23/4w;{i§w;12§8 + o(wn_qgff), p* etg* sont donnés par la résolution du systéméwmin)| =

lo(iw1)| = |p(iwmax) | OUw; est laracine deQ realisant le maximum dgp| ;
(2) pourL < L < L=C//wmin, C =0.04305..., p* etg* sontdonnés par la résolution du systeme d’équations
non linéaireg p (iwmin)| = |p(iw1)| = |p(iw2)|, OUw1 < w2 sont les racines d@ réalisant le maximum dip|.

Nous construisons maintenant, pguetg strictement positifs, les conditions de transmission
Bi=0:+p+gq o, B2=0x—p—qd. 9)

Théoréme 4.2. Si f appartient aH>Y2(2 x (0, T)) etug & H?(2), 'algorithme (2) avec les conditions de
transmission(9) est défini dand[;_; , H*¥2(22; x (0, T)) et converge dan§];_; , L%((0, T) x £2;) vers la
solutionu de ().
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Fig. 1. L'erreur en fonction du nombre d'itérations.

Fig. 1. The error as a function of the number of iterations.

Théoréme 4.3. Pour I'algorithme sans recouvrement, quaad tend ver0 on a

N8
max |p(iw)|=1—4<wmm> ArY8 4 o(Ar/B).

Omin< |0 <omax 4

(10)
SiL > 0, supposons la taille du recouvremdnt= C; Ar?. LorsqueAr tend ver, on a
_ 1 — 22110, VA0S Ay B/5 L o(ALP/5) sip < 5/8
max p(la))| — Dmin “L +0( ) .3 /8, (11)
omin <ol <omax 1- 4(wmin/7T)l/8All/8 + O(All/8) Sif > 5/8

Ces résultats théoriques montrent un net avantage & nos méthodes optimisées puisque pour la méthode SW
classique, d’'une part il n’y a pas convergence en I'absence de recouvrement, et d’autre part le taux de convergenc
asymptotique pour un recouvreméni= C; Ar? est en 1= Cp o/ 2ominAt? + o(AtP). Nous montrons maintenant
une expérience numérique. Pour un recouvrement de tai#e0.04 et deux sous-domaings; = [0; 3,02] et
22 = [2,98; 6], I'algorithme classique a besoin de 267 itérations pour converger a une tolérance de 1e—6 pour
t € [0; 10]. Pour les mémes données, l'algorithme avec des conditions optimisées d’ordre zéro nécessite 17

itérations et avec des conditions optimisées d’ordre un 13 itérations. La Fig. 1 décrit I'erreur en fonction du nombre
d'itérations.
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