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Résumé

Nous présentons une partie des résultats de Le Jan et Raimond (math.PR/0203221). Nous montrons comment a part
d’'une famille compatible de semigroupes felleriens, on peut construire un flot stochastique de noyaux. Sous une hypothése
supplémentaire (sur le mouvement de deux points), nous montrons qu'a un flot de noyaux, il est possible d’associer un flot
coalescent tel que le flot de noyaux puisse étre construit en filtrant ce flot coalescent par un sous-bruit d’'une extension du brui
engendré par le flot coalesceRaur citer cet article: Y. Le Jan, O. Raimond, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abstract

We present a part of the results of Le Jan and Raimond (math.PR/9909147). We show that starting with a compatible family
of Feller semigroups, one can construct a stochastic flow of kernels. Under an additional hypotheses (on the 2-points motion),
we show that it is possible to associate to a flow of kernels a coalescing flow such that the flow of kernels can be obtained by
filtering the coalescing flow with respect to a sub-noise of an extension of the noise generated by the coalesdiogifw.
thisarticle: Y. Le Jan, O. Raimond, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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1. Les flots stochastiques de noyaux et leurs lois

Soit (M, d) un espace métrique compact séparable (qudrast seulement localement compact, on étudiera le
compactifié).

Définition 1.1. Soit (P,("), n > 1) une famille de semigroupes felleriens respectivement définisa/Suet opérant
surC(M™). On dira que cette famille est compatible dés que pourktaut:, Pt(k)f(xl, ce XE) = Pf”)g(yl, ey Yn)
pour toutes fonctions continugset g telles queg(y1, ..., yu) = f(Vig, - ... Yi,) avecliy, ..., ix} C{1,...,n} et
(e1, s X)) = Digs -5 Vi)
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On noterePEQ ) la loi du processus de Markov™ associé @}”) etissu dexy, ..., x,). Ce processus sera
appelé le mouvementapoints.

Rappelons qu’un noyau siM est une application mesurable tledansP (M), M et P(M) étant munis de leurs
tribus boréliennes. Sol, I'espace des noyaux si, et& la plus petite tribu de parties derendant mesurables
les application& — K f(x) = [ f(y)K (x,dy), pour tousf € C(M) etx € M.

Définition 1.2. Une famille(v;), >0 de mesures de probabilité S, £) est appelée un semigroupe de convolution
si pour tous réels positifset, sur(E2, £92, v, ® vy), il existe une variable aléatoi a valeurs dangkE, £) de
loi vs4; telle que pour tout € M,

K(x)=K1K2(x), vs®v;(dK1,dK2)-p.s, (1)
ol K1K2(x) = [ K2(y)K1(x,dy). (En général,(K1, K2) — K1K» n'est pas mesurable.) Nous dirons qu’un

semigroupe de convolutiov;);>o est un semigroupe de convolution fellerien des queV(f) e C(M),
lim; oSup.cp [ (Kf(x) — f(x)?v(dK) =0. (ii) V.f € C(M), Vt =0, limy(c.yy—o0 [ (Kf(x) — Kf ()0 (dK)
=0.

Définition 1.3. Une famille (K, s < t) de variables aléatoires a valeurs dais &) est appelée un flot
stochastique de noyaux si et seulement si (a) Pour dobdst < ¢, x € M, P-p.s.,Vf € C(M), K f(x) =

K u(Ky: f)(x). (b) Pour touss < ¢, la loi de K;; ne dépend que de— s. (c) Les accroissements du flot
sont indépendants, i.e., pour tous< tp < --- < t,, la famille {K;, , ,, 1 <i <n — 1} est indépendante.
(d) Vf € C(M), lim, p)—(s.0) SUP ep EL(Ks,r f(x) — Kyof(x))?] = 0. (e) Pour touss < ¢ et f € C(M),
lim g y)—0E[(Ks. o f (x) — K. f(»))?1=0.

Notons(£29, .A%) I'espace mesurablq—[sgt E, ®S<t E) etK = (K;,, s <t) lavariable aléatoir& (o) = w.
Soit (Tj,)ser le groupe a un paramétre de transformations2¥edéfini par7j, (w)(s, 1) = w(s + h, t + h), pour
touss <r,h eR etw.

Théoreme 1.4. (1) A toute famille compatible de semigroupes feIIerieFlg’), n > 1) est associé un unique
semigroupe de convolution fellerign ), >0 sur (E, £) tel que pourtous > 1,t >0, f € C(M") etx e M",

P f(x) = / K® f(x)v (dK). )

Et réciproquement, pour tout semigroupe de convolution felletigh >0 sur (E, &), (2) définit une famille
compatible de semigroupes felleriens.

(2) A tout semigroupe de convolution fellerier= (v;), >0 sur (E, £) est associé une unique probabilkg sur
(229, A%, (T))ner-invariante, telle queKs,,, s < t) soit un flot stochastique de noyaux pour lequel pour tous
s <t, v estlaloi deK; ;. Réciproquement, tout flot stochastique de noyaux définit un flot canonique associé a
une(uniqué famille compatible de semigroupes felleriens et un semigroupe de convolutiah,stix.

Notons qu’un flot de noyaux associe’{l%,("), n > 1), une famille compatible de semigroupes felleriens, est un
flot d’applications mesurables (soit tel qig; = §,, , p.s.) si et seulement si pour tofiss C(M), x € M ett > 0,

onaP? f®2(x, x) =P, f2(x).

2. Le bruit associé a un flot stochastique de noyaux et le filtrage par un sous-bruit

Nous rappelons la définition d’un bruit donné par Tsirelson dans [5].

Définition 2.1. Un bruit est la donnée d’un espace de probabilité A, P), d’un groupe a un paramet(&,),r
de transformations d& préservan® et d’une famille{F; ;, —oo < s <t < oo} de sous-tribus del telles que
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(a) Ty, envoieF; ; sur Fsip +n poUr toush € R ets < ¢, (b) Fs., etF;, sontindépendantes pour taus: ¢ <
(C) fi,t \% }—t,u = ]:s,u pour touss <t < u.

Soitv un semigroupe de convolution fellerien. Pour teuso < s <7 < oo notonsF, la sous-tribu ded® en-
gendrée par les variables aléatoikgs, pour touss < u < v < ¢ et complétée par toutes les partigsnégligeables
de A°. La propriété de cocycle d& entraine queV, := (2%, A°, (F})s<s. Pv. (Th)ner) €St un bruith, appelé
le bruit engendré par.

SoitN = (82, A, (Fs.0)s<i» P, (Th)ner) Un bruit etk un flot de noyaux de Ia?, tel quek ; estF; ;-mesurable
etK pwnf(x) =Ky, f(x)oT, p.s. Nous dirons quéeV, K) est une extension d¥,. Soit N un sous-bruit dev,
i.e., un bruit(£2, A, (F;, Ds<t> Py (Th)ner)) tel queF,, C Fs, pour touss < t. Avec ce bruit, on définit une
famille de semigroupes fellerieri®,”, n > 1), ouP,"” = E[E[Ko,|F0,]1®"]. Soits = (V,),>0 le semigroupe de
convolution associé.

Il est alors possible de construire un flot de noy&uge loiP; tel que

K1 f(x) =Ey[Ky  f )| Fyi] =Ev[ Kyt f(0)IF] Py-p.s. 3)

pour touss <, x € M et f € C(M). Nous dirons qué& est obtenu en filtrank parN.

Définition 2.2. Etant donnés; et v, deux semigroupes de convolution felleriens &lir £), nous dirons que;
domine (resp. domine faiblement) si et seulement si il existe un sous-bruit g1 (resp. un sous-bruit d'une
extension N1, K1) de N,1) tel queP, . soit la loi du flot obtenu en filtrank (resp.K1) par ce sous-bruit.

Ces relations de domination étendent la notion de barycentre et sont des relations d’'ordre partiel sur la classe
des semigroupes de convolution felleriens @iy €).

3. Flots coalescents

Définition 3.1.Un flot stochastiquéy; ;, s < ) d’applications su est dit coalescent si et seulement si pour tout
(x,y) € M2, T,y =inf{r > 0, ¢o(x) = ¢o,(y)} estfini avec une probabilit¢ differente de 0 et pour tomt7 ,,
®0,:(x) = 0,1 (y).

Soit (Pl("), n > 1) une famille compatible de semigroupes felleriens kt semigroupe de convolution associé.
Nous noterons le mouvement de deux points)pﬁ? ou par(X;, ), et le mouvement de points paer(").

Proposition 3.2. Supposons que

VxeM, Vt>0, lim,_, P(x » [X;#Y,]1=0, @
Y(x,y) € M2, limsup_ o Pg)y)[Xt £Y <1

Alors le flot associé aPt("), n > 1) estun flot coalescent, noté; ;, s <1).
De plus, si pour tous <t € R, iy, désignep; (1), oui est une mesure de Radon positive tirpour tous
s <u<t, s, €Statomique p.s. et; ; <ty P.S.

SoitA, ={x € M", 3i # j, xi =x,} etTa, =inf{r >0, X" € A,}.

Théoreme 3.3. Il existe une et une seule famille compatible de semigroupes markq‘ﬂg‘% n>1) telle
que siX™-¢ est le mouvement & points correspondant ey =inf{r >0, XM e Ag), (X 1 < T3) et

(X", t < T,,) aient méme loi et pour tout> TS X" e A,
Cette famille est constituée de semigroupes felleriens des que
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(C) limy_, ng?),)[{TA > 1} N{d(X;,Y;) > £}] =0 pour toust > 0, ¢ > 0 etx € M. Et pour tousr et y dansM,

p@

(x,y)[TA <o0] > 0.

Le flot de noyaux associé a cette nouvelle famille est alors un flot coalescent. Nous notdeossmigroupe de
convolution fellerien associé.

Théoréme 3.4 Supposons la conditiofC) vérifiée. Alorsv® domine faiblement.

4. Exemples
4.1. Le flot coalescent de Arratia

La premiere construction de ce flot a été donnée par Arratia dans [1PSeitsemigroupe d’un mouvement
brownien suiR. Nous lui associons la famille compatiaie®", n > 1) des semigroupes felleriens produits. Son
mouvement & points est donné par mouvements browniens indépendants et le flot canonique associé est donné
par (P;—s, s <1t). Soit anrs(Pf"), n > 1) la famille de semigroupes felleriens coalescents construite a partir de
(P®", n > 1) par le Théoréme 3.3. Son mouvement points est alors donné parmouvements browniens indé-
pendants qui se collent quand ils se touchent. On montre alors que le flot canonique associé est un flot coalesce
vérifiant (C) et (4).

4.2. L'algorithme de Propp—Wilson

Soit P, le semigroupe d’un processus de Markov irréductible et apériodique sur un ensembfe iz sa
probabilité invariante. Comme précédemment, on dé(ﬁdﬁ), n > 1) a partir de(P®", n > 1). Le flot canonique
associé est aussi un flot coalescemt;, s < ). Et, pour tousy, y dansM, t, , =inf{r > 0, ¢o:(x) = ¢o:(y)}
est fini p.s. et aprés un temps fini, Casgl; (x), x € M} = 1. Propp et Wilson donnent dans [4] un algorithme
pour simuler exactement une variable aléatoire dont la loi est donnée par la probabilité invariante d’'une chaine de
Markov. Expliquons cette méthode dans notre cadre.iSeitnf{r > 0, ¢p_; o(x) = ¢—;.0(y), V(x, y) € M?}. Alors
7 < 00 p.S. etlaloi deX., la variable aléatoire_; o(x) (independante de € M), est donnée pan.

4.3. L'EDS de Tanaka

Dans [2], partant d’'un bruit blan®, un flot de noyauxS est construit et est solution forte de I'EDS,

dX; = sgn(X,) dB;. Nous pouvons alors défin(Pf”), n > 1) une famille compatible de semigroupes felleriens

parPt(") = E[S®"]. Soit(Pf”)’C, n > 1) la famille de semigroupes felleriens construite par le Théoréme 3.3. Le flot
canonique associé est un flot coalescent vérifiant (C) (mais pas (4)). Ce flot a aussi été étudié par Watanabe [6].
D’autres exemples sont donnés dans la note suivante [3].
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