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Résumé

Nous présentons une partie des résultats de Le Jan et Raimond (math.PR/0203221). Nous montrons comment à partir
d’une famille compatible de semigroupes felleriens, on peut construire un flot stochastique de noyaux. Sous une hypothèse
supplémentaire (sur le mouvement de deux points), nous montrons qu’à un flot de noyaux, il est possible d’associer un flot
coalescent tel que le flot de noyaux puisse être construit en filtrant ce flot coalescent par un sous-bruit d’une extension du bruit
engendré par le flot coalescent.Pour citer cet article : Y. Le Jan, O. Raimond, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We present a part of the results of Le Jan and Raimond (math.PR/9909147). We show that starting with a compatible family
of Feller semigroups, one can construct a stochastic flow of kernels. Under an additional hypotheses (on the 2-points motion),
we show that it is possible to associate to a flow of kernels a coalescing flow such that the flow of kernels can be obtained by
filtering the coalescing flow with respect to a sub-noise of an extension of the noise generated by the coalescing flow.To cite
this article: Y. Le Jan, O. Raimond, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Les flots stochastiques de noyaux et leurs lois

Soit (M,d) un espace métrique compact séparable (quandM est seulement localement compact, on étudiera le
compactifié).

Définition 1.1. Soit (P(n)
t , n � 1) une famille de semigroupes felleriens respectivement définis surMn et opérant

surC(Mn). On dira que cette famille est compatible dès que pour toutk � n, P(k)
t f (x1, . . . , xk)= P(n)

t g(y1, . . . , yn)

pour toutes fonctions continuesf et g telles queg(y1, . . . , yn) = f (yi1, . . . , yik ) avec{i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n} et
(x1, . . . , xk)= (yi1, . . . , yik ).

Adresses e-mail :Yves.LeJan@math.u-psud.fr (Y. Le Jan), Olivier.Raimond@math.u-psud.fr (O. Raimond).

1631-073X/03/$ – see front matter 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00004-9



182 Y. Le Jan, O. Raimond / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003) 181–184

On noteraP(n)
(x1,...,xn)

la loi du processus de MarkovX(n) associé àP(n)
t et issu de(x1, . . . , xn). Ce processus sera

appelé le mouvement àn points.

Rappelons qu’un noyau surM est une application mesurable deM dansP(M),M etP(M) étant munis de leurs
tribus boréliennes. SoitE, l’espace des noyaux surM, etE la plus petite tribu de parties deE rendant mesurables
les applicationsK �→Kf (x)= ∫

f (y)K(x, dy), pour tousf ∈ C(M) et x ∈M.

Définition 1.2. Une famille(νt )t�0 de mesures de probabilité sur(E,E) est appelée un semigroupe de convolution
si pour tous réels positifss et t , sur(E2,E⊗2, νs ⊗ νt ), il existe une variable aléatoireK à valeurs dans(E,E) de
loi νs+t telle que pour toutx ∈M,

K(x)=K1K2(x), νs ⊗ νt (dK1,dK2)-p.s., (1)

où K1K2(x) = ∫
K2(y)K1(x,dy). (En général,(K1,K2) �→K1K2 n’est pas mesurable.) Nous dirons qu’un

semigroupe de convolution(νt )t�0 est un semigroupe de convolution fellerien dès que (i)∀f ∈ C(M),
limt→0 supx∈M

∫
(Kf (x)− f (x))2νt (dK)= 0. (ii) ∀f ∈ C(M), ∀t � 0, limd(x,y)→0

∫
(Kf (x)−Kf (y))2νt (dK)

= 0.

Définition 1.3. Une famille (Ks,t , s � t) de variables aléatoires à valeurs dans(E,E) est appelée un flot
stochastique de noyaux si et seulement si (a) Pour touss < u < t , x ∈ M, P-p.s., ∀f ∈ C(M), Ks,tf (x) =
Ks,u(Ku,tf )(x). (b) Pour touss � t , la loi de Ks,t ne dépend que det − s. (c) Les accroissements du flot
sont indépendants, i.e., pour toust1 < t2 < · · · < tn, la famille {Kti,ti+1, 1 � i � n − 1} est indépendante.
(d) ∀f ∈ C(M), lim(u,v)→(s,t)supx∈M E[(Ks,tf (x) − Ku,vf (x))

2] = 0. (e) Pour touss < t et f ∈ C(M),
limd(x,y)→0 E[(Ks,tf (x)−Ks,tf (y))

2] = 0.

Notons(Ω0,A0) l’espace mesurable(
∏

s�t E,
⊗

s�t E) etK = (Ks,t , s � t) la variable aléatoireK(ω)= ω.

Soit (Th)h∈R le groupe à un paramètre de transformations deΩ0 défini parTh(ω)(s, t) = ω(s + h, t + h), pour
touss � t , h ∈ R etω.

Théorème 1.4. (1) A toute famille compatible de semigroupes felleriens(P(n)
t , n � 1) est associé un unique

semigroupe de convolution fellerien(νt )t�0 sur (E,E) tel que pour tousn� 1, t � 0, f ∈C(Mn) et x ∈Mn,

P(n)
t f (x)=

∫
K⊗nf (x)νt (dK). (2)

Et réciproquement, pour tout semigroupe de convolution fellerien(νt )t�0 sur (E,E), (2) définit une famille
compatible de semigroupes felleriens.

(2) A tout semigroupe de convolution fellerienν = (νt )t�0 sur (E,E) est associé une unique probabilitéPν sur
(Ω0,A0), (Th)h∈R-invariante, telle que(Ks,t , s � t) soit un flot stochastique de noyaux pour lequel pour tous
s < t , νt−s est la loi deKs,t . Réciproquement, tout flot stochastique de noyaux définit un flot canonique associé à
une(unique) famille compatible de semigroupes felleriens et un semigroupe de convolution sur(E,E).

Notons qu’un flot de noyaux associé à(P(n)
t , n � 1), une famille compatible de semigroupes felleriens, est un

flot d’applications mesurables (soit tel queKs,t = δϕs,t p.s.) si et seulement si pour tousf ∈ C(M), x ∈M et t > 0,

on aP(2)
t f⊗2(x, x)= Pt f

2(x).

2. Le bruit associé à un flot stochastique de noyaux et le filtrage par un sous-bruit

Nous rappelons la définition d’un bruit donné par Tsirelson dans [5].

Définition 2.1. Un bruit est la donnée d’un espace de probabilité(Ω,A,P), d’un groupe à un paramètre(Th)h∈R

de transformations deΩ préservantP et d’une famille{Fs,t , −∞ � s � t � ∞} de sous-tribus deA telles que
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(a) Th envoieFs,t surFs+h,t+h pour toush ∈ R et s � t , (b)Fs,t etFt,u sont indépendantes pour touss � t � u,
(c) Fs,t ∨Ft,u =Fs,u pour touss � t � u.

Soit ν un semigroupe de convolution fellerien. Pour tous−∞ � s � t � ∞ notonsFν
s,t la sous-tribu deA0 en-

gendrée par les variables aléatoiresKu,v pour touss � u� v � t et complétée par toutes les partiesPν -négligeables
deA0. La propriété de cocycle deK entraîne queNν := (Ω0,A0, (Fν

s,t )s�t , Pν, (Th)h∈R) est un bruith, appelé
le bruit engendré parν.

SoitN = (Ω,A, (Fs,t)s�t , P, (Th)h∈R) un bruit etK un flot de noyaux de loiPν tel queKs,t estFs,t -mesurable
etKs+h,t+hf (x)=Ks,tf (x)◦Th p.s. Nous dirons que(N,K) est une extension deNν . Soit �N un sous-bruit deN ,
i.e., un bruit(Ω,A, (�Fs,t )s�t , P, (Th)h∈R)) tel que �Fs,t ⊂ Fs,t pour touss � t . Avec ce bruit, on définit une

famille de semigroupes felleriens(�P (n)
t , n� 1), où�P (n)

t = E[E[K0,t | �F0,t ]⊗n]. Soit ν̄ = (ν̄t )t�0 le semigroupe de
convolution associé.

Il est alors possible de construire un flot de noyaux�K de loi Pν̄ tel que

�Ks,tf (x)= Eν

[
Ks,tf (x)| �Fs,t

] = Eν

[
Ks,tf (x)| �F

]
Pν-p.s. (3)

pour touss � t , x ∈M etf ∈C(M). Nous dirons que�K est obtenu en filtrantK par �N .

Définition 2.2. Etant donnésν1 et ν2 deux semigroupes de convolution felleriens sur(E,E), nous dirons queν1
domine (resp. domine faiblement)ν2 si et seulement si il existe un sous-bruit deNν1 (resp. un sous-bruit d’une
extension(N1,K1) deNν1) tel quePν2 soit la loi du flot obtenu en filtrantK (resp.K1) par ce sous-bruit.

Ces relations de domination étendent la notion de barycentre et sont des relations d’ordre partiel sur la classe
des semigroupes de convolution felleriens sur(E,E).

3. Flots coalescents

Définition 3.1.Un flot stochastique(ϕs,t , s � t) d’applications surM est dit coalescent si et seulement si pour tout
(x, y) ∈M2, Tx,y = inf{t � 0, ϕ0,t (x)= ϕ0,t (y)} est fini avec une probabilité différente de 0 et pour toutt � Tx,y ,
ϕ0,t (x)= ϕ0,t (y).

Soit (P(n)
t , n� 1) une famille compatible de semigroupes felleriens etν le semigroupe de convolution associé.

Nous noterons le mouvement de deux points parX
(2)
t ou par(Xt , Yt ), et le mouvement den points parX(n)

t .

Proposition 3.2. Supposons que{∀x ∈M, ∀t > 0, limy→x P(2)
(x,y)[Xt �= Yt ] = 0,

∀(x, y) ∈M2, lim supt→∞ P(2)
(x,y)[Xt �= Yt ]< 1.

(4)

Alors le flot associé à(P(n)
t , n� 1) est un flot coalescent, noté(ϕs,t , s � t).

De plus, si pour touss < t ∈ R, µs,t désigneϕ∗
s,t (λ), oùλ est une mesure de Radon positive surM, pour tous

s < u < t , µs,t est atomique p.s. etµs,t � µu,t p.s.

Soit∆n = {x ∈Mn, ∃i �= j, xi = xj } etT∆n = inf{t � 0, X(n)
t ∈∆n}.

Théorème 3.3. Il existe une et une seule famille compatible de semigroupes markoviens(P(n),c
t , n � 1) telle

que siX(n),c est le mouvement àn points correspondant etT c
∆n

= inf{t � 0, X(n),c
t ∈ ∆n}, (X(n),c

t , t � T c
∆n
) et

(X
(n)
t , t � T∆n) aient même loi et pour toutt � T c

∆n
, X(n),c

t ∈∆n.
Cette famille est constituée de semigroupes felleriens dès que
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(C) limy→x P(2)
(x,y)

[{T∆ > t} ∩ {d(Xt , Yt ) > ε}] = 0 pour toust > 0, ε > 0 et x ∈M. Et pour tousx et y dansM,

P(2)
(x,y)

[T∆ <∞]> 0.

Le flot de noyaux associé à cette nouvelle famille est alors un flot coalescent. Nous noteronsνc le semigroupe de
convolution fellerien associé.

Théorème 3.4.Supposons la condition(C) vérifiée. Alorsνc domine faiblementν.

4. Exemples

4.1. Le flot coalescent de Arratia

La première construction de ce flot a été donnée par Arratia dans [1]. SoitPt le semigroupe d’un mouvement
brownien surR. Nous lui associons la famille compatible(P⊗n

t , n � 1) des semigroupes felleriens produits. Son
mouvement àn points est donné parn mouvements browniens indépendants et le flot canonique associé est donné
par (Pt−s, s � t). Soit alors(P(n)

t , n � 1) la famille de semigroupes felleriens coalescents construite à partir de
(P⊗n

t , n� 1) par le Théorème 3.3. Son mouvement àn points est alors donné parn mouvements browniens indé-
pendants qui se collent quand ils se touchent. On montre alors que le flot canonique associé est un flot coalescent
vérifiant (C) et (4).

4.2. L’algorithme de Propp–Wilson

Soit Pt le semigroupe d’un processus de Markov irréductible et apériodique sur un ensemble finiM, etm sa
probabilité invariante. Comme précédemment, on définit(P(n)

t , n� 1) à partir de(P⊗n
t , n� 1). Le flot canonique

associé est aussi un flot coalescent(ϕs,t , s � t). Et, pour tousx, y dansM, τx,y = inf{t > 0, ϕ0,t (x) = ϕ0,t (y)}
est fini p.s. et après un temps fini, Card{ϕ0,t (x), x ∈ M} = 1. Propp et Wilson donnent dans [4] un algorithme
pour simuler exactement une variable aléatoire dont la loi est donnée par la probabilité invariante d’une chaîne de
Markov. Expliquons cette méthode dans notre cadre. Soitτ = inf{t > 0,ϕ−t,0(x)= ϕ−t,0(y), ∀(x, y) ∈M2}. Alors
τ <∞ p.s. et la loi deXτ , la variable aléatoireϕ−τ,0(x) (independante dex ∈M), est donnée parm.

4.3. L’EDS de Tanaka

Dans [2], partant d’un bruit blancB, un flot de noyauxS est construit et est solution forte de l’EDS,
dXt = sgn(Xt )dBt . Nous pouvons alors définir(P(n)

t , n � 1) une famille compatible de semigroupes felleriens
parP(n)

t = E[S⊗n
t ]. Soit(P(n),c

t , n� 1) la famille de semigroupes felleriens construite par le Théorème 3.3. Le flot
canonique associé est un flot coalescent vérifiant (C) (mais pas (4)). Ce flot a aussi été étudié par Watanabe [6].

D’autres exemples sont donnés dans la note suivante [3].
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