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Résumé Nous étudions un système semi-classique de deux équations d’évolutions dont l’hamilto-
nien est donné par une matrice hermitienne présentant un croisement de modes de codi-
mension 3. Pour un croisement non-dégénéré – dans un sens que nous définissons – nous
montrons que deux situations géométriques sont possibles. Pour l’une d’entre elle, nous
quantifions le transfert d’énergie au-dessus du croisement en établissant des formules de
Landau–Zener pour des mesures semi-classiques à deux échelles. Ce résultat repose sur un
théorème de réduction qui ramène à un système du type de celui étudié par Landau et Zener.
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Landau–Zener formula for non-degenerate involutive codimension 3
crossings

Abstract In this Note, we study a 2× 2 system of evolution equations with some codimension
3 crossing. We derive two conditions of non-degeneracy. We focus on one of them and
reduce our system to some Landau–Zener’s type system. Using this reduction, we describe
the energy transfer at the crossing by Landau–Zener formula for 2-scales semi-classical
measures.To cite this article: C. Fermanian Kammerer, P. Gérard, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 335 (2002) 915–920.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

We study the behaviour, ash goes to 0, of families(ψh)h>0, solutions of


ih∂tψh = oph(P )ψ
h,

ψh|t=0 =ψh0 ,
where(ψh0 ) is uniformly bounded in L2(Rd ,C2), and oph(P ) is a semi-classical pseudodifferential operator
with the following Weyl symbol,

P(t, x, ξ)= k +
(

p1 p2 + ip3
p2 − ip3 −p1

)
, (t, x, ξ) ∈ R×R

d ×R
d,
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wherek = 1
2 Tr(P )= k(t, x, ξ) ∈ C∞(R2d+1), p = p(t, x, ξ) ∈ C∞(R2d+1,R3). The eigenvalues ofτ + P

are λ± = −τ + k ± |p|, and therefore display a crossing forp = 0. Our purpose is to describe the
energy transfer from one energy level to another in this general setting. For particular cases in smaller
dimensions, we refer to [9,11,6,7,2] and [4]. General results withp3 = 0 have been recently obtained
by the authors [5] and independently by Colin de Verdière [1]. We endowT ∗Rd+1 with the symplectic
form σ = dτ ∧ dt + dξ ∧ dx and we make the following assumptions, where we setE = {τ + k,p},
B = ({p3,p2}, {p1,p3}, {p2,p1}).

(H1) the mapping(t, x, ξ) → p(t, x, ξ) has rank 3 on{p= 0},
(H2) E ·B = 0 and|E|2> |B|2 on {p = 0}.

Example 1. – If d = 3, k = |ξ |2/2 andp = p(x), as in [6],(H2) holds asξ �= 0.

Example 2. – If k = V (t, x) and p = ξ − A(t, x), E and B are the electric and magnetic fields
respectively.

The geometry of the crossing is then described by the following result, where we denote byHλ the
hamiltonian vector field of the functionλ and byS the set{p = 0, τ + k = 0}.

PROPOSITION 0.1. –Assume (H1) and (H2) are fulfilled. Then, for every ρ0 ∈ S, there exists (locally
in s) unique curves ρ±s such that

ρ̇±s =Hλ±
(
ρ±s

)
, ρ±s |s=0= ρ0.

Moreover, these curves are transverse to S. If we denote by J±,p the union of the curves (ρ±s )s�0, by J±,f
the union of the curves (ρ±s )s�0, as ρ0 ranges in S, the sets

J = J+,p ∪ J−,f , J ′ = J+,f ∪ J−,p,
are smooth involutive submanifolds of T ∗Rd+1.

Remark 1. – In the caseE · B �= 0, the first part of the proposition above still holds; however the
involutivity of J , J ′ fails, so that the analysis we are going to describe cannot be easily generalized (see
however [3] for the special case of constant electromagnetic fields).

We now turn to the main result, which we state as Landau–Zener formulae in terms of two-scale Wigner
measures, in the spirit of [4]. We refer to [4] or to the French version below for a definition of these objects.
Roughly speaking, these measures describe the concentration of Wigner transforms on a given involutive
submanifold with a given second scale. Letν (resp.ν′) be the two-scale Wigner measure associated to
(ψh), J (resp.J ′) and to the second scale

√
h. We set

J̇±,p = J±,p\S, J̇±,f = J±,f \S,  ± = {
λ± = 0

}
.

We denote byN ±(J̇±,p), (resp.N ±(J̇±,f )), the bundle above ± obtained by spherical compactifica-
tion of the fibres of the normal bundleT ±/T (J̇±,p) (resp.T ±/T (J̇±,f )). In view of the localization
of Wigner measures, there exist measuresν±,p onN ±(J̇±,p) andν±,f onN ±(J̇±,f ) such that

ν =


ν+,p"+ aboveJ̇+,p,

ν−,f "− aboveJ̇−,f ,
ν′ =



ν+,f "+ aboveJ̇+,f ,

ν−,p"− aboveJ̇−,p,

where"± is the spectral projector associated toλ±. Moreover, these measures are propagated by the
Hamiltonian flows induced byHλ± onN ±(J̇±,p) andN ±(J̇±,f ) respectively. Using simple arguments
of transversality, they have traces aboveS that we shall denote byν±,pS andν±,fS . Introducing the vector
fieldsH andH ′ defined by

lim
s→0−

Hλ+(ρ
+
s )= lim

s→0+
Hλ−(ρ

−
s )=H, lim

s→0+
Hλ+(ρ

+
s )= lim

s→0−
Hλ−(ρ

−
s )=H ′,
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we observe thatν+,pS andν−,fS are measures onH⊥/T J while ν−,pS andν+,fS are measures on(H ′)⊥/T J ′.
These two bundles can be identified to

D := T (
T ∗

R
d+1)/F, oùF := T J + T J ′ = T S ⊕RH ⊕RH ′,

or to F⊥ = {W(λ) = (E∧B)·λ
|E|2 Hτ+k + λ ·Hp; λ · E = 0, λ ∈ R

3}. Let (λ1, λ2) be an orthonormal basis of

the normal plane toE in R3 such that, ifB �= 0,

λ1 = E ∧B
|E| |B| , λ2 = E

|E| ∧ λ1.

Let W1 = W(λ1), W2 = W(λ2) be the associated basis ofF⊥. Measuresν±,pS and ν±,fS are related as
follows.

THÉORÈME 0.2. –If ν+,pS and ν−,pS are mutually singular on D, then(
ν
+,f
S

ν
−,f
S

)
=

(
1− T T

T 1− T
)(

ν
+,p
S

ν
−,p
S

)
,

with T ([δρ])= exp
(−π |E|2

(|E|2−|B|2)3/2
[
σ(W1, δρ)

2 + (
1− |B|2

|E|2
)
σ(W2, δρ)

2
])
.

1. Introduction

On étudie le comportement de familles de solutions d’un système d’équations aux dérivées partielles,


ih∂tψh = oph(P )ψ
h,

ψh|t=0 =ψh0 ,
(1)

où (ψh0 ) est une famille uniformément bornée de L2(Rd) dépendant du petit paramètreh, h > 0, et oph(P )
est l’opérateur pseudodifférentiel semi-classique dont le symbole de Weyl est la matrice hermitienne,

P(t, x, ξ)= k +
(

p1 p2 + ip3
p2 − ip3 −p1

)
, (t, x, ξ) ∈ R×R

d ×R
d,

oùk = 1
2 Tr(P )= k(t, x, ξ) ∈ C∞(R2d+1), p = p(t, x, ξ) ∈ C∞(R2d+1,R3). Les valeurs propres deτ + P

sontλ± = τ + k ± |p|, elles sont distinctes tant quep �= 0. L’étude d’exemples (cf. [9,11,6,8]) suggère
qu’au-dessus deS = {p = 0, τ+k = 0}, intersection de la variété caractéristique avec le lieu du croisement,
se produit un transfert d’énergie entre les modes. Ce transfert a été décrit pour des systèmes en dimension 1
d’espace dans [2] et, pour un cas particulier, en dimension 2 d’espace dans [4]. Ce dernier résultat a été
récemment généralisé à un croisement générique de codimension 2 dans [5] et indépendamment par Colin
de Verdière (cf. [1]). Dans ce travail, nous quantifions ce transfert en codimension 3 en termes de mesures
semi-classiques, dans l’esprit de [4,5], sous certaines hypothèses que nous expliciterons ci-dessous.

2. La géométrie du croisement : hypothèses

On suppose que le croisement est decodimension 3, i.e.

(t, x, ξ) → p(t, x, ξ) est de rang 3 sur{p = 0}. (H1)

On munitT ∗Rd+1 de la forme symplectiqueσ = dτ ∧ dt + dξ ∧ dx. Soient

E = {τ + k,p}, B = ({p3,p2}, {p1,p3}, {p2,p1}
)
.
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On s’intéresse aux courbes hamiltoniennesρ±s associées àλ± qui rencontrentS transversalement, au sens
où

(
ρ±s

)
|s=0 = ρ0 ∈ S et lim

s→0±
d

ds
p
(
ρ±s

) �= 0.

Pour que de telles courbes existent, il est nécessaire que l’une des hypothèses suivantes, soit vérifiée enρ0.

E ·B = 0 et |E|2> |B|2, (H2)

E ·B �= 0. (H2′)
Dans la proposition suivante on désigne parHλ le champ hamiltonien de la fonctionλ.

PROPOSITION 2.1. – Soit ρ0 ∈ S tel que ((H1) et (H2)) ou ((H1) et (H2′)) soient vérifiées, alors il existe
une paire unique de courbes s → ρ+s et s → ρ−s dans T ∗Rd+1

t,x telles que

ρ̇±s =Hλ±
(
ρ±s

)
, ρ±s |s=0= ρ0.

De plus, les courbes (ρ±s )s�0 et (ρ∓s )s�0 sont transverses à S et se recollent de façon C∞.

Soit( un voisinage deρ0 dansS tel que (H1) et ((H2) ou (H2′)) soient vérifiées dans(. On définitJ±,p
comme l’ensemble des courbes(ρ±s )s�0 arrivant en un point de(, et J±,f celui constitué des courbes
(ρ±s )s�0, issues d’un point de(. Du fait de la Proposition 2.1,J+,p et J−,f d’une part etJ+,f et J−,p
d’autre part se recollent de façonC∞ au-dessus deS en

J = J+,p ∪ J−,f , J ′ = J+,f ∪ J−,p.
PROPOSITION 2.2. – Si (H1) et (H2) sont vérifiées sur (, les ensembles J et J ′ sont des sous variétés

involutives de codimension 3 de T ∗Rd+1.

Dans le cas d’un croisement générique de codimension 2, pour une matrice symétrique, sous une
hypothèse de non-dégénérescence du même type, les ensemblesJ et J ′ sont toujours des sous-variétés
involutives. Il n’en est pas ainsi en codimension 3, en particulier lorsque (H1) et (H2′) sont vérifiées dans
(, puisqueS est alors symplectique. Une situation de ce type est étudiée dans [3].

Example 1. – Sid = 3, k = |ξ |2/2 etp = p(x), comme dans [6], (H2) est vraie dès queξ �= 0.

Example 2. – Sik = V (t, x) etp = ξ −A(t, x), comme dans [3],E etB sont respectivement le champ
électrique et le champ magnétique et les deux situations (H2) et (H2′) peuvent se produire.

On se concentre dans la suite sur les croisements non-dégénérés de type involutif, c’est-à-dire vérifiant
les hypothèses (H1) et (H2). Cette situation peut sembler restrictive mais, comme le montrent les exemples
ci-dessus, elle recouvre déjà de nombreux cas physiquement intéressants.

3. Théorème de réduction

Rappelons que siκ est une transformation canonique deT ∗RD , il existe un opérateur intégral de Fourier
semi-classiqueU =Uh dit associé à κ , tel que (cf. par exemple [4]), au sens de la norme L2,

∀a ∈ C∞0
(
R
D ×R

D
)
, ∀f ∈ L2(

R
D

)
, U∗ oph(a)Uf = oph(a ◦ κ)f +O

(
h2)‖f ‖L2.

THÉORÈME 3.1. –Soit ρ0 ∈ S tel que (H1) et (H2) soient vérifiées dans un voisinage ( de ρ0 dans S, il
existe une transformation canonique locale κ d’un voisinage de ρ0 dans un voisinage (′ de 0

κ : (t, x, τ, ξ) → (s, z, σ, ζ ),

il existe un opérateur intégral de Fourier U associé à κ et un opérateur pseudodifférentiel B tels que la
famille uh =UBψh vérifie pour tout φ ∈ C∞0 ((′)

oph(φ) oph

( −σ + s γ1ζ1 + γ2ζ2
γ 1ζ1 + γ 2ζ2 −σ − s

)
uh = hf h, (2)
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où γj = γj (s, σ, z, ζ ), j ∈ {1,2}, sont des fonctions à valeurs complexes telles que Im(γ1γ 2) ne s’annule
pas sur (′ et (f h) est une famille uniformément bornée de L2(Rd+1). De plus

J ∪ J ′ = {
σ 2 = s2}∩ {

ζ1 = ζ2 = 0
}
,

J±,f = {s < 0, σ ± s = 0, ζ1 = ζ2 = 0}, J±,p = {s > 0, σ ∓ s = 0, ζ1 = ζ2 = 0}.

4. Formules de Landau–Zener pour un croisement non-dégénéré de type involutif

Le transfert d’énergie au croisement dépend de la manière dont se concentre(ψh), à l’échelle
√
h, sur les

ensemblesJ et J ′. Ces ensembles étant involutifs, on utilise les mesures semi-classiques à deux échelles
dont nous rappelons quelques propriétés (cf. [10] et [4]).

4.1. Mesures semi-classiques à deux échelles associées à une sous-variété involutive

Soit I = {f = 0} une sous-variété involutive deT ∗RD de codimensionm, N(I), le fibré normal àI et
N(I), le fibré normal àI compactifié obtenu en ajoutant une sphère à l’infini. SoitA, la classe de symboles
a ∈ C∞(RD ×RD ×Rm), définie par

– ∃K ⊂ RDx ×R
D
ξ , K compact,∀η ∈Rm, a(·, ·, η) ∈ C∞0 (K),

– ∃a∞, homogène de degré 0 enη, ∃R ∈R∗+, ∀(x, ξ) ∈RD×RD , |η|>R⇒ a(x, ξ, η)= a∞(x, ξ, η).
On notea(x, ξ, η|η|∞)= a∞(x, ξ, η).
Le choix d’une équationf de I induit un système de coordonnées surN(I)|ρ , pourρ ∈ I , donné par

l’extension naturelleχ de l’isomorphismeχ : [δρ] → η = df (ρ)δρ. Si ν est une mesure surN(I), on
noteraνf la mesure surRm, image parχ deν.

Soit (vh) une famille uniformément bornée de L2(RD,CN), il existe une suitehk , hk −→
k→+∞0, et une

mesure de Radon positive matricielleν surN(I), telles que pour toute matricea à coefficients dansA,(
ophk

(
a

(
x, ξ,

f√
hk

))
vhk

∣∣∣∣ vhk
)

−→
k→+∞Tr〈a, νf 〉 + Tr

(∫
T ∗RD\I

a

(
x, ξ,

f

|f |∞
)

dµ

)
,

oùµ est une mesure semi-classique de la suite(vhk ).

4.2. Formules de Landau–Zener

Soientν (resp.ν′) les mesures à deux échelles associées à(ψh) etJ (resp.J ′). Soient

J̇±,p = J±,p\S, J̇±,f = J±,f \S,  ± = {λ± = 0}.
SoitN ±(J̇±,p) (resp.N ±(J̇±,f )), le fibré au-dessus de ± obtenu par compactification des fibres de
T ±/T (J̇±,p) (resp.T ±/T (J̇±,f )). Du fait de la localisation des mesures semi-classiques, il existe
quatre mesuresν±,p surN ±(J̇±,p) etν±,f surN ±(J̇±,f ) telles que

ν =


ν+,p"+ au-dessus dėJ+,p,

ν−,f "− au-dessus dėJ−,f ,
ν′ =



ν+,f "+ au-dessus dėJ+,f ,

ν−,p"− au-dessus dėJ−,p,

où"± est le projecteur spectral associé àλ±. De plus ces mesures sont propagées par les flots induits par
Hλ± surN ±(J̇±,p) etN ±(J̇±,f ) respectivement. D’après la Proposition 2.1, il existe deux champsH

etH ′ linéairement indépendants et transverses àS tels que

lim
s→0−

Hλ+(ρ
+
s )= lim

s→0+
Hλ−(ρ

−
s )=H, lim

s→0+
Hλ+(ρ

+
s )= lim

s→0−
Hλ−(ρ

−
s )=H ′.

CommeH etH ′ sont transverses àS, ces mesures ont des traces au-dessus deS que nous noteronsν±,pS et

ν
±,f
S . En étudiant la limite des fibres deN ±(J̇±,p) et deN ±(J̇±,f ) au-dessus d’un pointρ tendant vers
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un pointρ0 deS, on remarque queν+,pS etν−,fS sont des mesures surH⊥/T J tandis queν−,pS etν+,fS sont
des mesures sur(H ′)⊥/T J ′. Ces deux derniers fibrés peuvent être identifiés au fibré de rang 2

D := T (
T ∗

R
d+1)/F, oùF := T J + T J ′ = T S ⊕RH ⊕RH ′,

ou encore à

F⊥ =
{
W(λ)= (E ∧B) · λ

|E|2 Hτ+k + λ ·Hp; λ ·E = 0, λ ∈ R
3
}
.

L’espaceF⊥ est donc isomorphe au plan orthogonal àE pour la structure euclidienne usuelle deR3. Soit
(λ1, λ2) une base orthonormée de ce plan, telle que pourB �= 0, on ait

λ1 = E ∧B
|E| |B| , λ2 = E

|E| ∧ λ1.

SoientW1 =W(λ1),W2 =W(λ2) la base deF⊥ associée. Le lien entreν±,pS etν±,fS s’exprime alors de la
manière suivante.

THÉORÈME 4.1. – Si les mesures ν+,pS et ν−,pS sont étrangères sur D, alors(
ν
+,f
S

ν
−,f
S

)
=

(
1− T T

T 1− T
)(

ν
+,p
S

ν
−,p
S

)
,

avec

T
([δρ])= exp

(
−π |E|2

(|E|2 − |B|2)3/2
[
σ(W1, δρ)

2 +
(

1− |B|2
|E|2

)
σ(W2, δρ)

2
])
.

On remarque que siB = 0, comme c’est le cas pour les croisements d’Hagedorn (Exemple 1),T ne
dépend pas du choix de la base(λ1, λ2), de plus

T = exp

(
− π

|E|
(
σ(W1, δρ)

2 + σ(W2, δρ)
2)).
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